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PRÉFACE, 


Quelques  explications  sont  peut-être  nécessaires  pour  in- 
diquer le  caractère  de  cet  Ouvrage,  où  j'ai  traité,  sous  la 
forme  qui  convient  au  livre,  la  plupart  des  questions  d'Op- 
tique qui  ont  fait,  à  différentes  reprises,  l'objet  de  mon 
enseignement  au  Collège  de  France. 

Un  premier  aperçu  semble  montrer  que,  dans  un  milieu 
homogène,  la  lumière  se  propage  en  ligne  droite  et  que  la 
direction  de  ces  rayons  change  brusquement,  suivant  des  lois 
déterminées,  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  diffé- 
rents. On  peut,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  constituer 
une  science  particulière  dans  laquelle  on  ramène  à  de  simples 
questions  d'Analyse  l'étude  des  faisceaux  de  rayons  émanés 
primitivement  d'une  même  source.  Toutefois  l'expérience 
montre  aisément  que  le  rayon  de  lumière  n'a  pas  d'existence 
physique  et  qu'il  s'évanouit  dès  qu'on  cherche  à  l'isoler;  il 
est  impossible  de  connaître  les  propriétés  réelles  des  fais- 
ceaux de  rayons  et  des  images  qu'ils  produisent  dans  les 
systèmes  optiques  sans  faire  intervenir  les  dimensions  des 
ouvertures  par  lesquelles  ils  sont  limités. 

La  théorie  des  ondulations,  complétée  par  le  principe  des 
interférences,  définit  au  contraire  le  jeu  de  la  propagation, 
explique  la  réflexion  et  la  réfraction  et  permet  de  calculer 
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l'influence  des  ouvertures  ;  elle  est  ainsi  la  base  naturelle  de 
ce  qu'on  appelle  VOplique  géométrique  et  présente,  en 
outre,  l'avantage  que  les  théorèmes  généraux  relatifs  aux 
faisceaux  de  rayons  s'y  démontrent  souvent  d'une  manière 
plus  directe  et  presque  intuitive,  sous  la  réserve  des  con- 
ditions dans  lesquelles  ils  sont  applicables. 

Le  principe  des  interférences  suffit  également  pour  l'expli- 
cation d'un  grand  nombre  de  phénomènes  où  l'on  doit  com- 
biner deux  ou  plusieurs  systèmes  d'ondes  de  même  origine 
qui  ont  suivi  des  routes  ou  éprouvé  des  modifications  diffé- 
rentes. Il  m'a  paru  préférable  d'examiner  dans  un  Chapitre 
spécial  les  caractères  des  vibrations  simples,  les  transforma- 
tions qu'elles  peuvent  subir,  les  différentes  manières  de  les 
combiner,  et  d'établir  toutes  les  expressions  analytiques  dont 
on  doit  faire  usage  dans  la  suite.  On  peut  ainsi  reconnaître 
plusieurs  propriétés  générales,  alléger  singulièrement  l'étude 
des  cas  particuliers,  en  supprimant  la  répétition  de  calculs 
identiques,  et  mettre  tout  d'abord  en  évidence  les  relations 
qui  existent  entre  les  phénomènes. 

Pour  la  double  réfraction,  j'ai  suivi  d'abord  la  méthode 
admirable  par  laquelle  Fresnel  a  montré  qu'un  seul  ellipsoïde 
suffit  pour  représenter  la  marche  de  la  lumière  dans  les  cris- 
taux à  un  axe  et  qu'en  généralisant  la  forme  de  cet  ellipsoïde 
on  obtient  l'équation  de  la  surface  d'onde  dans  le  cas  des 
cristaux  à  deux  axes  optiques. 

Si  l'on  y  ajoute  l'hypothèse,  ou  plutôt  le  fait  expérimental, 
que  certains  milieux  transmettent  sans  altération  des  vibra- 
tions circulaires  ou  elliptiques  avec  des  vitesses  différentes 
suivant  le  sens  de  la  vibration,  on  peut  rendre  compte  de 
tous  les  phénomènes  de  polarisation  chromatique  et  de  pola- 


PREFACE.  VII 

risation  rotatoire  sans  le  secours  d'aucune  vue  particulière 
sur  la  structure  mécanique  des  milieux. 

La  plus  grande  partie  du  programme  que  je  m'étais  pro- 
posé de  remplir  repose  ainsi,  conformément  à  l'histoire  de 
la  Science,  sur  des  considérations  purement  physiques  et 
devient  d'une  lecture  très  facile;  elle  correspond  à  la  pre- 
mière partie  de  l'œuvre  de  Fresnel  qui  comprend  la  confir- 
mation des  vues  de  Thomas  Young,  ainsi  que  leur  vérifica- 
tion dans  les  circonstances  les  plus  variées,  et  qui  a  entraîné 
l'adoption  définitive  de  la  théorie  des  ondulations. 

Il  reste  ensuite  à  serrer  de  plus  près  le  rôle  des  surfaces 
dans  la  diffraction,  la  réflexion  et  la  réfraction,  en  étudiant 
les  modifications  qu'elles  impriment  à  la  lumière  polarisée, 
puis  à  chercher  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  la 
constitution  moléculaire  des  corps  et  le  milieu  capable  de 
transmettre  les  vibrations  lumineuses,  pour  expliquer  la 
double  réfraction,  la  polarisation  rotatoire  naturelle  ou  ma- 
gnétique et  l'influence  du  mouvement  des  corps  sur  la  pro- 
pagation de  la  lumière. 

Ici  l'expérience  a  été  souvent  provoquée  par  la  théorie  et 
il  paraît  nécessaire  de  conserver  entre  elles  la  connexité  qui 
se  présente  dans  leur  développement  historique. 

Les  idées  de  Fresnel  sur  ces  questions  délicates  ont  servi 
de  point  de  départ  pour  les  travaux  des  géomètres  et  des 
physiciens.  Il  y  a  encore  aujourd'hui  beaucoup  à  apprendre 
dans  ses  Mémoires,  dont  la  lecture  attentive  est  indispensable 
aux  physiciens  ;  la  marche  la  plus  fructueuse  était  sans  doute 
de  leur  emprunter  beaucoup  et  de  suivre  les  progrès  de  la 
théorie  jusqu'à  l'époque  actuelle,  dans  les  limites  où  je  pou- 
vais en  développer  l'exposition. 
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Cet  Ouvrage  comprend  deux  Volumes.  Il  s'adresse  aux 
élèves  des  Facultés  et  des  Ecoles  d'enseignement  supérieur. 
J'espère  aussi  que  les  physiciens  et  les  professeurs  trouveront 
quelque  intérêt  dans  le  mode  d'exposition,  le  groupement 
des  phénomènes,  la  discussion  des  expériences,  et  dans  l'exa- 
men de  certaines  questions  spéciales  que  les  publications 
analogues  n'ont  pas  l'habitude  de  traiter. 

Je  dois  dire,  en  terminant,  que  j'ai  tiré  le  plus  grand  profit 
des  Leçons  d'Optique  faites  par  Yerdet  à  l'Ecole  Normale 
supérieure  et  auxquelles  j'ai  eu  la  bonne  fortune  d'assister 
autrefois.  Tous  ceux  qui  ont  connu  ce  professeur  éminent 
apprécieront  avec  quel  sentiment  de  reconnaissance  un  de 
ses  élèves  est  heureux  de  rendre  hommage  à  sa  mémoire. 
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1.  Phénomènes  principaux.  —  Quand  on  laisse  pénétrer  la 
lumière  dans  une  chambre  obscure  par  un  orifice  étroit,  l'expé- 
rience montre  qu'elle  se  propage  en  ligne  droite,  ou  en  rayons 
rectilignes,  depuis  la  source  jusqu'à  l'objet  éclairé,  sans  con- 
tourner les  corps  opaques,  au  moins  d'une  manière  sensible.  En 
d'autres  termes,  la  lumière  ne  pénètre  pas  en  quantité  appré- 
ciable dans  l'ombre  géométrique,  c'est-à-dire  dans  l'espace  limité 
par  une  droite  partant  de  l'orifice  et  qui  s'appuie  sur  le  contour 
des  corps  opaques. 

Les  rayons  lumineux  sont  de  natures  différentes,  définies  par 
l'impression  de  couleur  qu'ils  produisent  sur  l'œil. 

Les  rayons  qui  tombent  sur  une  surface  polie  se  réfléchissent 
en  changeant  brusquement  de  direction  à  la  surface,  et  les  lois 
qui  règlent  la  direction  des  rayons  réfléchis  sont  indépendantes  de 
la  couleur. 

Enfin,  si  les  rayons  lumineux  tombent  sur  la  surface  de  sé- 
paration de  deux  milieux  transparents,  une  partie  d'entre  eux  s'y 
réfléchit,  l'autre  y  pénètre  dans  une  direction  nouvelle;  ces  der- 
niers sont  réfractés  suivant  une  loi  déterminée,  et  la  réfraction 
n'est  pas  la  même  pour  les  différentes  couleurs. 

Un  rayon  de  lumière  blanche  se  divise  ainsi  par  réfraction  en 
une  série  de  rayons  de  couleurs  différentes,  inégalement  déviés, 

M.  -  I.  r 
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de  sorte  que  la  lumière  primitive  est  dispersée  dans  une  certaine 
ouverture  angulaire. 

Telles  sont  les  propriétés  dont  on  a  cherché  d'abord  à  rendre 
compte  et  qui  ont  donné  lieu  dans  la  science  à  deux  théories  prin- 
cipales, la  théorie  de  Y  émission  et  la  théorie  des  ondulations. 

2.  Théorie  de  l'émission.  —  Ce  premier  aperçu  des  phéno- 
mènes fait  naître  l'idée  naturelle  que  la  lumière  est  due  à  un 
transport  de  molécules  matérielles,  mais  impondérables,  émises 
par  les  sources;  ces  molécules  sont  de  natures  différentes  qui  cor- 
respondent aux  différentes  couleurs,  elles  se  propagent  avec 
une  vitesse  constante  particulière  à  chaque  couleur,  comme  le 
feraient  des  projectiles  dans  un  milieu  sans  frottement. 

A  la  rencontre  d'un  nouveau  milieu,  les  molécules  se  partagent 
en  deux  groupes  :  les  unes  rebondissent  à  sa  surface  et  reviennent 
dans  le  premier  milieu,  les  autres  pénètrent  dans  le  second  milieu 
pour  s'y  propager  avec  une  vitesse  différente  et  dans  une  autre 
direction. 

On  admet  que  les  masses  pondérables  exercent  sur  les  molécules 
lumineuses  des  actions  attractives  ou  répulsives,  qui  diminuent 
très  rapidement  à  mesure  que  la  distance  augmente  pour  devenir 
insensibles  à  une  distance  physiquement  appréciable.  L'absence 
de  frottement  implique  la  conséquence  que  ces  actions  sont  indé- 
pendantes de  la  vitesse  relative,  de  sorte  que  dans  un  même 
milieu  la  résultante  est  toujours  nulle;  la  propagation  de  la 
lumière  est  donc  rectiligne  et  uniforme  ('). 

3.  Lois  de  réflexion  et  de  réfraction.  —  Lorsqu'une  molécule 
lumineuse,  qui  se  propage  dans  la  direction  SA  {fi g.  i),  arrive 
à  la  séparation  2  de  deux  milieux  différents,  les  actions  des 
masses  pondérables  sont  altérées  dans  l'espace  compris  entre  deux 
surfaces  S,  et  S'  situées  de  part  et  d'autre  de  la  surface  S;  la  mo- 
lécule suit  un  chemin  curviligne  pour  arriver  par  une  courbe  de 
raccordement  de  très  petite  étendue,  AA<  ou  AA',  à   une  autre 


(')  Newton,  New  Theorj  of  light  and  colours  (Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  1672). 
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trajectoire  rectiligne  A,  S{  dans  le  premier  milieu  ou  A' S'  dans  le 
second,  suivant  qu'elle  subit  la  réflexion  ou  la  réfraction. 

La  forme  des  courbes  de  raccordement  dépend  de  la  loi  des 
actions  moléculaires,  mais  ces  courbes  ne  sont  pas  observables  et 
il  n'est  pas  nécessaire  de  les  faire  intervenir  pour  trouver  les 
directions  finales  des  rayons. 

Il  est  évident  d'abord,  par  raison  de  symétrie,  au  moins  pour 
les  milieux  qui  jouissent  des  mêmes  propriétés  dans  toutes  les  di- 
rections, que  le  rayon  réfléchi  A,  S,  et  le  rayon  réfracté  A' S'  sont 
dans  le  plan  qui  passe  par  le  rayon  incident  SA  et  la  normale  à 
la  surface  2,  ou  dans  le  plan  d'incidence. 

Fig.  i. 


Soient  ?,  i|  et  i!  les  angles  d'incidence,  de  réflexion  et  de 
réfraction,  c'est-à-dire  les  angles  des  rayons  incident,  réfléchi  et 
réfracté  avec  la  normale  à  la  surface  2;  V,  V<  et  V  les  vitesses  de 
propagation  des  rayons  incident,  réfléchi  et  réfracté,  ou  celles  des 
molécules  lumineuses  correspondantes. 

Si  l'on  remplace  ces  vitesses  par  leurs  composantes  parallèles 
et  perpendiculaires  à  la  surface,  il  est  clair  que  les  composantes 
parallèles  à  la  surface  conservent  la  même  valeur  dans  tous  les 
cas,  puisque  la  résultante  des  actions  des  masses  pondérables  des 
deux  milieux  reste  normale  à  leur  direction.  On  a  donc 


(0 


Y  sin  i  —  Yl  sin  iy  =  V  sin  i' . 


Pour  les  molécules  réfléchies,  le  travail  final  des  actions  molé- 
culaires est  nul,  puisque  ces  travaux  étaient  de  signes  contraires 
dans  les  deux  portions  AG  et  CA<  de  la  courbe  de  raccordement. 
La  force  vive  de   la  molécule  réfléchie  n'a  donc  pas  changé  et 
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l'on  a 

V;=zV2         ou         V1  =  V; 
il  en  résulte 

ij  =  i. 

Ainsi  la  réflexion  ne  change  pas  la  vitesse  de  propagation  et 
l'angle  de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'incidence. 
Ce  sont  les  lois  connues  de  la  réflexion. 

Pour  les  molécules  réfractées,  la  résultante  des  actions  des 
deux  milieux  a  produit  sur  une  molécule  entre  les  surfaces  S,  et 
S' un  travail  positif  ou  négatif,  qui  est  indépendant  du  chemin  par- 
couru et  qui  peut  dépendre  de  la  nature  de  la  lumière. 

Pour  une  couleur  déterminée,  l'accroissement  de  force  vive  ou 
du  carré  de  la  vitesse  V'2  —  V2  est  donc  une  constante.  Par  suite, 
la  vitesse  V  de  propagation  dans  le  milieu  inférieur  est  indépen- 
dante de  l'angle  d'incidence  des  rayons  primitifs. 

L'équation  (i)  donne  alors 

sini        V 

n. 


siiw'     _   V 

Le  rapport  des  sinus  des  angles  d'incidence  et  de  réfraction  est 
constant;  c'est  l'indice  de  réfraction  n  du  second  milieu  par  rap- 
port au  premier.  On  retrouve  donc  la  loi  connue  de  la  réfraction 
ou  loi  de  Descartes  (  *  ). 

4.  Pouvoir  réfringent.  Puissance  réfractive.  —  Dans  le  vide 
des  espaces  planétaires,  toutes  les  couleurs  se  propagent  avec  la 
même  vitesse.  Gomme  la  différence  V'2  —  V2  est  constante,  si  l'on 
suppose  que  le  milieu  supérieur  soit  le  vide,  on  peut  écrire 

y*  _  y2  _  k  V2?         k=z  Tl  _  j  _  „.  _  I§ 

Le  facteur  k  exprime  le  rapport  de  l'accroissement  de  force 
vive  de  la  molécule  à  la  force  vive  primitive;  il  est  proportionnel 
au  travail  des   actions  des   masses  pondérables.  Newton  appelle 


(')  Descartes,  Dioptrica  (Lugd.  Batav.,  1637). 
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pouvoir  réfringent  d'un  milieu  ce  rapport  À~,  ou  l'excès  n2  —  i 
du  carré  de  l'indice  de  réfraction  sur  l'unité. 

Si  le  second  milieu  change  de  densité,  sans  changer  de  nature, 
ou,  d'une  manière  plus  générale,  si  les  forces  agissantes  conservent 
la  même  forme  pour  deux  milieux  différents,  le  travail  des  masses 
pondérables  est  proportionnel  à  la  densité  d  du  milieu  et  l'on 
peut  écrire 

À  —  n-  —  i  -—  hd         ou  ; —   =  h. 

a 

Le  rapport  — - —  est  \e  pouvoir  réfringent  spécifique,  ramené 

à  l'unité  de  densité  pour  le  milieu  considéré,  ou  la  puissance  ré- 
frac tive. 

Ce  rapport  serait  constant  pour  tous  les  milieux  si  les  forces 
agissantes  étaient  simplement  proportionnelles  aux  masses. 

5.  Difficultés  de  la  théorie.  —  La  théorie  de  l'émission  permet 
d'expliquer  très  simplement,  comme  on  le  voit,  les  lois  géomé- 
triques de  la  réflexion  et  de  la  réfraction;  mais  il  ne  suffit  pas, 
pour  une  théorie  valable,  qu'elle  rende  compte  de  quelques  faits, 
il  faut  encore,  sinon  qu'elle  les  explique  tous,  au  moins  qu'elle  ne 
soit  contradictoire  avec  aucun  d'eux.  Le  véritable  caractère  d'une 
théorie  exacte  consiste  même  à  en  faire  prévoir  de  nouveaux  com- 
portant des  vérifications  numériques. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  Ja  théorie  de  l'émission  est 
muette  sur  les  raisons  pour  lesquelles  une  molécule  lumineuse 
subira  de  préférence  la  réflexion  ou  la  réfraction,  ainsi  que  sur  le 
partage  des  molécules  initiales  entre  le  rayon  réfléchi  et  le  rayon 
réfracté. 

On  échappe  à  cette  première  difficulté  par  l'hypothèse  des 
accès.  Les  molécules  lumineuses  ne  se  présentent  pas  toujours  de 
la  même  manière  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  :  par 
suite  d'un  état  particulier,  tel  que  l'orientation  si  elles  ne  sont 
pas  sphériques,  elles  se  trouvent  dans  une  suite  de  phases  pério- 
diques que  Newton  appelle  accès  de  facile  réflexion  ou  de  facile 
transmission.  Si  T  est  la  période,  on  peut  appeler  longueur  d'accès 
l'espace  \  =  VT  parcouru  par  la  lumière  pendant  une  période. 
Ces  accès  n'indiquent  d'ailleurs  qu'une  disposition  des  molécules 
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qui  n'a  rien  de  déterminant,  puisque  la  succession  des  accès  est  évi- 
demment indépendante  de  l'angle  d'incidence,  tandis  que,  d'après 
l'expérience,  le  rapport  des  intensités  des  rayons  réfléchi  et  ré- 
fracté, c'est-à-dire  le  rapport  du  nombre  des  molécules  de  même 
espèce  qui  ont  subi  l'une  ou  l'autre  des  deux  opérations,  varie, 
dans  de  grandes  limites,  avec  l'angle  d'incidence  et  avec  la  nature 
du  second  milieu. 

D'autres  difficultés  analogues  pourront  être  levées  par  de  nou- 
velles hypothèses  qui  ne  seront  qu'une  manière  de  spécifier  plus 
complètement  les  propriétés  des  molécules  lumineuses,  sans  qu'on 
soit  autorisé  à  les  présenter  comme  des  objections  à  la  théorie; 
mais  nous  trouvons  dès  le  début  une  conséquence  qui  peut  être 
soumise  au  contrôle  de  l'expérience.  On  doit  avoir  V  >  V,  si  l'in- 
dice de  réfraction  n  est  plus  grand  que  l'unité.  En  d'autres  termes, 
la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  doit  être  plus  grande  dans 
les  milieux  plus  réfringents.  Les  expériences  célèbres  de  Foucault 
et  de  M.Fizeau,  sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  tard,  montrent 
que  cette  conséquence  est  exactement  le  contraire  de  la  vérité. 
La  théorie  de  l'émission  se  trouve  donc  infirmée  d'une  manière 
définitive  par  cette  contradiction  avec  l'expérience  sur  un  fait 
aussi  capital  et  elle  ne  présente  plus  aujourd'hui  qu'un  intérêt 
historique,  malgré  l'autorité  des  savants  qui  l'ont  soutenue  avec  le 
plus  d'ardeur. 

6.  Principe  de  la  moindre  action.  —  On  arrive  au  même  ré- 
sultat plus  rapidement  en  appliquant  le  principe  de  la  moindre 
action  (').  Lorsque  les  actions  qui  s'exercent  sur  un  mobile  sont 
dirigées  vers  des  points  fixes  et  ne  dépendent  que  des  distances, 
c'est-à-dire  que  les  forces  sont  centrales,  les  équations  du  mouve- 
ment peuvent  se  traduire  d'une  manière  synthétique  en  disant 
qu'entre  deux  points  P  et  P,  l'intégrale  fv  ds  est  un  minimum, 
v  désignant  la  vitesse  du  mobile  sur  l'élément  ds  de  la  trajectoire. 

Si,  pour  une  molécule  lumineuse,  les  points  P  et  P,  sont  pris 
dans  le  milieu  supérieur  sur  le  rayon  incident  et  le  rayon  réfléchi, 
la  vitesse  a  la  même  valeur  V  dans  les  portions  rectilignes  s  et  s, 


(')  Laplace,  Mémoires  de  la  première  Classe  de  l'Institut,  t.  X,  p.  3oo  ;  1807. 


PRELIMINAIRES.  7 

des  trajectoires.  En  appelant  d?  un  élément  de  la  courbe  de  rac- 
cordement, l'intégrale  se  réduit  à 

V(s  +  Si)  H-  fvda. 

Le  dernier  terme  de  cette  expression  est  extrêmement  petit,  et 
négligeable  en  présence  du  premier,  de  sorte  que  le  problème  se 
réduit  à  chercher  les  chemins  rectilignes  s  et  s{  dont  la  somme  est 
minimum  pour  aller  du  point  P  au  point  P'  en  touchant  la  sur- 
face S.  C'est  évidemment,  au  moins  dans  le  cas  où  la  surface  S  est 
plane,  la  route  définie  par  la  loi  de  réflexion. 

Si  les  points  P  et  P'  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la  surface  S, 
que  nous  supposerons  plane,  l'intégrale  se  réduit  encore,  en  négli- 
geant le  terme  relatif  à  la  courbe  de  raccordement,  à  Vs  +  W, 
s  et  s'  étant  les  chemins  rectilignes  comptés  jusqu'au  point  M  de 
la  surface  où  le  mobile  change  de  milieu.  Par  raison  de  symétrie, 
ce  point  M  {fi g*  2)  est  dans  le  plan  normal  à  la  surface  S  qui 

Fis.  2. 


passe  par  les  points  donnés.  Abaissant  des  perpendiculaires 
PQ  —  p  et  P'Q'  =  p'  sur  la  surface  S,  appelant  i  et  i!  les  angles 
d'incidence  et  de  réfraction,  et  q  la  distance  QQ',  on  a  d'abord 


(2) 
d'où 

D'autre  part, 


q  —  p  tang/  +  p'  tan. 


p  di 

1 

//  di! 

tos2« 

cos-  i' 

4-W 

lJL^ 

V'p' 

COS  l 

cosi' 
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Pour  que  cette  dernière  expression  soit  un  minimum,  il  faut 
qu'on  ait 

Ypsinidi       Y'p'sini'  di' 
cos2i  cosV 

La  comparaison  des  équations  (2)'  et  (3)  donne 

(1)'  Y  sin/  =  V  sin*7, 

c'est-à-dire  l'équation  (1). 

7.  Théorème  de  Fermât  (,).  —  On  peut  chercher  aussi  quel 
est  le  chemin  que  doit  parcourir  la  lumière  pour  aller  d'un  point  à 
un  autre  pendant  le  temps  minimum.  Si  l'on  applique  ce  principe  au< 
rayon  réfléchi,  les  molécules  lumineuses  ne  changeant  pas  de  milieu, 
il  en  résulte  eneore  que  la  somme  des  chemins  rectilignes  s  et  s, 
doit  être  un  minimum,  ce  qui  donne  la  loi  de  la  réflexion. 

Pour  les  rayons  réfractés,  on  doit  rendre  minimum  la  somme 

s         s' 
des  temps  ^  -h  .y,  que  met  la  molécule  à  aller  de  P  en  M  et  de  M 

en  P'  dans  deux  milieux  différents  avec  les  vitesses  respectives  V 
et  V.  Il  suffit  donc  de  remplacer  dans  le  calcul  qui  précède  les  vi- 
tesses V  et  V7  par  leurs  inverses,  et  l'équation  (i)'  devient 


(4)  TT 


Les  sinus  des  angles  d'incidence  et  de  réfraction  sont  encore 
proportionnels,  mais  avec  la  condition  V  >>  V  lorsque  n  >>  1 , 
contrairement  au  résultat  donné  par  la  théorie  de  l'émission. 

La  considération  du  temps  minimum  conduit  donc  à  une  consé- 
quence conforme  à  l'observation  et  paraît  ainsi  devoir  s'appliquer 
plutôt  aux  phénomènes  optiques  que  l'hypothèse  de  l'émission. 

8.  Théorie  des  ondulations.  — Nous  n'avons  pas  fait  intervenir 
jusqu'à  présenties  phénomènes  de  diffraction,  c'est-à-dire  la  pé- 
nétration réelle,  si  faible  qu'elle  soit,  de  la  lumière  dans  l'ombre 


(')  Fermât,  Lettre  de  i63g.  Varia  opéra  math.,  p.  i56;  Tolosœ,  1679. 


in  i 

sin  i' 

ou 

uni 

V 

V    " 

~    V 

sin  i1 

"  V 
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géométrique  des  corps  opaques,  qui  présente  des  difficultés  insur- 
montables dans  la  théorie  de  l'émission.  Cette  expansion  latérale 
devait  conduire  à  l'idée  d'un  mouvement  vibratoire  analogue  aux 
mouvements  qui  produisent  le  son.  L'hypothèse  des  ondulations 
a  trouvé,  pour  ainsi  dire,  une  démonstration  irréfutable  dans  les 
expériences  par  lesquelles  Young  et  Fresnel  ont  montré  que  les 
effets  lumineux  peuvent  s'exalter  réciproquement  ou  s'entre-dé- 
truire,  et  elle  se  prête  d'une  manière  si  merveilleuse  à  l'explication 
de  tous  les  phénomènes  d'optique  qu'elle  est  aujourd'hui  univer- 
sellement adoptée. 

9.  Première  idée  des  ondes.  — Les  phénomènes  que  l'on  observe 
à  la  surface  d'une  eau  tranquille  donnent  une  première  idée  des 
ondes.  Quand  une  pierre  tombe  dans  l'eau,  la  surface  est  dé- 
primée au  point  de  chute,  et  il  se  forme  tout  autour  un  bourrelet 
liquide.  Le  bourrelet  s'agrandit  aussitôt  suivant  une  circonférence 
dont  le  rayon  est  proportionnel  au  temps;  il  est  suivi  par  une  dé- 
pression circulaire  qui  se  propage  avec  la  même  vitesse,  et  la  sur- 
face générale  revient  sensiblement  au  repos,  en  chaque  point, 
après  le  passage  apparent  du  bourrelet  et  de  la  dépression. 

Tous  les  points  du  liquide  qui,  à  un  moment  donné,  sont  dans 
le  même  état  de  mouvement  par  rapport  au  centre  forment  une 
onde,  qui  se  réduit  dans  le  cas  actuel  à  une  circonférence.  Les 
molécules  liquides  qui  participent  au  mouvement  appartiennent 
ainsi  successivement  à  des  ondes  différentes  pour  revenir  à  l'état 
de  repos,  et  chacune  d'elles  a  décrit  une  courbe  fermée.  On  peut 
dire  qu'un  mouvement  déterminé  s'est  propagé  à  partir  du  centre 
avec  une  vitesse  constante  U,  qui  dépend  de  la  densité  et  de  la 
profondeur  du  liquide. 

10.  Principe  d'Huygens.  —  Si  l'on  imagine  qu'un  effet  ana- 
logue, au  lieu  d'être  limité  aux  couches  supérieures  d'un  liquide, 
se  produit  dans  toute  la  masse  d'un  milieu  où  les  ondes  seront  des 
sphères  concentriques,  on  aura  l'image  de  la  manière  dont  Huy- 
gens  se  représentait  les  phénomènes  lumineux. 

Lorsque  le  bourrelet  liquide  qui  provient  de  la  chute  d'une 
pierre  daus  l'eau  forme  à  l'époque  t  une  circonférence  S  de  rayon 
R  (fig-  3),  il  est  clair  que  l'effet  direct  de  la  pierre  a  disparu  et 
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que  la  formation  d'une  onde  S'  de  plus  grand  rayon  R',  à  l'époque 
t\  est  la  conséquence  directe  de  l'état  actuel  du  liquide.  On  obtien- 
drait évidemment  le  même  résultat  si,  par  un  moyen  quelconque, 
on  avait  donné  à  chacune  des  molécules  liquides  M  qui  constituent 
l'onde  S  le  déplacement  et  la  vitesse  qui  lui  sont  propres.  On  peut 
donc  considérer  une  onde  S',  à  l'époque  t\  comme  l'effet  résultant 

Fie.  3. 


des  ondes  élémentaires  s  qui  seraient  produites  par  le  mouvement, 
à  l'époque  t,  des  différentes  molécules  M  du  liquide  qui  font  partie 
de  l'onde  générale  S  dans  un  état  antérieur  et  qui  seront  considé- 
rées comme  des  centres  d'ébranlement.  Ces  ondes  élémentaires  se 
propageant  avec  la  même  vitesse  U,  leur  rayon  à  l'époque  t'  est 
U  [t1 —  t)  et  l'onde  générale  résultante  S',  dont  l'accroissement  de 
rayon  est  aussi  R/ —  R  =  \J(tr —  £),  est  l'enveloppe  de  ces  ondes 
élémentaires. 

Il  reste  à  expliquer  toutefois  pourquoi  l'onde  S  ne  produit  pas 
aussi  bien  une  onde  rétrograde  Sr/  à  la  même  distance  et  surtout 
pourquoi  tout  mouvement  appréciable  disparaît  à  une  très  petite 
distance  de  la  surface  S'. 

On  peut  bien  remarquer  que  le  déplacement  des  molécules  qui 
constituent  l'onde  S  a  lieu  dans  un  plan  normal  et  que  sur  l'onde 
élémentaire  propagée  le  mouvement  doit  être  aussi  maximum  sur 
la  normale;  qu'en  outre  les  ondes  élémentaires  sont  beaucoup 
plus  serrées  dans  le  voisinage  de  la  surface  enveloppe  et  doivent 
y  produire  le  maximum  de  mouvement. 

Cette  dernière  raison  est  moins  démonstrative  qu'elle  ne  le  pa- 
raît sur  une  figure  plane,  quand  on  considère  le  phénomène  dans 
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l'espace  avec  des  ondes  sphériques.  Dans  tous  les  cas,  le  mouve- 
ment des  ondes  élémentaires  est  loin  d'être  insensible  à  une  dis- 
tance notable  de  l'enveloppe  et  l'on  ne  voit  pas  comment  il  est 
possible  d'expliquer  le  repos  absolu  auquel  arrive  le  milieu  après 
le  passage  de  l'onde  (  '  ). 

Il  est  nécessaire,  en  effet,  de  compléter  le  principe  d'Huygens 
et  de  faire  intervenir  la  composition  des  mouvements  des  ondes 
élémentaires,  c'est-à-dire  le  principe  des  interférences.  En  outre, 
quand  il  s'agit  de  phénomènes  vibratoires  comme  les  effets  d'acous- 
tique ou  de  lumière,  on  ne  doit  pas  considérer  une  onde  unique, 
mais  une  série  d'ondes  de  caractères  différents  qui  se  succèdent 
périodiquement  en  chaque  point.  Si  l'ébranlement  central,  au  lieu 
d'être  unique  comme  nous  l'avons  supposé  d'abord,  est  lui-même 
périodique,  les  ondes  qui  en  émanent  se  suivront  avec  le  même 
caractère  de  périodicité;  dans  ce  .cas  il  n'est  pas  évident,  et  il  est 
même  inexact,  que  la  vitesse  de  propagation  pour  chacune  d'elles 
soit  la  même  que  si  elle  provenait  d'un  ébranlement  unique. 

\\.  Notion  du  mouvement  vibratoire.  —  Considérons  un  mi- 
lieu homogène  et  isotrope,  c'est-à-dire  tel  que  deux  éléments  de 
volume  pris  en  des  points  quelconques  soient  identiques  et  qu'au- 
tour d'un  point  les  propriétés  soient  les  mêmes  dans  toutes  les  di- 
rections. Sans  faire  aucune  hypothèse  particulière  sur  la  consti- 
tution du  milieu,  si  ce  n'est  qu'il  soit  élastique,  il  suffira  de 
remarquer  que,  lorsqu'il  est  en  repos,  la  résultante  de  toutes  les 
actions  qui  s'exercent  sur  chacune  des  molécules  qui  le  consti- 
tuent est  nulle.  Quand  on  déplace  une  ou  plusieurs  molécules  de 
leur  position  d'équilibre,  les  réactions  élastiques  qui  en  résultent 
tendent  à  les  ramener  vers  leur  position  primitive. 


(')  «  L'on  voit  de  plus  que  l'onde  S'  est  déterminée  par  l'extrémité  du  mou- 
vement, qui  est  sorti  du  point  A  (source)  en  certain  espace  de  temps;  n'y  ayant 
point  de  mouvement  au  delà  de  cette  onde,  quoy  qu'il  y  en  ait  bien  dans  l'espace 
qu'elle  enferme,  sçavoir  dans  les  parties  des  ondes  particulières,  lesquelles  parties 
ne  touchent  point  la  sphère  S'.  Et  tout  cecy  ne  doit  pas  sembler  estre  recherché 
avec  trop  de  soin,  ni  de  subtilité;  puisque  l'on  verra  dans  la  suite  que  toutes 
les  proprietez  de  la  lumière,  et  tout  ce  qui  appartient  à  sa  reflexion  et  à  sa  re- 
fraction s'explique  principalement  par  ce  moyen.  »  Huygens,  Traité  de  la 
lumière,  p.  18;  Leide,  1690. 
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12.  Période.  —  Nous  supposerons  d'abord  que  l'ébranlement 
central,  étant  limité  dans  un  espace  très  petit  ou  dans  le  voisi- 
nage d'une  surface  fixe,  a  un  caractère  périodique,  en  d'autres 
termes,  qu'à  deux  époques  quelconques  séparées  par  un  intervalle 
de  temps  T  appelé  période,  une  molécule  se  retrouve  exactement 
dans  le  même  état,  c'est-à-dire  au  même  point  et  avec  la  même 
vitesse.  Ce  mouvement  se  communiquera  au  milieu  environnant 
et,  une  fois  le  régime  permanent  établi,  on  retrouvera  la  même 
périodicité  en  chaque  point  du  milieu,  c'est-à-dire  dans  le  mouve- 
ment propagé.  Toutefois  les  déplacements  et  les  vitesses  diminuent 
à  mesure  que  la  force  vive  de  l'ébranlement  central  se  commu- 
nique à  des  surfaces  plus  étendues. 

Si  l'ébranlement  central  était  symétrique,  comme  léseraient  les 
vibrations  produites  par  les  contractions  et  les  dilatations  d'une 
sphère,  il  est  clair  que  la  même  symétrie  existerait  dans  le  milieu 
et  que  tous  les  points  d'une  surface  sphérique  concentrique  à  la 
première  auraient  des  mouvements  identiques,  c'est-à-dire  des 
oscillations  dans  le  sens  du  rayon,  de  part  et  d'autre  de  leur  posi- 
tion d'équilibre.  Tous  ces  points  formeraient  une  onde. 

Ce  cas  est  tout  à  fait  exceptionnel.  En  réalité,  l'ébranlement 
central  est  loin  de  satisfaire  en  général  à  cette  condition  de 
symétrie,  soit  parce  qu'étant  même  renfermés  dans  un  espace 
très  petit  les  déplacements  sont  de  nature  quelconque,  soit  que  la 
surface,  au  voisinage  de  laquelle  ils  sont  limités,  ait  une  forme 
différente  de  la  sphère.  Alors  on  ne  peut  plus  trouver  dans  le 
milieu  une  série  de  points  formant  une  surface  continue  et  animés 
de  mouvements  identiques  en  toute  rigueur,  mais  cette  condition 
sera  sensiblement  remplie  pour  tous  les  points  d'une  aire  infi- 
niment petite,  surtout  lorsqu'elle  est  située  à  une  grande  distance 
du  centre  d'ébranlement. 

13.  Définition  des  ondes.  —  On  définira  donc  Y  onde  comme 
une  surface  telle  que  les  points  infiniment  voisins  aient  des  mou- 
vements identiques,  ou  comme  le  lieu  des  points  dont  les  mouve- 
ments diffèrent  le  moins  possible  les  uns  des  autres  quand  on  les 
considère  de  proche  en  proche.  C'est  la  surface  de  déformation 
minimum  des  vibrations. 
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14.  Longueur  d'onde.  —  Soit  S  (Jig.  4)  une  surface  présen- 
tant ce  caractère  et  menons  la  normale  au  point  M.  C'est  suivant 
cette  normale  que  les  mouvements  des  points  successifs  diffèrent 
le  plus  les  uns  des  autres,  mais  en  s'éloignant  de  la  surface  S  on 
trouvera  un  premier  point  M'  dont  le  mouvement  est  identique  à 
celui  du  point  M,  sauf  un  petit  changement  de  grandeur  dû  à 
l'inégale  distance  à  la  source.  La  surface  d'onde  S'  passant  par  le 
point  M'  présentera  le  même  caractère  que  la  surface  S,  en  ce  sens 

Fig.4- 


que  deux  points  de  ces  surfaces  situés  sur  la  même  normale  ou 
sur  des  normales  infiniment  voisines  seront  dans  des  états  vibra- 
toires à  peu  près  identiques.  On  trouvera,  de  même,  un  point  M" 
et  une  surface  S/;  jouissant  des  mêmes  propriétés,  et  ainsi  de 
suite. 

Si  ces  ondes  successives  sont  des  surfaces  planes,  il  est  clair, 
par  raison  de  symétrie,  qu'elles  sont  équidistantes,  et  leur  distance 
normale  MM'  est  la  longueur  d'onde  X  du  mouvement  vibratoire. 
Cette  équidistance  n'est  plus  aussi  évidente  quand  les  ondes  ne 
sont  pas  planes,  mais  il  doit  en  être  ainsi  tant  que  les  rayons  de 
courbure  des  surfaces  sont  très  grands  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde,  et  l'on  peut  admettre  cette  propriété  comme  générale,  au 
moins  en  ce  qui  concerne  les  phénomènes  d'optique  où  la  lon- 
gueur d'onde  n'atteint  jamais  un  millième  de  millimètre. 


15.   Propagation.  —  Vitesse.  —  A  une  certaine  époque   £,  les 
mouvements  des  points  M,  M'  etM/;  sont  identiques,  sauf  l'affaiblis- 
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sèment  dû  au  changement  de  distance  à  la  source.  Un  instant  après, 
ce  même  état  se  retrouve  en  des  points  N,  N',  N",  ...  à  des  dis- 
tances égales  MN,  M'IN7,  M'W,  .  ..,  et  revient  de  nouveau  aux 
points  M',  INF,  ...  au  bout  du  temps  T,  c'est-à-dire  à  l'époque 
t  H-  T,  puisque  ces  différents  points  auront  alors  repris  leur  état 
primitif.  C'est  dans  ce  sens  que  l'on  peut  dire  qu'il  y  a  propaga- 
tion d'une  onde  S,  qui  occupe  successivement  aux  époques  t, 
t  -f-  T,  t  -\~  2T,  ...  les  positions  S,  S',  S",  ...  ;  comme  l'espace 
parcouru  pendant  une  période  T  est  égal  à  la  longueur  d'onde  X, 
la  vitesse  de  propagation  V  est  donnée  par  la  relation 

V  =  L  ou  X  =  VT. 

Il  n'existe,  a  priori,  aucune  relation  simple  entre  cette  vitesse  V 
et  la  vitesse  U  qui  correspond  à  la  propagation  d'un  ébranlement 
unique. 

Pour  la  lumière,  la  longueur  d'onde  est  variable  avec  la  couleur, 
plus  grande  pour  le  rouge  que  pour  le  bleu,  et  sa  valeur  moyenne 
est  d'environ  \  millième  de  millimètre,  ou  oH-,5.  Comme  la  vitesse 
de  propagation  V  dans  l'air  est  voisine  de  3oo  oookm  par  seconde, 
la  période  de  vibration  est  une  fraction  de  seconde  donnée  par 
l'expression 

T  =  i=-     °'5      =^io-". 

V        3oo.  io12        3 

16.  Phase.  —  Le  mouvement  au  point  M  à  l'époque  t  est  le 
même  qu'au  point  M'  à  l'époque  t -+-  T  =  t  +-  ttj  le  même  aussi 

qu'en  M"  à  l'époque  t  -+-  2T  =  t  -f-  i  ^=  et,  en  général,  qu'en  un 

point  quelconque  r  al  époque  t  -\ — ^-- 

La  distance  MP  =  A  est  la  différence  de  marche  des  vibra- 
tions aux  points  M  et  P  ou  le  retard  de  la  seconde  sur  la  première  ; 
c'est  le  chemin  parcouru  par  l'onde  pour  aller  de  M  en  P.  On  ap- 
pelle différence  de  phase,  ou  quelquefois  anomalie,  des  mouve- 
ments des  points  P  et  M  la  quantité 

2  7T     A  A 
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Les  vibrations  de  deux  points  situés  sur  une  même  normale  aux 
ondes,  ou  sur  deux  normales  voisines,  sont  concordantes  lorsque 
le  retard  est  d'un  nombre  entier  de  longueurs  d'onde  ou  la  dif- 
férence de  phase  d'un  nombre  entier  de  fois  27t. 

17.  Modification  d'amplitude.  —  Lorsque  la  distance  des 
points  que  l'on  compare  est  de  même  ordre  que  leur  distance  à  la 
source,  leurs  mouvements  ont  des  amplitudes  très  inégales. 

Si  l'on  considère  toutes  les  ondes  concordantes  à  un  instant 
donné  et  sur  chacune  d'elles  une  couche  d'épaisseur  £  très  petite 
par  rapport  à  la  longueur  d'onde,  la  force  vive  du  mouvement 
compris  dans  cette  couche  est  la  même  pour  toutes  les  ondes, 
puisque  cette  force  vive  correspond  à  l'énergie  dépensée  par  la 

source  pendant  un  même  temps  ô  =  Tr-  En  appelant  v-  le  carré 

moyen  de  la  vitesse  du  mouvement  vibratoire  dans  une  de  ces 
couches  et  m  la  masse  correspondante,  on  aura  donc  une  série  de 
valeurs  égales 

mv'z  —  m'  v'%  =.  m"  vn-  =  .  .  .  . 

Pour  des  ondes  sphériques,  les  masses  m,  m',  m",  . . .  sont  pro- 
portionnelles aux  surfaces  des  ondes  correspondantes,  et,  par 
suite,  aux  carrés  de  leurs  rayons  R,  ce  qui  donne 


ou 

Rc=:  const. 

L'énergie  du  milieu,  par  unité  de  volume,  est  proportionnelle 
au  carré  moyen  de  la  vitesse  et,  par  suite,  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  de  la  source.  Pour  les  phénomènes  optiques, 
en  particulier,  cette  énergie  représente  la  quantité  de  lumière 
reçue;  c'est  le  principe  de  la  photométrie. 

18.  Mouvement  périodique  à  centre.  —  Nous  admettrons  en- 
core que  les  différents  points  de  la  source  décrivent  des  trajec- 
toires à  centre,   c'est-à-dire   qu'à  deux  époques  distantes    d'une 

T 

demi-période  -  les  déplacements  et  les  vitesses  sont  symétriques 

par  rapport  à  la  position  d'équilibre.  Le  mouvement  propagé  dans 
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le  milieu  aura  le  même  caractère.  Dans  ce  cas,  tous  les  points  P1; 
r*2>  ?3>  •  •  •  situés  à  égale  distance,  entre  deux  ondes  consécutives, 
appartiendront  à  des  ondes  S1,  S2,  S3,  ...  {ftg.  4)  sur  lesquelles 
l'état  vibratoire  sera  le  même  et  de  signe  contraire  que  pour  les 
surfaces  S,  S',  S",  .... 

On  voit,  d'après  cela,  que  les  mouvements  de  deux  points  sont 
concordants  ou  discordants  suivant  que  leur  différence  de  marche 
est  égale  à  un  nombre  pair  ou  impair  de  demi-longueurs  d'onde, 
suivant  aussi  que  leur  différence  de  phase  est  égale  à  un  nombre 
pair  ou  impair  de  fois  7t. 

19.  Représentation  analytique  du  mouvement  vibratoire. 
—  La  projection  sur  un  axe  du  mouvement  vibratoire  d'un  point 
est  une  fonction  périodique  dont  la  période  est  T. 

En  posant,  pour   abréger   l'écriture,  to  =  — - ,  il    résulte   d'un 

théorème  de  Fourier  (')  que  toute  fonction  de  cette  nature  peut 
être  exprimée  par  une  série  de  termes  de  la  forme  suivante 

x  ■=-  aï  sin(w£  +  at)  -+-  a,sin(2  w  t  -h  a2)  H-...-+-  ansm(ins>t  -\-in)  4- 

Si  la  trajectoire  du  mouvement  périodique  est  une  courbe  à 
centre,  la  valeur  de  x  doit  changer  de  signe  quand  on  remplace 

T 

t  par   t  -\ •>  c'est-à-dire  tût  par  co^  +  tu,  et  les  coefficients  des 

1  2 

termes  d'ordre  pair  doivent  être  nuls. 

Le  mouvement  le  plus  simple  est  donné  par  le  premier  terme 
de  la  série  et  l'expérience  montre  qu'il  suffit  pour  rendre  compte 
de  tous  les  phénomènes  d'optique.  La  projection  sur  un  axe  du 
mouvement  vibratoire,  que  nous  appellerons  souvent  vibration 
pour  abréger,  peut  donc  être  représentée  par  l'expression 

•    1^  \ 

X  —  a  sin  I  -=-  t-\-  a  1  r=  a  sin(co  t  +  a). 

Le  facteur  a  est  V amplitude  de  la  vibration,  ou  l'écart  maximum 
à  partir  de  la  position  d'équilibre;   T  est  la  période,  et  l'angle 


(')  Fourier,  Théorie  de  la  chaleur  (Œuvres,  t.  I,  p.  208). 
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— ^  /-j-a  =  to£ -j-  a  la  phase  à  l'époque  /,  a  étant  la  phase  à  l'ori- 
gine du  temps.  Si  l'on  imagine  qu'un  mobile  décrive  une  circon- 
férence de  rayon  a  de  gauche  à  droite  avec  une  vitesse  angulaire 
uniforme  w,  la  valeur  de  x  représente  l'abscisse  de  la  projection 
du  mobile  et  Oùt  -f-  a  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  un  axe 
perpendiculaire  à  x,  ol  étant  la  valeur  de  cet  angle  à  l'origine  du 
temps. 

Pour  deux  points  P  et  P'  situés  sur  des  ondes  différentes  dont 
la  distance  normale,  ou  la  différence  de  marche,  est  A,  la  vibra- 
tion en  P'  à  l'époque  t  est  la  même,  sauf  la  variation  d'amplitude, 

que  la  vibration  au  point  P  à  l'époque  antérieure  t'=  t —  ^?  et 
'eur  différence  de  phase  est 

A  A 

A  V 

Si  la  vibration  en  P,  à  l'époque  £,  est  a  sin(w/ 4- a),  la  vibration 
au  point  P',  à  la  même  époque  t,  est 


v        a  sin    to(  t  —  —  J  -H  a 


a  sin(w£  -f-  a  —  0). 


20.  Principe  des  petits  mouvements.  —  Interférences.  — 
Lorsqu'un  milieu  est  soumis  à  l'action  de  différentes  sources  de 
vibrations,  le  déplacement  d'un  point  peut  être  considéré  comme 
la  résultante  géométrique  des  déplacements  qui  seraient  produits 
séparément  par  les  différentes  sources.  En  d'autres  termes,  la  na- 
ture du  mouvement  que  fait  naître  une  source  dans  un  milieu  déjà 
troublé  par  d'autres  sources  est  la  même  que  si  elle  agissait  seule, 
pourvu  que  les  mouvements  considérés  soient  très  petits.  C'est 
le  principe  de  la  superposition  des  petits  mouvements,  ou  le  prin- 
cipe des  interférences,  dont  l'application  aux  phénomènes  lumi- 
neux est  due  à  Thomas  Young  (  *  ). 

Différentes  sources,  par  exemple,  agissant  séparément  sur  un 
milieu  donneraient  à  un  même  point,  à  une  époque  déterminée, 


(l)  Th.  Young,  On  the  theory  0/  Light  and  Colours  (Phil.  Trans.  L.  R.  S., 
p.  12  ;  1802  ). 

M.  —  I.  -2 


iS 


CHAPITRE    I. 


des  déplacements  OA,  OB,  OC,  ...  {fi  g*  5);  pour  obtenir  le 
déplacement  réel  dû  à  l'action  simultanée  des  sources,  il  suffira  de 
joindre  le  point  O  à  l'extrémité  du  polygone  formé  en  ajoutant 
bout  à  bout  ces  déplacements  OA,  AB'=  OB,  B'C—  OC,  .... 

La  projection  du  déplacement  résultant  OC  sur  un  axe  est  la 
somme  algébrique  des  projections  des  mouvements  composants 
OA,  OB,  OC,  ....  Si  l'on  considère,  par  exemple,  un  milieu  dis- 
continu formé  de  points  matériels  distincts,  exerçant  les  uns  sur 
les  autres  des  actions  attractives  ou  répulsives  qui  varient  avec 
leur  distance  réciproque,  le  principe  ne  sera  applicable  que  si  les 

Fig.  5. 


déplacements  des  points  matériels  restent  très  petits  par  rapport  à 
leur  distance  moyenne. 

Pour  la  lumière  en  particulier,  l'expérience  indique  que  toutes 
les  lois  sont  indépendantes  de  l'intensité  et,  par  suite,  de  l'ampli- 
tude des  mouvements,  de  sorte  que  le  principe  peut  être  admis 
en  toute  rigueur. 

Les  vitesses  se  composent  suivant  la  même  loi.  En  effet,  les 
projections   sur  un  axe  des   mouvements   composants  étant  x^ 


'25    #3> 


la  projection  x  du  mouvement  résultant  est 


x  =  x,  -f-  x2  -+-  x3  -h 


ce  qui  donne 

dx 

~di  " 

dxt        dx<> 

~  HT  +  ~dt 

dx% 


-h 


11  peut  arriver  qu'à  toute  époque  le  mouvement  résultant  soit 
nul  ou  perpendiculaire  à  l'axe  de  projection.  Il  y  a  alors  interfé- 
rence  complète  des  mouvements  élémentaires,  ou  seulement  inter- 
férence partielle  pour  les  projections  sur  l'axe  considéré. 


21.   Cas  de   deux  sources  identiques.  —  Supposons  que  les 
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sources  se  réduisent  à  deux  points  O  et  Or  (fig.  6)  ayant  des  vibra- 
tions identiques  et  séparées  par  un  intervalle  d.  Pour  un  point  P, 
situé  à  une  très  grande  distance  par  rapport  à  d,  les  vibrations  éma- 
nées des  sources  O  et  O'  ont  sensiblement  la  même  grandeur,  mais 


O  0' 

f ■? 

/    / 


/   / 

/  / 
/  / 
/       / 

/       / 


p/  /, 
U 


1 1 
1 1 

u 

u 

u 


des  phases  différentes.  L'angle  a  étant  très  petit,  la  différence  de 
marche  relative  aux  deux  sources  a  pour  valeur 

A  =  p' —  p  —  <isina, 

et  la  différence  de  phase 

_  A  a?sina 

0  =  2TT  -   =  2TT   r • 

À  À 

Les  deux  vibrations  sont  concordantes  ou  discordantes  suivant 
que  la  différence  de  marche  A  est  égale  à  un  nombre  pair  ou  impair 

de  demi-longueurs  d'onde,  ip  -  ou  (ip  -\-  i)  -• 

Les  points  qui  correspondent  à  un  retard  A  déterminé  se  trou- 
vent sur  un  hyperboloïde  ayant  pour  foyers  les  sources  O  et  O' . 

Dans  le  premier  cas,  A  =  p\  —  ip  ->  la  vibration  résultante  est 

double  de  celle  que  donnerait  chacune  des  deux  sources  ;  la  vitesse 
est  aussi  double  et  la  force  vive  du  milieu  aux  points  considérés 
est  quatre  fois  plus  grande. 
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Dans  le  second  cas,  A  =  [ip  -+-  i)  ->  la  vibration  résultante  est 
nulle;  il  y  a  interférence. 

Sous  l'influence  des  deux  sources,  l'énergie  du  milieu  prend 
aux  différents  points  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à  4  fois 
celle  qui  correspondrait  à  une  source  unique.  Le  calcul  montre, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  que  l'énergie  moyenne  est  exacte- 
ment double  de  celle  que  donnerait  une  source. 

22.  Principe  d'Huygens  rectifié  par  Fresnel.  —  Fresnel  (') 
a  montré  que  la  notion  des  interférences  permet  de  donner  au 
principe  d'Huygens  sa  véritable  signification. 

Supposons  que  dans  un  phénomène  d'optique  la  surface  d'onde 
ait  une  forme  quelconque  S  et  considérons  la  vibration  en  un 
point  P  situé  du  côté  vers  lequel  se  propage  la  lumière.  Les  vi- 
brations émanant  de  la  source  traversent  cette  surface  S  avant  de 
parvenir  au  point  P.  Si,  par  un  moyen  quelconque,  on  entretient 
cette  surface  S  dans  l'état  de  vibration  qu'elle  a  réellement  et 
qu'on  supprime  la  source,  la  vibration  du  point  P  ne  sera  évidem- 
ment pas  modifiée. 

Toutefois  il  est  encore  nécessaire  de  faire  une  remarque  impor- 
tante. Quand  on  substitue  ainsi  l'action  des  différents  points  d'une 
onde  à  celle  du  centre  d'ébranlement,  chacun  de  ces  points  étant 
considéré  comme  une  source  indépendante,  on  doit  supposer  à 
ces  sources  nouvelles,  non  pas  l'état  de  vibration  réel  des  points 
correspondants,  mais  un  état  fictif  tel  que,  par  leurs  réactions 
réciproques,  elles  reproduisent  précisément  le  mouvement  vibra- 
toire de  la  surface  S.  Toutes  ces  sources,  considérées  isolément, 
sont  encore  identiques  entre  elles,  au  moins  de  proche  en  proche, 
mais  elles  peuvent  différer  par  la  phase  et  l'amplitude  de  l'état 
vibratoire  réel  qui  existe  sur  la  surface  d'onde. 

Cette  substitution  d'une  surface  d'onde  S  à  la  source  primitive 
n'est  légitime  d'une  manière  évidente  que  si  la  surface  est  entière- 
ment fermée,  mais  il  suffit,  comme  on  le  verra  plus  loin,  qu'elle 
forme  une  calotte  d'ouverture  angulaire  très  petite  de  part  et 
d'autre  de  la  normale  aux  ondes  qui  passe  par  le  point  P. 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  174;  i8if 
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Le  principe  d'Huygens  est  en  réalité  plus  général.  En  effet,  si 
l'on  considère  une  surface  quelconque  2,  qui  n'est  plus  une  surface 
d'onde,  et  un  point  P  situé  du  côté  vers  lequel  se  fait  la  propaga- 
tion, la  vibration  en  P  est  la  résultante  des  vibrations  qui  seraient 
produites  par  les  différents  points  de  la  surface  S  considérés  comme 
des  centres  d'ébranlement,  ces  sources  nouvelles  étant  définies 
parla  condition  que  leurs  réactions  réciproques  entretiennent  sur 
la  surface  S  l'état  vibratoire  qui  s'y  trouve  réellement.  Les  diffé- 
rences de  phase  de  ces  sources  fictives,  au  moins  en  des  points 
peu  éloignés,  seront  les  mêmes  que  les  différences  de  phase  qui 
existent  entre  les  vibrations  des  points  correspondants. 

Cette  extension  du  principe  d'Huygens  permettra  d'expliquer 
les  phénomènes  de  réflexion  et  de  réfraction. 

Enfin,  si  l'on  couvre  une  partie  de  la  surface  S  par  un  écran 
opaque,  l'action  de  la  région  correspondante  est  supprimée;  la 
vibration  du  point  P  peut  n'être  plus  la  même  que  sous  l'influence 
de  la  surface  entière.  On  rend  compte  ainsi  des  phénomènes  de 
diffraction. 

23.  Propagation  de  la  lumière.  —  Zones  élémentaires.  — 
Pour  évaluer  l'action  d'une  onde  S  sur  le  point  P  {fig.  7),  on  divi- 

Fig-  7. 


sera  cette  surface  en  un  certain  nombre  de  parties  ou  zones  suc- 
cessives définies  par  la  condition  que  leurs  actions  sur  le  point  P 
soient  alternativement  de  sens  contraires. 

On  appelle  pôle  du  point  P  le  pied  A  de  la  perpendiculaire  PA 
(supposée  unique)  abaissée  de  ce  point  sur  la  surface;  soit 
PA=6. 
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Du  point  P  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  b  -\ — ?  on  dé- 
crit une  sphère,  dont  l'intersection  avec  la  surface  S  détermine 
une  courbe  BB'.  On  détermine,  de  même,  les  intersections  CC, 
DD',  .  .  . ,  MM'  de  cette  surface  avec  des  sphères  dont  les  rayons 

sont  successivement  b  -f-  2  -,  b  -+-  3  -  ?  •  •  •  ?  b  +  m  -•    La   surface 

22  2 

comprise  entre  deux  de  ces  courbes  consécutives  est  une  zone  élé- 
mentaire de  la  surface  S  par  rapport  au  point  P. 

Les  projections  sur  un  axe  des  vibrations  produites  en  ce  point 
par  deux  zones  consécutives  sont  de  signes  contraires.  En  effet, 
la  différence  de  marche  des  vibrations  produites  en  P  par  les 
points  B  et  G  de  deux  zones  consécutives  BG  et  CD  est  d'une 
demi-longueur  d'onde;  elle  est  de  même  d'une  demi-longueur 
d'onde  pour  le  point  B4  et  un  point  correspondant  C{.  Les  deux 
zones  sont  donc  formées  d'éléments  de  surfaces  pour  lesquelles 
les  différences  de  marche  relatives  au  point  P  sont  deux  à  deux 
d'une  demi-longueur  d'onde  et  qui  produisent  des  vibrations  de 
sens  contraires-  Les  vibrations  résultantes  de  chacune  de  ces  zones 
sont  donc  aussi  de  signes  contraires. 

Si  l'on  appelle  «0?  u\->  ^2>  •  ••>  um  les  valeurs  absolues  des 
composantes  parallèles  des  vibrations  produites  en  P  par  les  zones 
successives,  la  résultante  est 


Soient  AS  {Jig.  8)  une  courbe  continue  menée  parle  point  A 
sur  la  surface  de  l'onde,  M  et  M'  deux  points  correspondants  de 
deux  zones  voisines,  c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait,  en  appelant  p  et  p' 
leurs  distances  au  point  P, 

La  distance  p  est  une  fonction  de  la  longueur  s  de  l'arc  AM,  et 
l'on  peut  écrire,  en  la  développant  en  série, 

(5)  f=/(*)  =  /(o)  +  */'(o)+  î2/»(o)+.... 

Gomme  cette  fonction  passe  par  un  minimum  b  pour  s  =  o, 
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on  a 


f(o)  =  b        et        /'(o)  =  o. 


Si  la  distance  b  est  très  grande  par  rapport  à  la  longueur  d'onde, 
laquelle  est  très  petite  pour  la  lumière,  un  arc  très  petit  s  con- 
tiendra un  grand  nombre  d'arcs  élémentaires,  de  sorte  que,  même 
pour  une  zone  d'un  ordre  assez  élevé,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (5)  se  réduit  sensiblement  à  ses  trois  premiers  termes,  et  l'on 

peut  écrire 

p^b-hHs*-: 


on  a  donc,  pour  deux  points  correspondants  consécutifs  M  et  M'. 

X 


(6) 


P'-P  =  H(^-*») 


La  sphère  de  rayon  p  coupe  la  surface  S  suivant  une  courbe 
qui  passe  par  le  point  M.  L'aire  a-,  limitée  par  cette  courbe,  est 
aussi  une  fonction  de  l'arc  s  qu'on  peut  écrire 


<7=  <p(s)  =  cp(o')  4-  S'f'(o)  4-   -  </(o) 


On  a  ici 


0(0)  =  o         et         'f'(o)  =  o; 
dans  les  mêmes  conditions  que  plus  haut,  il  reste  simplement 

et  la  surface  d'une  zone  élémentaire  a  pour  expression 

(7)  a'-<7  =  K(^-^), 


l\  CHAPITRE    I. 

les  arcs  s  et  s'  satisfaisant  à  l'équation  (6).  On  en  déduit 

K  X 

a'  —  a  =:  - 

H    2 

Les  zones  élémentaires  ont  donc  des  aires  égales. 

24.  Onde  efficace.  —  Les  vibrations  ?/0,  «4,  m2,  .  .  . ,  um  sont 
décroissantes.  Cette  décroissance  tient  à  plusieurs  causes  : 

i°  Toutes  choses  égales,  l'amplitude  de  la  vibration  produite 
par  une  source  est  en  raison  inverse  de  la  distance  (17)  et  les  zones 
successives  sont  de  plus  en  plus  éloignées  du  point  P.  Toutefois, 
la  surface  S  pourrait  avoir  une  forme  telle  que  les  zones  élémen- 
taires seraient,  au  contraire,  de  plus  en  plus  rapprochées  du 
point  considéré  P. 

2°  Sans  rien  préciser  sur  la  forme  de  la  vibration,  il  est  clair, 
par  raison  de  symétrie,  que  l'effet  des  vibrations  émises  par  un 
élément  de  la  surface  S  est  maximum  suivant  la  normale,  et 
l'angle  9  de  la  normale  avec  la  droite  MP  augmente  de  plus  en  plus 
à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  point  A. 

3°  Par  suite  des  défauts  de  symétrie  de  la  source  (13)  et  de  sa 
constitution  physiquement  complexe,  les  vibrations  des  différents 
points  d'une  onde  ne  peuvent  être  considérées  comme  identiques 
que  dans  une  étendue  restreinte.  Or  une  même  zone  renferme 
des  points  d'autant  plus  éloignés  les  uns  des  autres  qu'elle  est  elle- 
même  d'un  ordre  plus  élevé.  Les  vibrations  dues  à  ces  différents 
points  sont  de  moins  en  moins  concordantes  et,  dès  que  la  zone 
est  d'un  ordre  élevé,  la  vibration  résultante  finit  par  devenir  nulle 
d'elle-même. 

Cette  dernière  cause  d'affaiblissement  des  vibrations  est,  sans 
doute,  la  plus  efficace.  L'étendue  d'une  surface  d'onde  sur  laquelle 
les  vibrations  sont  concordantes  est,  en  réalité,  d'un  ordre  de  peti- 
tesse imprévu  ('),  et  l'on  peut  se  borner,  pour  déterminer  les  phé- 


(')  Prenons  comme  exemple  les  ondes  de  la  lumière  solaire  sur  la  Terre.  Ces 
ondes  sont  circulaires,  mais  elles  doivent  être  considérées  comme  la  résultante  des 
vibrations  émises  par  tous  les  points  du  Soleil,  au  moins  par  les  parties  visibles. 

Soient  M  {Jig.  9)  un  point  du  Soleil,  P  et  P'  deux  points  de  l'onde  aux  distances 
p  et  p'  du  point  M.  En  appelant  a  le  rayon  du  Soleil,  R  la  distance  du  Soleil  à  la 
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nomènes,  à  la  considération  d'un  nombre  relativement  petit  de 
zones  élémentaires. 

On  appelle  partie  efficace  de  l'onde,  pour  le  point  P,  la  por- 
tion de  cette  surface  autour  du  pôle  A  qui  renferme  l'ensemble 
des  premières  zones  élémentaires. 

Les  vibrations  produites  au  point  P  par  les  zones  élémentaires 
successives  décroissent  d'abord  lentement;  on  peut  les  représen- 
ter par  les  termes  d'une  progression  géométrique  décroissante  et 
écrire 

la  raison  g  de  la  progression  étant  très  voisine  de  l'unité. 


Terre,  le  triangle  OMP  donne 


ps=  rt2+  R2—  2  a  x  OQ, 
p'a  =  a2+  R2—  2  a  x  OQ'. 

Fig.  9- 


On  en  déduit 


ou  sensiblement 


p'2  =  ia  x  QÇ)', 
ia 


x  QQ', 


%  x  QQ'- 


Pour  que  les  vibrations  envoyées  aux  points  P  et  P'  par  le  point  M  soient 
concordantes,  à  un  quart  près  de  période,  il  faut  que  la  différence  de  marche  p  —  p' 
soit  inférieure  à  un  quart  de  longueur  d'onde,  ce  qui  donne 

La  moindre  valeur  de  PP'  correspondant  à  cette  condition   a    lieu   quand  on 
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La  série  peut  même  être  continuée  indéfiniment,  parce  qu'à 
partir  d'un  certain  ordre  les  vibrations  um  deviennent  négligeables 
et  les  termes  correspondants  de  la  progression  sont  eux-mêmes 
très  petits. 

Quand  on  borne  la  série  au  mli'me  ternie  um_\)  l'erreur  commise 
est  plus  petite  que 

«/«(i  —  ?-+-r/2—  T~^-  ••)=  r-r-z> 


c'est-à-dire  plus  petite  que  la  moitié  du  terme  auquel  on  s'arrête. 

Si  donc  on  prend  seulement  la  première  zone  élémentaire,  l'er- 
reur commise  est  moindre  que  la  vibration  produite  par  la  moitié 
de  la  deuxième  zone.  Par  suite,  la  vibration  résultante  au  point  P 
est  à  peu  près  égale  à  celle  qui  serait  produite  par  la  moitié  de  la 
première  zone. 

On  pouvait  arriver  directement  à  ce  résultat  en  remarquant 
que  la  deuxième    zone  annule    sensiblement  l'effet  produit   par 


considère  un  point  N  du  Soleil  situé  dans  un  p-Ian  perpendiculaire  à  OP,  c'est- 
à-dire  au  bord  de  l'astre  apparent,  auquel  cas  on  a 

PP'  =  QQ'. 

Si  l'on  décrit,  du  point  P  comme  centre  sur  la  surface  de  l'onde,  un  cercle 
dans  l'étendue  duquel  les  vibrations  ne  diffèrent  pas  d'un  quart  de  période,  le 
rayon  r  de  ce  cercle  satisfait  donc  à  la  condition 

R  à  R  . 

/'  <  -    7-  OU  2/'  <   —    A. 

a  4  2« 

Le  rapport  —  est  l'angle  apparent  du  Soleil,  c'est-à-dire  environ  un  demi-degré, 
ou   ~-    En  prenant  la  valeur  moyenne  oiA,5  pour  la  longueur  d'onde  \  il  en  ré 

suite 

36o       _       _      „ 
2/-<  —  oi\5  -  57^,0. 

La  partie  qui  renferme  des  vibrations  concordantes  sur  une  onde  solaire  n'a 
donc  pas  un  diamètre  de  -j-j^r  de  millimètre. 

2  r         à 

Sous  la  forme  ^  <  —  »  on  voit  que  l'angle  apparent  de  la  région  efficace,  vue 

de  la  source,  ne  dépend  que  de  la  longueur  d'onde  et  du  diamètre  de  la  source. 
Pour  donner  à  cet  angle  une  valeur  appréciable,  il  faut  employer  des  sources  de 
dimensions  très  petites,  comme  des  trous  d'aiguille  ou  des  fentes  étroites. 
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la  moitié  de  la  première  et  la  moitié  de  la  troisième;  de  même 
la  quatrième  annule  la  moitié  de  la  troisième  et  la  moitié  de  la 
cinquième,  et  ainsi  de  suite.  En  mettant  à  part  la  moitié  de  la  pre- 
mière zone,  tout  le  reste  de  la  surface  efficace  donne  une  vibration 
résultante  sensiblement  nulle. 

Remarquons  encore  que  la  moitié  de  la  première  zone,  qui  se 
trouve  seule  conservée,  renferme  des  vibrations  dont  la  différence 

de  marche  au  point  P  atteint  j,  et,  par  suite,  la  différence  de  phase 

2Ky  =  -■  La  phase  de  la  vibration  au  point  P  est  donc  en  retard, 

d'une  quantité  comprise  entre  oet-j  sur  la  phase  qui  serait  pro- 
duite par  la  source  fictive  placée  au  pôle  A.  Comme  la  différence 
de  phase  des  vibrations  réelles  en  A  et  P  ne  doit  tenir  qu'à  la  dif- 
férence des  chemins,  on  voit  que,  dans  l'application  du  principe 
d'Huygens  (22),  il  faut  remplacer  chacun  des  points  d'une  onde  par 
une  source  qui  présente  avec  la  vibration  réelle  une  différence  de 

phase  comprise  entre  o  et  -  (  en  réalité  la  différence  de  phase  est 

égale  h  y>  ce  qui  correspond  à  une  différence  de  marche  de  ^  )• 

On  a  supposé,  dans  tous  les  raisonnements  qui  précèdent,  que 
la  normale  PA  est  une  distance  minimum;  cette  circonstance  a 
lieu  quand  le  point  P  est  du  côté  convexe  de  la  surface  d'onde  S. 
Si  le  point  P  est  du  côté  concave,  ou  si  les  lignes  de  courbure  sont 
de  sens  contraires,  la  distance  PA  sera  supposée  petite  par  rapport 
aux  rayons  de  courbure.  La  démonstration  ne  s'appliquerait  pas, 
sans  des  restrictions  particulières,  si  cette  distance  était  un  maxi- 
mum, ou  si  plusieurs  normales  aboutissaient  au  point  P. 

Ces  préliminaires  établis,  les  théorèmes  qui  suivent  en  résultent 
presque  immédiatement. 

25.   Théorèmes   généraux. 

Théorème  I.  — ■  L'action  d'une  onde  complète  en  un  point  P 
est  identique,  sauf  une  différence  de  phase,  à  celle  d'une 
demi-zone  ayant  pour  centre  le  pôle  A. 
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Théorème  II.  —  V onde  S<  qui  passe  par  le  point  P  est  l'en- 
veloppe des  ondes  élémentaires  émises  par  les  différents  points 
A,  A',  . . .  de  l'onde  S,  pour  un  même  chemin  b. 

En  effet,  les  vibrations  des  points  A  et  A'  {fi g»  10)  sont  con- 
cordantes ;  celles  des  points  P  et  V  doivent  être  aussi  concordantes 
si  ces  points  appartiennent  aune  même  onde,  et  A'P'  =  AP  =  6, 
puisque  les  vibrations  de  P  et  de  P'  peuvent  être  considérées,  au 
même  titre,  comme  produites  respectivement  par  les  pôles  A 
et  A'  de  l'onde  primitive  S. 

Fie.  10. 


Les  distances  PA  et  P' A' sont  des  minima  par  rapport  à  la  sur 
face  S  ;  on  a  donc 

P'A>P'A'         ou         P'A>PA. 

La  distance  AP  du  point  A  à  la  surface  84  est  donc  un  mini- 
mum, c'est-à-dire  une  normale,  et  l'onde  S{  est  l'enveloppe  des 
ondes  élémentaires  décrites  des  différents  points  de  la  surface  S 
avec  un  rayon  b.  Le  raisonnement  serait  le  même  si  la  distance  PA 
était  un  maximum  par  rapport  à  la  surface  S. 

On  peut  énoncer  la  même  propriété  sous  une  autre  forme  qui 
se  généralise  plus  facilement. 

Corollaire  I.  —  L'onde  S,  est  le  lieu  des  points  où  les  vibra- 
tions de  l'onde  S  se  propagent  au  bout  d'intervalles  de  temps 
égaux  9=  tK —  t,  chacun  d'eux  étant  un  minimum,  ou  par 
des  chemins  égaux  b=\{ti  —  t),  chacun  d'eux  étant  aussi 
minimum. 

Corollaire   II.  —  On  peut   considérer   l'onde    S   dans   une 
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quelconque  de  ses  positions,  réelle  ou  virtuelle,   antérieures  à 
l'onde  S{  et  à  une  époque  quelconque. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  lumière  émise  par  une 
source  O  (fig>  n)  tombe  sur  un  système  optique  qui  la  fasse 
converger  en  un  point  O'. 

Fis.  11. 


Les  ondes  émanées  du  point  O  sont  sphériques  et  s'éloignent  de 
leur  centre;  après  avoir  traversé  le  système  optique,  elles  sont 
encore  sphériques  et  se  propagent  vers  le  nouveau  centre  O7. 

On   peut  évidemment  déterminer  la  vibration  du  point  P,   à 

PA 

l'époque  t.,  soit  par  l'onde  réelle  S  à  l'époque  t =->  soit  par 

PA/ 

une  onde  fictive  S'  à  l'époque  t ^-  •  Dans  certains  cas,  cette 

complication  apparente  simplifiera  les  raisonnements. 

Théorème  III.  —  On  peut  remplacer  une  onde  par  l'en- 
semble de  ses  plans  tangents,  ou  par  un  ensemble  quelconque 
de  surfaces  tangentes. 

L'onde  S  est  l'enveloppe  de  ses  plans  tangents.  Imaginons  une 
infinité  de  systèmes  d'ondes  planes  respectivement  parallèles  à 
tous  ces  plans  tangents,  et  prenons  dans  chacun  des  systèmes 
l'onde  tangente  à  la  surface  S.  Au  bout  du  temps  0  =  tt  —  t,  ces 
ondes  planes  se  seront  propagées  à  la  même  distance  normale  b  et 
seront  tangentes  à  la  surface  S^  La  surface  Si  est  donc  l'enve- 
loppe de  toutes  les  ondes  planes  tangentes  à  l'onde  primitive  S. 

Sous  cette  forme,  la  propriété  pourra  s'étendre  immédiatement 
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à  la  réflexion,  à  la  réfraction,  à  la  double  réflexion  et  à  la  double 
réfraction. 

Le  même  raisonnement  s'applique  au  cas  où  l'on  remplacerait 
l'onde  S  par  un  ensemble  quelconque  de  surfaces  dont  elle  serait 
l'enveloppe. 

Théorème  IV.  —  Propagation  rectiligne  de  la  lumière. 

On  peut  dire  que  la  vibration  se  propage  en  ligne  droite,  du 
point  A  au  point  P,  suivant  une  normale  à  l'onde  S,  car  la  vibra- 
tion du  point  P  n'est  pas  modifiée  si  l'on  supprime  par  un  écran 
toute  l'onde  S,  sauf  la  partie  efficace,  voisine  du  pôle  A. 

L'étendue  de  l'onde  efficace  est  d'ailleurs  extrêmement  petite. 
Sur  une  onde  plane,  par  exemple,  en  supposant  que  l'arc  AM  =  s 
{fig.  12)  corresponde   à  4ooo  zones  élémentaires,  pour  une  dis- 

Fig.  12. 

S  A     S      M 


tance  b  de  5oram,  on  a 


p  —  b=z  4ooo  -  =  2000  X  =  imin. 
1  2 

Le  triangle  PAM  donne 

52=P2—  ^2=  (p  -f-  6)  (p  —  b)  =  100, 
s—  iomm. 

Un  cercle  d'un  centimètre  de  rayon  renferme  donc  4ooo  zones 
élémentaires  et  l'onde  efficace  en  contient  un  nombre  beaucoup 
moindre,  surtout  quand  on  tient  compte  de  l'angle  apparent  de 
la  source  (24,  en  note). 

En  résumé,  il  est  légitime  de  supposer  que  la  lumière  se  pro- 
page en  rayons  rectilignes,  dans  tous  les  cas  où  les  ondes  efficaces 
sont  respectées,  c'est-à-dire  où  l'on  considère  des  points  situés  à 
quelque  distance  de  l'ombre  géométrique  des  écrans.  Lorsque 
l'onde  efficace   est  interceptée  en  partie  ou  en  totalité  par  des 
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écrans,  il  n'est  plus  permis  de  substituer  les  rayons  aux  ondes  et 
l'on  observe  des  phénomènes  de  diffraction. 

26.  Réflexion.  —  Supposons  que  deux  milieux  transparents  et 
isotropes,  dans  lesquels  la  lumière  se  propage  avec  des  vitesses 
différentes  V  et  V,  soient  séparés  par  une  surface  S  (ftg.  i3),  et 

Fia:.  i3. 


qu'une  source  située  dans  le  premier  milieu  produise  des  ondes  S 
qui  viennent  frapper  la  surface  de  séparation.  Ces  ondes  retour- 
neront en  partie  dans  le  premier  milieu  après  avoir  touché  la  sur- 
face S  pour  produire  la  lumière  réfléchie,  et  pénétreront  en  partie 
dans  le  second  milieu  pour  produire  la  lumière  transmise  ou  ré- 
fractée. 

Pour  connaître  la  vibration  réfléchie  en  P,  on  considère  une 
onde  incidente  S,  et  l'on  détermine  le  pôle  A  par  la  condition  que 
le  chemin  PBA  soit  un  minimum.  Ce  chemin  minimum  est  évi- 
demment, par  raison  de  symétrie,  dans  un  plan  qui  passe  par  la 
normale  à  la  surface  S  au  point  B.  Posons  AB  -f-  BP  =  b. 

Les  zones  élémentaires  seront  déterminées  de  la  manière  sui- 
vante. 

Au  point  M  d'une  courbe  continue  tracée  par  le  point  A  sur  la 
surface  d'onde,  on  mène  la  normale  MN  et  l'on  joint  NP  ;  on  répète 
la  même  opération  pour  un  point  M'  choisi  de  telle  manière  que  la 
différence  des  chemins  M'N'P —  MNP  soit  égale  à  une  demi-lon- 
gueur d'onde  :  ces  deux  points  sont  correspondants  sur  deux 
zones  élémentaires  voisines. 

La  distance  p  =  MB  -+-  BP  est  encore  une  fonction  de  l'arc 
AM  =  5,  qui  passe  par  un  minimum  égal  à  b  pour  5=0;  tant  que 
l'arc  s  reste  très  petit,  on  peut  donc  écrire  (23) 

p  =  b  -+-  Hs2, 
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et,  pour  les  deux  points  M  et  M', 

p'-p  =  H(««-,»)=^. 

D'autre  part,  l'aire  de  la  surface  limitée  par  le  lieu  des  points  M, 
pour  lesquels  la  distance  p  est  constante,  est  aussi,  par  les  mêmes 
raisons  que  précédemment,  proportionnelle  à  s2.  L'aire  d'une  zone 
élémentaire  a  pour  expression 

,<-,  =  K(/W)  =  ^. 

Toutes  les  zones  élémentaires  ont  encore  la  même  surface.  Aux 
motifs  invoqués  plus  haut  (24)  pour  expliquer  l'action  décroissante 
des  zones  successives  au  point  P,  on  peut  ajouter  que  la  réflexion 
sur  la  surface  S  modifie  la  vibration  :  cette  modification  tient  d'abord 
à  ce  qu'une  partie  seulement  de  la  force  vive  des  vibrations  inci- 
dentes passe  dans  la  lumière  réfléchie;  en  outre,  la  vibration  est 
transformée  d'une  manière  progressive  au  voisinage  de  la  surface 
géométrique  de  séparation  Set  le  résultat  final  est  le  même  que  si 
elle  avait  éprouvé  sur  cette  surface  un  changement  brusque  qu'il 
n'est  pas  nécessaire  de  préciser  pour  le  moment.  Dans  tous  les  cas, 
le  changement  produit  dépend  des  angles  que  font  avec  la  surface 
les  droites  MN  et  NP  et,  à  mesure  que  l'ordre  de  la  zone  augmente, 
il  arrive  bientôt  que  les  changements  sont  très  inégaux  aux  diffé- 
rents points  d'une  même  zone. 

Remarquons  encore  qu'à  une  zone  limitée  aux  points  M  et  M' 
sur  la  surface  S  correspond  sur  la  surface  S  une  zone  dont  les  con- 
tours passent  par  les  points  N  et  N'. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  répéter  les  raisonnements,  on  peut 
donc  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V.  —  La  vibration  réfléchie  en  P  est  identique, 
sauf  une  difj  érence  de  phase,  à  celle  qui  serait  produite  par 
une  demi-zone  ayant  pour  pôle  le  point  A,  ou  par  la  demi-zone 
correspondante  ayant  pour  pôle  le  point  B. 

Théorème  VI.  —  L'onde  réfléchie  S,  est  V enveloppe  des  ondes 
élémentaires  décrites  des  points  B,  B' , .  .  .  de  la  surface  2  et  qui 
correspondent  à  des  chemins  égaux. 
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Eu  effet,  les  vibrations  des  points  P  et  P;  (fi  g.   i4)  étant  con- 
cordantes sur  l'onde  réfléchie  S,,  on  doit  avoir 

AB  -f-  BP  =  A'B'  --+-  B'P'  =  h  —  V(*t  —  t). 
Fig.  14. 


D'autre  part,  le  chemin  PB' A'  est  un  minimum  par  rapport  à  la 
surface  S,  ce  qui  donne 

P'B  -h  BA  >  P'B'  -h  B' A'  =  PB  +  BA         ou         P'B  >  PB. 

Le  chemin  BP  est  donc  un  minimum  par  rapport  à  la  surface 
S,,  de  sorte  que  cette  surface  est  l'enveloppe  des  sphères  décrites 
avec  les  rayons  BP,  B'P',  etc. 

Corollaire  I.  —  La  surface  S,  est  le  lieu  des  points  où  la 
vibration,  après  avoir  touché  la  surface  S,  arrive  au  bout  de 
temps  égaux  G  =  tK  —  t,  chacun  d'eux  étant  minimum,  ou  par 
des  chemins  égaux,  chacun  d'eux  étant  minimum. 

Corollaire  II.  —  Le  rayon  réfléchi  BP  est  normal  à  l'onde 
réfléchie  S*,  comme  le  rayon  incident  AB  est  normal  à  l'oncle 
incidente. 

27.  Lois  de  la  réflexion.  —  Nous  avons  déjà  vu  que  le  rayon 
incident  et  le  rayon  réfléchi  sont  dans  un  même  plan  normal  à  la 
surface  S  au  point  où  se  fait  la  réflexion. 

Si  l'on  considère  dans  ce  plan  deux,  rayons  incidents,  AB,  A'B' 
{fig-  i5)  qui  tombent  en  des  points  B  et  B'  dont  la  distance  £  est 
infiniment  petite,  les  angles  d'incidence  seront  i  et  i-\-di,  et  les 
angles  de  réflexion  des  rayons  correspondants  BR  et  B'R',  it  et 
i{  +  di{. 

L'onde  incidente  S  qui  touche  la  surface  S  au  point  B  est  normale 
M.  —  I.  3 
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aux  rayons  AB  et  A'B'.  L'onde  incidente  réfléchie  S,  qui  passe  par 
le  point  B'  est  normale  aux  rayons  B'R'  et  BR.  En  abaissant  les 
perpendiculaires  BQ  sur  A'B'  et  B'Q4  sur  BR,  les  points  Q  et  Q, 
sont,  à  des  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  situés  sur  les 


Fig. 


A\ 


ondes  S  et  S,  ;  pour  que  les  vibrations  des  points  B'  et  Q,  soient 
concordantes,  il  faut  qu'on  ait  QB'  =  BQn  c'est-à-dire 


s  sin  (  i  -+-  di)  =z  e  sin  it 


ou 


smi 


sini,. 


L'angle  de  réflexion  est  donc  égal  à  l'angle  d'incidence,  quelles  que 
soient  la  forme  de  la  surface  réfléchissante  et  celle  des  ondes  inci- 
dentes. 

Corollaire  III.  —  Si  l'onde  incidente  est  plane ,  ainsi  que  la 
surface  réfléchissante,  il  est  clair  que  les  ondes  réfléchies  sont, 
planes. 


28.  Réfraction.  —  Dans  le  calcul  des  phénomènes  de  réfrac- 
tion, il  faut  faire  intervenir,  non  pas  les  chemins  parcourus,  mais 
la  durée  de  propagation. 

Soient  V  et  V7  les  vitesses  de  propagation  dans  le  premier  et  dans 
le  second  milieu,  2  la  surface  de  séparation  {fig.  16)  et  S  une 
onde  incidente. 

Pour  déterminer  la  vibration  d'un  point  P  dans  le  second  mi- 
lieu, nous  déterminerons  sur  la  surface  S  un  point  B,  tel  que  le 
chemin  AB  -f-  BP,  pour  aller  de  l'onde  S  au  point  P,  soit  parcouru 
pendant  un  temps  minimum 

AB       BP 

8o  —  ~y  +  y?"  ' 

Une  zone  élémentaire  MM'  sera  définie  par  la  condition  que  la 


différence  des  temps 


et 
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soit  égale  à  une  demi-période  - 


2 
Fiff.    16. 


Le  temps  9  est  une  fonction  de  l'arc  AM  —  s  d'une  courbe  quel- 
conque menée  par  le  point  A  sur  la  surface  d'onde,  et  ce  temps 
passe  par  un  minimum  B0  pour  s  =  o;  on  a  donc 

6=:Q0+H.rS 


L'aire  d'une  zone  élémentaire  est  encore 

a'  —  a  — K(s'2  —  S2) 


K  T 
H  2 


Les  zones  élémentaires  successives  sont  égales  et  l'on  appliquera 
tous  les  raisonnements  qui  précèdent,  ce  qui  permet  d'énoncer 
les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  VIL  —  ha  vibration  du  point  P  est  identique ,  sauf 
une  différence  de  phase,  à  celle  qui  serait  produite  par  la  demi- 
zone  ayant  pour  pôle  le  point  A  ou  le  point  B. 

Théorème  VIII.   —   L'onde  réfractée  S'  est  V enveloppe  des 
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ondes  élémentaires  décrites  des  différents  points  de  la  surface 
de  séparation  des  deux  milieux,  avec  des  rayons  tels  que  tous 
les  chemins  soient  parcourus  pendant  le  même  temps  à  partir 
d'une  onde  incidente  S. 

Corollaire  I.  —  L'onde  réfractée  est  le  lieu  des  points  oit  les 
vibrations  émanant  de  l'onde  S  arrivent  au  bout  de  temps 
égaux,  chacun  d'eux  étant  un  minimum. 

Corollaire  II.  —  Le  rayon  réfracté  est  normal  à  l'onde  ré- 
fractée. 

29.  Lois  de  Descartes.  —  La  condition  du  temps  minimum 
montre  que  la  réfraction  obéit  au  théorème  de  Fermât  (7).  On 
arrive  au  même  résultat  par  la  considération  de  la  concordance 
des  vibrations  sur  les  ondes  réfractées. 

Les  rayons  incident  et  réfracté  sont  également,  par  raison  de 
symétrie,  situés  dans  le  plan  normal  à  la  surface  de  séparation  au 
point  d'incidence. 

Considérons  encore  dans  ce  plan  deux  rayons  incidents  infini- 
ment voisins  AB  et  A'B'  (fig-  17)  dont  les  angles  d'incidence  sont 

Fie.  i". 


i  et  i  -j-  di,  les  angles  de  réfraction  pour  les  rayons  correspondants 
BR  et  B'R'  étant  i!  et  i!  -+-  di1 '.  En  abaissant  les  perpendiculaires 
BQ  et  B'Q',  les  points  B  et  Q  sont,  à  un  infiniment  petit  du 
second  ordre  près,  situés  sur  la  même  onde  incidente,  les  points 
B'  et  Q'  sur  une  onde  réfractée.  La  concordance  des  vibrations  en 

d/       r\r      ■  i>  B'Q        BQ'      ,        ,    ,. 

B'  et  O'  exige  que  1  on  ait  -~-  =  — ±- ,  c  est-a-dire 


e  sin  (i  -+-  di) 


s  siru 

T7- 


si  ru 
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Cette  loi  est  indépendante  de  la  forme  des  ondes  incidentes  et 
de  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux. 

Corollaire  I.  —  Si  V onde  incidente  est  plane,  ainsi  que  la 
surface  de  séparation,  les  ondes  réfractées  sont  également 
planes. 

Corollaire  IL  —  Il  peut  arriver  que  V onde  S'  n'existe  pas 
quand  "V7  >  V.  Dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  de  durée  de  propaga- 
tion minimum  du  point  P  à  V onde  incidente  S  {fi g-  16)  et 
toute  V énergie  des  ondes  incidentes  se  retrouve  dans  les  ondes 
réfléchies.  C'est  le  cas  de  la  réflexion  totale. 

30.  Variation  de  longueur  d' onde  par  réfraction.  —  Si  Ton 
met  à  part  les  phénomènes  de  fluorescence,  dans  lesquels  la 
lumière  réfléchie  ou  réfractée  par  une  surface  change  de  nature 
et  devient  diffuse,  la  période  T  de  vibration  reste  la  même  pour 
les  rayons  réfléchis  ou  réfractés  que  pour  les  rayons  incidents. 
Les  longueurs  d'onde  dans  les  deux  milieux  étant  \  et  )/,  on  a 

V~  Y" 

ces  longueurs  d'onde  sont  donc  proportionnelles  aux  vitesses  de 
propagation.  Si  V  est  la  vitesse  de  propagation  dans  le  vide,  \  la 

Y 

longueur  d'oncle  correspondante  et  n  =  -^  l'indice  de  réfraction 

du  second  milieu  par  rapport  au  vide,  il  en  résulte 

V         n 

De  même,  lorsqu'un  rayon  parcourt  un  chemin  e  du  second 
milieu,  il  parcourrait  dans  le  vide,  pendant  le  même  temps,  un 
chemin  x  satisfaisant  à  la  relation 

x         e 

—  —  —  ou         x  =  ne. 

La  distance  x  =  ne  s'appelle  quelquefois  la  longueur  optique 
du  rayon,  ou  de  l'onde  correspondante,  pour  un  chemin  e  parcouru 
dans  un  milieu  d'indice  de  réfraction  n. 
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31.  Nature  des  images  au  foyer  des  lunettes  ou  des  miroirs. 
—  Lorsque  les  ondes  sont  sphériques  et  convergent  vers  leur 
centre,  ce  qui  a  lieu  pour  la  formation  de  l'image  d'un  point 
lumineux  au  foyer  des  lunettes  ou  des  miroirs,  il  est  important  de 
remarquer  que  le  faisceau  correspondant  des  rayons  forme  toujours 
un  angle  assez  petit,  limité  par  l'ouverture  du  système  optique. 

Au  point  de  convergence  O  (ftg.  18),  les  vibrations  émises  par 


o  x  v 


les  différents  points  d'une  onde  sphérique  S  antérieure  sont  con- 
cordantes; l'amplitude  de  la  vibration  résultante  est  donc  propor- 
tionnelle à  l'étendue  S  de  la  surface  libre  et  l'intensité  propor- 
tionnelle au  carré  S2  de  cette  surface. 

La  vibration  est  maximum  en  ce  point,  mais  elle  ne  s'annule 
pas  aussitôt  pour  un  point  P  voisin,  car  on  est  alors  dans  le 
voisinage  de  l'ombre  géométrique,  où  se  produisent  des  phéno- 
mènes de  diffraction. 

Prenons  le  point  P  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  direction 
moyenne  CO  du  faisceau,  c'est-à-dire  à  la  droite  qui  passe  par  le 
ceDtre  de  gravité  de  la  surface  S.  En  s'éloignant  du  point  O,  on 
trouve  bientôt  une  distance  OP  =  x  pour  laquelle  le  mouvement 
résultant  est  nul,  par  suite  d'une  interférence  totale  entre  les  vi- 
brations émises  parles  différents  éléments  de  l'onde  libre  S. 

Le  lieu  des  points  P,  déterminés  par  cette  condition,  limite  une 
tache  centrale  dont  la  forme  dépend  du  contour  de  la  surface  S 
et  qui  est  d'une  étendue  finie.  Cette  tache  est  ensuite  bordée  par 
une  série  d'anneaux  alternativement  brillants  et  obscurs  pour 
lesquels  l'intensité  des  maxima  diminue  très  rapidement.  H  y  a 
donc  un  obstacle  physique  absolument  inévitable  à  la  netteté  des 
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images  dans  les  lunettes,  et  cet  obstacle  tient  à  la  constitution  même 
de  la  lumière. 

Lorsqu'il  y  a  interférence  complète  au  point  P,  la  différence  de 
marche  des  rayons  extrêmes,  dans  le  même  plan,  est  égale  à  un 
nombre  déterminé  /?,  entier  ou  fractionnaire,  de  demi-longueurs 
d'onde;  en  appelant  p  et  p'  les  distances  PB  et  PB',  on  a  donc 


p'-p=p- 


Soient 


A  le  milieu  de  l'arc  BB'; 
R  le  rayon  CO  de  l'onde  ; 
a  l'angle  AGO  ; 
Q  l'angle  BOA. 

Les  triangles  BOP  et  B'OP  donnent 

p«  —  R2_|_^2_  2R^sin(0  H-  a), 

p'-— R2-t-^2+  2R^'sin(Ô  —  a)  ; 
par  suite 

p'- —  p2=  2R^[sin(6  —  a)  4-  sin(0  -h  a)]  —  [\Wx  sin6  cos  a, 

2R  .    A 

p  —  p  = 2  x  sinQ  cosa. 

P  +  P 

La  distance  x  étant  très  petite  en  général,  à  moins  que  la  sur- 
face S  n'ait  une  forme  tout  à  fait  particulière,  on  peut  remplacer 
sans  erreur  sensible  dans  le  second  membre  la  somme  p  -+-  p'  par 
2R,  et  il  reste  simplement 

p'  —  p  =  ix  sin  6  cos  a  :=  p  -  • 
1   2 

Le  diamètre  D  =  BB'  de  la  surface  S  dans  le  plan  de  la  figure 
est  égal  à  2Rsin9,  et  l'on  peut  écrire 

D  X 

p  — p  =z  x  —  cos  a  —  p  -  • 
r        l  R  r  2 

Il  est  clair  que,  si  l'on  change  les  conditions  de  l'expérience, 
sans  modifier  la  forme  de  la  courbe  qui  limite  la  surface  S,  l'inter- 
férence aura  lieu  à  la  distance  x  donnée  par  cette  équation,  dans 
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laquelle  p  esl  un  nombre  déterminé.  Il  en  résulte  les  conséquences 
suivantes  : 

i°  Le  rayon  vecteur  x  de  la  tache  centrale  est  proportionnel  à  la 
longueur  d'onde  ),.  Il  est  plus  petit  pour  la  lumière  bleue  que 
pour  la  lumière  rouge. 

2°  Cette  longueur  d'onde  est  relative  au  milieu  dans  lequel  se  fait 
le  propagation,  de  sorte  que,  si  le  milieu  a  un  indice  de  réfraction 

/),  on  doit  remplacer  la  longueur  d'onde  par  -  ;  le  rayon  vecteur  x 

est  donc  en  raison  inverse  de  l'indice  de  réfraction  du  milieu. 

3°  Le  rayon  vecteur  x  de  la  tache  centrale  est  proportionnel  au 
rayon  R  de  l'onde  et  en  raison  inverse  du  diamètre  D  de  la  surface 
de  l'onde  utilisée. 

Le  rapport  —  est  la  tangente  de  l'angle  très  petit  e  sous  lequel 

le  rayon  vecteur  x  est  vu  du  point  G.  On  peut  dire  plus  simple- 
ment que  l'angle  £  est  proportionnel  à  la  longueur  d'onde  X,  en 
raison  inverse  de  l'indice  de  réfraction  n  et  du  diamètre  D  de  la 
surface  utilisée,  et  écrire 

pi         k 
~~ 2nD  ~ nD 

32.  Pouvoir  optique.  —  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la 
surface  S  est  une  calotte  sphérique,  ce  qui  a  lieu  dans  les  instru- 
ments d'optique  ordinaires,  où  les  lentilles  et  les  miroirs  ont  des 
bords  circulaires  5  la  tache  centrale  de  l'image  d'un  point  est 
alors  circulaire,  par  raison  de  symétrie,  et  son  rayon  r  est  donné 
par  la  relation 

r p\ 

£~R  —  ^D* 

Pour  que  les  images  de  deux  points  voisins,  de  deux  étoiles  par 
exemple,  puissent  se  distinguer  l'une  de  l'autre,  il  faut  évidemment 
que  leurs  taches  centrales  n'empiètent  pas  trop. 

Gomme  l'intensité  de  la  lumière  sur  chacune  d'elles  diminue 
lentement  d'abord,  puis  d'une  manière  rapide,  à  mesure  qu'on  s'é- 
loigne du  centre,  on  peut  admettre  que  l'œil  appréciera  l'existence 
de  deux  taches  distinctes  quand  le  bord  de  l'une  passera  par  le 
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OC 

centre  de  l'autre,   c'est-à-dire   quand  l'angle  apparent  =>  =  s  du 

rayon  de  la  tache  vue  de  l'objectif  (lentille  ou  miroir)  sera  préci- 
sément égal  à  l'angle  apparent  des  deux  étoiles.  Cet  angle  mesure 
la. pénétration  de  l'instrument,  qu'on  appelle  quelquefois  le  pou- 
voir optique;  il  est  simplement  en  raison  inverse  du  diamètre  de 
l'objectif. 

D'après  jles  expérieuces  de  Foucault  ('),  la  pénétration  d'un 
objectif  de  i  3cm  de  diamètre  est  d'une  seconde^  un  tel  instrument 
permet  de  résoudre  une  étoile  double  d'une  seconde  quand  les 
étoiles  composantes  ont  des  éclats  peu  différents. 

Comme  la  valeur  d'une  seconde  est  d'environ —  =  -  io"5, 

200000        2 

si  l'on  prend  pour  longueur  d'onde  moyenne  de  la  lumière  la 

jmm  j 

valeur  X  =  =  -  io~4,  il  en  résulte 

2000        2 

D     n        2D     //  a  1  a 

p-=  y  2   =  ~T  2         26.  IO-1  --  2,6. 
À  2  À 

Le  premier  anneau  noir  correspondrait  alors  à  une  différence 
de  marche  de  2,6  demi-longueurs  d'onde  entre  les  rayons  ex- 
trêmes; nous  verrons  plus  loin  que  ce  résultat  est  confirmé  par 
la  théorie. 

33.  Construction  d'Huygens.  —  Pour  trouver  le  rayon  ré- 
fléchi et  le  rayon  réfracté  qui  correspondent  à  un  rayon  incident, 
Huygens  a  indiqué  la  construction  suivante  : 

Supposons  que  la  surface  de  séparation  S  soit  plane  {fig.  19), 
et  prenons  pour  plan  de  figure  le  plan  normal  à  cette  surface  qui 
passe  par  un  rayon  incident. 

Du  point  A  où  le  rayon  incident  touche  la  surface  de  séparation 
pris  comme  centre,  on  décrit  : 

i°  Une  sphère  de  rayon  égal  à  la  vitesse  de  propagation  V  dans 
le  milieu  supérieur; 


(')  Foucault,  Annales  de  l'observatoire  de  Paris,  t.  V,  p.  197;  i85g. 
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2°  Une  sphère  de  rayon  égal  à  la  vitesse  de  propagation  V  dans 
le  milieu  inférieur. 

On  prolonge  le  rayon  SA  jusqu'à  sa  rencontre  en  M  avec  la 
première  sphère.  Du  point  M  on  mène  à  cette  sphère  un  plan 
tangent  dont  la  droite  d'intersection  avec  la  surface  S  coupe  le 
plan  de  la  figure  au  point  T.  Par  cette  droite  on  mène  deux  plans 
tangents,  l'un  à  la  sphère  de  rayon  V  dans  le  premier  milieu,  l'autre 
à  la  sphère  de  rayon  V  dans  le  second  milieu. 

Fig.  19. 


Les  droites  AM,  et  AM',  qui  joignent  le  point  A  aux  deux 
points  de  contact,  sont,  la  première  le  rayon  réfléchi,  la  seconde 
le  rayon  réfracté.  On  voit,  en  effet,  sur  la  figure,  que  l'on  a 


ou 


AM        AMt       AM' 

A^T  — ;=  =  — 7j 

sin  i       sin  ix        sin  1 


V  V  V 

t    rpi   

~"  sirï?  —  sin  û  ~~  sin  i' 


et  ces  relations  ne  sont  autres  que  les  lois  de  la  réflexion  et  de  la 

réfraction. 

La  construction   d'Huygens   n'est  qu'un  cas  particulier  de  la 

règle  générale. 

Si  les  rayons  incidents  sont  parallèles  entre  eux,  ils  correspon- 
dent à  une  onde  plane  Q,  au  temps  t,  qui  se  transportera  en  Q,+1 
à  l'époque  t-\-i. 

La  droite  T  qui  appartient  à  l'onde  incidente  à  l'époque  t  +  1 
appartient  également  aux  ondes  réfléchies  et  réfractées  à  la  même 
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époque.  D'autre  part,  la  sphère  de  rayon  V  dans  le  premier  milieu 
est  tangente  à  l'onde  réfléchie  et  la  sphère  de  rayon  Y'  dans  le 
second  milieu  est  tangente  à  l'onde  réfractée;  TM,  est  donc  l'onde 
réfléchie  et  TM'  l'onde  réfractée. 

On  verrait  d'ailleurs  directement  que  les  ondes  élémentaires 
décrites  des  différents  points  de  la  surface  S  pour  une  même  époque 
t  +  i  sont  tangentes  respectivement  aux  plans  TM,  et  TM7. 

Cette  construction  d'Huygens  présente  de  grands  avantages 
pour  une  généralisation  ultérieure. 

34.  Milieux  anîsotropes.  — •  Gauchy  a  distingué  les  milieux  en 
plusieurs  catégories,  d'après  leurs  propriétés  élastiques. 

Un  milieu  est  homogène  lorsque  deux  éléments  de  volumes 
égaux,  pris  en  des  points  quelconques,  sont  identiques;  dans  le 
cas  contraire,  il  est  hétérogène. 

Un  milieu  homogène  est  homoédrique  lorsque  ses  propriétés 
sont  symétriques  par  rapport  à  certains  plans.  Il  est  hémiédrique 
lorsque  cette  symétrie  fait  défaut.  (Tel  serait  le  cas  d'une  struc- 
ture hélicoïdale.) 

Un  milieu  homogène  et  homoédrique  est  isotrope  lorsque  ses 
propriétés  sont  les  mêmes  dans  toutes  les  directions.  (Tel  est  un 
cristal  cubique  ou  une  substance  amorphe).  Il  est  anisotrope 
lorsque  les  propriétés  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  différentes 
directions.  La  plupart  des  cristaux  rentrent  dans  cette  dernière 
catégorie. 

Au  point  de  vue  d'une  propriété  quelconque,  pourvu  qu'elle 
corresponde  en  chaque  point  à  une  déformation  linéaire  infiniment 
petite,  ou  à  une  modification  infiniment  petite  de  nature  quel- 
conque, ayant  une  grandeur  et  une  direction,  les  phénomènes  dans 
un  milieu  anisotrope  sont  symétriques  par  rapport  à  trois  plans 
rectangulaires  qu'on  appelle  plans  pri ne ip aux.  Les  intersections 
de  ces  plans  deux  à  deux  déterminent  dans  le  milieu  trois  direc- 
tions principales. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  cristal  appartenant  à  un  système  qui  a  trois 
plans  de  symétrie  rectangulaires,  ces  trois  plans  sont  naturelle- 
ment les  plans  principaux  relatifs  à  toutes  les  propriétés  physiques, 
élasticité,  dilatation  par  la  chaleur,  conductibilité  calorifique  ou 
électrique,  induction  électrostatique  ou  magnétique,  etc. 
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Si  ces  caractères  de  symétrie  n'existent  pas  dans  la  cristallisa- 
tion, il  n'y  a  plus  de  lien  nécessaire  entre  la  distribution  des  pro- 
priétés de  natures  différentes  et,  pour  un  même  phénomène,  tel 
que  les  vibrations  lumineuses,  les  plans  principaux  peuvent  varier 
avec  la  période  du  mouvement  vibratoire. 

Lorsque  deux  des  plans  de  symétrie  sont  identiques,  leur  inter- 
section est  un  axe  de  symétrie  et  le  milieu  est  dit  à  un  axe. 
Dans  le  cas  où  les  trois  plans  de  symétrie  sont  différents,  le 
milieu  est  dit  à  deux  axes  pour  des  raisons  sur  lesquelles  nous 
reviendrons  plus  loin. 

35.  Surface  d'onde  caractéristique.  —  On  appelle  onde  ca- 
ractéristicjue  d'un  milieu  le  lieu  des  points  où  les  vibrations  d'une 
source  unique  se  propagent  au  bout  de  l'unité  de  temps.  Cette 
surface,  qui  est  spliérique  pour  les  milieux  isotropes,  a  nécessai- 
rement une  autre  forme  pour  les  milieux  anisotropes;  elle  peut 
même  consister  en  plusieurs  surfaces  distinctes  ou  plusieurs 
nappes  d'une  surface  continue. 

Huygens  (1)  a  montré  que,  dans  les  milieux  à  un  axe,  1  onde 
caractéristique  est  formée  de  deux  surfaces,  dont  l'une  est  sphé- 
rique  et  l'autre  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l'axe,  tan- 
gent à  la  sphère  sur  l'axe.  Les  ondes  planes  parallèles  à  une 
direction  déterminée  sont  de  deux  espèces  différentes,  suivant 
qu'elles  correspondent  à  la  sphère  ou  à  Pellipsoïde.  Les  premières 
se  propagent  avec  une  vitesse  constante,  elles  suivent  donc  les 
mêmes  lois  que  pour  les  milieux  isotropes;  on  les  appelle  ondes 
ordinaires.  Pour  les  autres,  la  vitesse  de  propagation  dépend  de 
l'angle  que  fait  la  normale  avec  l'axe  de  symétrie;  ce  sont  les 
ondes  extraordinaires . 

L'expérience  montre  aussi  qu'un  milieu  à  deux  axes  ne  propage 
que  deux  espèces  d'ondes  planes,  dont  aucune  ne  correspond  à 
une  vitesse  constante;  pour  certaines  directions  particulières, 
elles  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  ondes  ordi- 
naire et  extraordinaire  des  milieux  à  un  axe. 

Dans  une  direction  déterminée,   le  ravon  vecteur  U  de  l'onde 


(')  Huygens,   Traité  de  la  lumière,  p.  6o. 
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caractéristique  a  donc  deux  valeurs  différentes,  qui  sont  des 
fonctions  des  angles  de  ce  rayon  vecteur  avec  les  directions  prin- 
cipales du  milieu. 

36.  Propagation.  — -  Il  est  clair  que  dans  un  milieu  homogène 
un  système  d'ondes  planes  d'espèce  déterminée  se  transmet  sans 
altération  avec  une  vitesse  constante. 

Soient  Q,  Qn  Q2,  ...  [fig-  20)  les  positions  successives  d'une 
onde  plane  aux  époques  t,  t{ ,  t2,  .... 

Fis.  20. 


8,y/Q« 


Pour  avoir  la  vibration  en  un  point  P,  de  Fonde  Q<  on  appli- 
quera le  principe  d'Huygens  à  une  onde  antérieure  Q,  dont  les 
points  seront  pris  comme  centres  d'ébranlement. 

Des  différents  points  de  l'onde  Q  comme  centres,  on  décrit  les 
ondes  caractéristiques  E  du  milieu  (ou  du  moins  les  nappes  cor- 
respondant à  l'espèce  des  ondes  Q)  pour  le  temps  tK — t,  et 
l'onde  Q,  est  l'enveloppe  de  toutes  ces  ondes  caractéristiques. 

Le  pôle  P  du  point  P{    est  déterminé  par  la  condition  que  le 
pp 
temps  tt  —  t  —  -jt~>  nécessaire  pour  que  le  chemin  PP,  =  p  soit 

parcouru  par  la  vibration,  ait  une  valeur  minimum. 

Par  les  mêmes  raisonnements  que  plus  haut,  on  voit  que  la 
vibration  du  point  P,  est  déterminée  par  celle  du  point  P  et  que 
l'onde  caractéristique  E  est  tangente  en  P,  à  l'onde  Q,.  Le  point 
P,  sera  aussi  le  pôle  du  point  Po  situé  sur  la  même  droite. 

La  vibration  se  propage  donc  suivant  une  droite  PP<  et,  avec 
les  mêmes  restrictions  que  précédemment  relatives  à  l'étendue  de 
l'onde,  on  peut  dire  encore  que  la  lumière  se  propage  en  rayons 
rectilignes. 

Si  l'onde,  au  point  P,  au  lieu  d'être  plane,  était  formée  par  une 
surface  quelconque  S  dont  le  plan  tangent  est  Q,  elle  donnerait 
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encore,  comme  clans  les  milieux  isotropes  (25),  à  l'époque  ts,  une 
onde  S,  tangente  en  P1  au  plan  Q,,  à  l'époque  t2  une  onde  S2 
tangente  en  P2  au  plan  Q2,  etc. 

En  d'autres  termes,  l'onde  à  une  époque  quelconque  est  l'en- 
veloppe des  ondes  planes  cpii  seraient  produites  par  des  ondes 
planes  qui  l'enveloppent  dans  une  position  antérieure.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IX.  —  L'onde  S,  à  l'époque  t{  est  V enveloppe  des 
ondes  caractéristiques  relatives  aux  différents  points  de  l'onde 
S  pour  le  temps  t{  —  t.  C'est  le  lieu  des  points  oit  les  vibrations 
de  V onde  S  arrivent  au  bout  d'intervalles  de  temps  égaux 
t{  —  t,  chacun  d'eux  étant  un  minimum. 

Dans  le  cas  actuel,  le  rayon  lumineux  PP,  =  {J(t{  —  t)  n'est 
plus  nécessairement  normal  aux  ondes. 

La  vitesse  de  propagation  V  des  ondes  planes  doit  se  compter 
sur  la  normale  PR.  L'angle  9  du  rayon  avec  la  normale  dépend  de 
sa  direction,  et  l'on  a  évidemment 

V  =  Ucos6. 

La  vitesse  V  est  ainsi  une  fonction  des  angles  que  fait,  avec  les 
directions  principales,  soit  la  normale  PR  aux  ondes  planes,  soit 
le  rayon  lui-même  PP,. 

37.  Plan  et  rayon  conjugués.  —  Le  plan  Q1  étant  aussi  tan- 
gent à  l'onde  caractéristique  E  et  à  la  surface  S,,  on  voit  que 
l'angle  9  d'un  rayon  avec  la  normale  au  plan  tangent  à  l'onde  S1 
au  point  correspondant  est  indépendant  de  la  forme  de  cette  sur- 
face :  il  est  défini  par  la  direction  du  rayon  et  son  espèce  ;  le  rayon 
et  le  plan  correspondant  sont  dits  conjugués.  Uangle  de  conju- 
gaison 9  et  le  plan  de  conjugaison,  c'est-à-dire  le  plan  du  rayon 
et  de  la  normale  à  l'onde,  sont  donnés  par  la  forme  de  l'onde 
caractéristique  :  ce  sont  des  fonctions  des  angles  de  la  normale 
avec  les  directions  principales. 

38.  Réflexion  et  réfraction.  —  Le  problème  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction  se  traitera  comme  précédemment  par  l'appli- 
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cation  du  principe  d'Huygens,  à  la  seule  condition  d'introduire 
partout  la  considération  du  temps  minimum  pour  la  propagation 
des  vibrations  élémentaires. 

Lorsque  des  ondes  d'une  certaine  espèce  rencontrent  la  surface 
de  séparation  de  deux  milieux  anisotropes,  elles  peuvent  donner, 
dans  le  cas  général,  deux  espèces  d'ondes  réfléchies  et  deux  espèces 
d'ondes  réfractées.  Si  l'onde  réfléchie  ou  réfractée  est  de  même 
espèce  que  l'onde  incidente,  la  réflexion  ou  la  réfraction  est  dite 
homologue  ;  elle  est  antilogue  quand  le  rayon  change  d'espèce. 

40.  Construction  d'Huygens.  —  On  peut  appliquer  immé- 
diatement la  construction  d'Huygens. 

La  surface  de  séparation  S  étant  plane  et  les  ondes  incidentes 
planes,  prenons  le  plan  d'incidence  comme  plan  de  figure  et  soit 
Qt  l'onde  incidente  à  l'époque  t  (fig.  21).   Du  point  A  comme 


centre  on  décrit  les  deux  nappes  E,  etE2  de  l'onde  caractéristique 
du  milieu  supérieur,  ainsi  que  les  deux  nappes  E'  et  E"  de  l'onde 
caractéristique  du  milieu  inférieur. 

L'onde  Q_t+\  à  l'époque  £  +  1,  parallèle  à  Q,,  est  tangente  à 
l'une  des  nappes  E4  de  l'onde  caractéristique  du  premier  milieu 
et  coupe  la  surface  S  suivant  une  droite  T  perpendiculaire  au  plan 
de  figure.  Par  cette  droite  on  mène  les  plans  tangents  Q,  et  Q2 
aux  nappes  E<  et  E2  dans  le  premier  milieu,  puis  les  plans  tan- 
gents Q'  et  Q/r  aux  nappes  E'  et  Ev  dans  le  deuxième  milieu. 

Appelant  V,  V4,  V2,  V,  V  les  perpendiculaires  abaissées  du 
point  A  sur  les  plans  Qf+»,  Qi,  Q2?  Q'et  Q",  ces  perpendiculaires 
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représentent  les  vitesses  de  propagation  des  ondes  planes  paral- 
lèles à  ces  différents  plans,  et  sont  dans  le  plan  de  la  figure. 

On  voit  déjà  que  les  normales  aux  ondes  incidente,  réfléchies  et 
réfractées  sont  toutes  dans  le  même  plan. 

Appelant  i,  ^ ,  i2,  i',  i"  les  angles  de  la  normale  à  la  surface  S 
avec  les  normales  à  ces  différents  plans,  on  a 

V  V,  V2  V  Y" 


AT  = 


sini        sin/:,         sin*9         siru         sinr 


Les  différentes  vitesses  étant  variables  avec  la  direction  de  la 
normale  aux  ondes  dans  le  milieu,  la  loi  de  Descartes  n'est  plus 
applicable  que  dans  des  cas  particuliers. 

Toutefois,  à  cause  des  phénomènes  de  polarisation,  il  n'y  a  gé- 
néralement qu'une  onde  réfléchie  et  il  peut  n'exister  aussi  qu'une 
onde  réfractée. 

Quant  aux  rayons,  ils  sont  déterminés  par  les  droites  qui  joignent 
le  point  A  aux  points  de  contact  de  ces  différents  plans  avec  les 
ondes  caractéristiques  correspondantes;  ils  ne  sont  pas  en  général 
dans  le  plan  d'incidence. 

40.  La  période  de  vibration  reste  la  même  pour  les  ondes  ré- 
fléchies et  réfractées  que  pour  les  ondes  incidentes.  Les  longueurs 
d'onde  A,,  ~k2i  ^,  ^''  et  ^  relatives  à  ces  différentes  ondes,  c'est- 
à-dire  les  espaces  parcourus  normalement  pendant  une  période, 
satisfont  donc  aux  relations 


h.   -h.  —  ?L  —  }-  —  ^ 

\x~~  y;  —  y7  _  v7^  ~  y 


et  les  chemins  équivalents  relatifs   à  une  durée  quelconque  sont 
proportionnels  aux  longueurs  d'onde. 

Si  V0  est  la  vitesse  de  propagation  dans  le  vide,  et  )^0  la  lon- 
gueur d'onde  correspondante,  la  longueur  optique  x  (30)  de  la 
distance  e  de  deux  ondes  planes  qui  se  propagent  avec  une  vitesse 
V  dans  un  milieu  anisotrope  est 


^e 


Y 

Le  rapport  ^  peut  encore  être  considéré  comme  un  indice  de 
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réfraction  n,  mais  ce  rapport  est  une  fonction  de  la  direction  des 
ondes  dans  le  milieu. 

41 .  Effets  d'une  lame  à  faces  parallèles.  —  Retards  par  ré- 
fraction. —  Lorsqu'une  lame  isotrope  à  faces  parallèles  est  placée 
dans  un  milieu  sur  le  trajet  d'un  système  d'ondes  planes,  une 
onde  AQ  (Jïg.  22)  qui  tombe   sur  la  première   surface  sous   un 

Fis.    2T. 


angle  d'incidence  i  donne  dans  la  lame  une  onde  réfractée  AC, 
sous  l'angle  t7,  et  celle-ci,  à  la  sortie,  se  transforme  en  une  onde 
CQ'  parallèle  à  la  première.  Les  trois  portions  de  plan  QA,  AC  et 
CQ'  représentent  trois  parties  d'une  même  onde. 

L'onde  émergente  CQ'  qui  se  retrouve  dans  le  milieu  primitif 
est  en  retard  d'une  longueur  CD  =  A  sur  la  position  AQ,  qu'elle 
occuperait  si  la  lame  n'existait  pas.  Menons  la  normale  AA'  dont 
la  longueur  est  égale  à  l'épaisseur  e  de  la  lame.  Le  retard  A  est 
évidemment  égal  à  la  différence  des  longueurs  optiques,  rapportées 
au  milieu  primitif,  des  chemins  A'P'  et  A'P  que  doivent  parcourir 
les  ondes  AC  et  AQ,  pour  arriver  au  même  point  A'.  L'indice  de 
réfraction   de  la  lame  par  rapport  au  milieu  qui  l'entoure  étant 

v     1  A 

n  =  ^»  le  retard  a  pour  expression 


A  =  71  A' P'—  AP  -=  e(n  cosi'  —  cosi)  =  e(\Jn2  —  sin2i  —  cosi). 

Ce  retard  croît  avec  l'angle  d'incidence,  car  on  a 

dl  =  e  (  sin  i  di  —  n  sin  i'  di'  )  =  e  sin  i ( di  —  di'  ) . 

La  loi  de  Descartes  sin 7  =  n  s'mi'  donne  d'ailleurs 

cos  i  di  —  n  cos  i'  di'  ; 
M.  -  I.  4 
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il  en  résulle 

7  •     •/  cos/  \    ,.  sim      .. 

«A  =  e  sin  il  1 ûfi=;A di. 

\         n  cos  ij  /icosi 

Le  retard  a  une  valeur  minimum  pour  l'incidence  normale 

\  —  e(n .  —  i), 

et  une  valeur  maximum  pour  l'incidence  rasante 


Ai  —  e\Jn%  —  i. 

Un  ravon   incident  SA  éprouve,   après  avoir  traversé  la  lame, 
un  déplacement  latéral 

sin(i  —  i') 
cos  i' 
ou 

sin  i  dk 


L  =  BB'=r=ABsin(/—  i')  = 

T  •      •/  COS*    \ 

L  =  e  sin  i[  i =z  A 

\  n  cos  l'J 


ncos  i'        di 


Ce  déplacement  est  nul  pour  l'incidence  normale  et  égal  à  l'épais- 
seur e  de  la  lame  pour  l'incidence  rasante. 

42.  —  Si  la  lame  e  est  composée  de  deux  parties  différentes 
juxtaposées  d'indices  n'  et  n",  le  retard  des  deux  ondes  réfractées 
l'une  sur  l'autre  est  la  différence  A'  —  A"  des  retards  de  chacune 
d'elles  sur  l'onde  primitive,  c'est-à-dire 

A  =  A'  —  A"  =  e  (  n'  cos  i'  —  n"  cos  i1'  ) . 
Ce  retard  croît  encore  avec  l'angle  d'incidence,  car  on  a 

.     .,  ,.„        ,.,  v  sin  i  cos  i        ,. 

<iA  =  e  sin  i ( dr  —  di')  =  b  -r-= ^ =  di. 

nn  cos  r  cosi" 

Sa  valeur  minimum,  pour  l'incidence  normale,  est 

A0  =  e(nr  —  n"), 
et  sa  valeur  maximum,  pour  l'incidence  rasante, 
At  =  e(\Jn'*  —  i  —  yV2  — i). 
Le    déplacement  relatif  des    deux   ravons   réfractés   qui    pro- 


PRÉLIMINAIRES.  5l 

viennent  d'un  même  rayon  incident  au  point  d'intersection  des 
deux  lames, 

i       \  sinicosi  dk 

L  =  e  sin  i  cos  i     —=■ - -, —     =  A  — 


n"  cos  i"        n1  cos  i'  j  n'  n"  cos  V  cos  i"        di 


est  nul  pour  l'incidence  normale  et  pour  l'incidence  rasante;  il 
passe  par  un  maximum  pour  la  condition 


d2A 


43.  —  Ce  dédoublement  des  ondes  réfractées  se  produit  natu- 
rellement quand  la  lame  est  anisotrope.  La  différence  de  marche 
de  deux  ondes  ordinaire  et  extraordinaire,  qui  proviennent  d'une 
même  onde  incidente,  est 

/  V  V 

Gomme  on  a  aussi 

sinz        sin/'        sin/7' 


V  V  V" 

on  peut  écrire 

A  =  e  sinî(coUv  —  coU"). 

Dans  ce  cas,  les  rayons  réfractés  ne  sont  plus  en  général  dans 
le  plan  d'incidence. 
Si  l'on  appelle 

e'  L'angle  de  conjugaison   d'un  rayon, 

<p'  l'angle  du  plan  de  conjugaison  avec  le  plan  d'incidence, 
/'  la  longueur  de  ce  rayon  dans  la  lame, 
a'  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  d'incidence, 
p'  l'angle  de  sa  projection  sur  ce  plan  avec  la  normale  AB  à 
l'onde  correspondante, 

on  a  évidemment 

sin  a'  —  sin  s'  sincp', 

e  —  V  cos  a'  cos  (Y  —  p')  =  /'(cos  s'  cos/'  -+-  sin  s'  sin/'  cos<p'). 
Les  valeurs  de  /7,  tx!  et  $'  étant  déterminées  par  ces  trois  équa- 
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tions,  les  composantes  L',  et  L'2  du  déplacement  parallèle  et  per- 
pendiculaire au  plan  d'incidence  sont 

L'j  =  /'  cos a'  sin  (  i  —  i'  —  p' ) , 
L'2  — -  V  tan  g  a'. 

On  pourra  ainsi  calculer  les  composantes  L<  =  L, — \J\  et 
L2  =  L'2  —  L'2  du  déplacement  relatif  des  deux  rayons  réfractés. 

44.  Expérience  de  Monge.  —  Dans  tous  les  cas,  quelle  que 
soit  la  nature  de  la  réfraction,  les  rayons  à  la  sortie  de  la  lame 
sont  parallèles  aux  rayons  incidents.  Cette  remarque  permet  d'ex- 
pliquer une  expérience  curieuse  de  Monge. 

Lorsqu'on  regarde  un  objet  S  {fig>  23),  de  petites  dimensions, 

Fier.  23. 


à  travers  une  lame  anisotrope,  par  exemple  un  morceau  de  spath 
d'Islande,  les  rayons  réfractés  restent  dans  le  plan  d'incidence  si 
ce  dernier  est  parallèle  à  l'une  des  sections  principales  du  cristal. 
L'œil  étant  placé  en  O,  on  voit  l'objet  dans  deux  directions  OB'  et 
OB",  qui  correspondent  à  deux  rayons  incidents  respectivement 
parallèles  SA'  et  SA'7.  Les  deux  images  S'  et  S"  proviennent  de 
rayons  réfractés  A'B'  et  A'B'7  qui  se  sont  nécessairement  croisés 
dans  l'intérieur  du  cristal.  En  faisant  marcher  un  écran  M  sous  la 
lame  dans  le  sens  de  la  flèche,  on  intercepte  d'abord  le  rayon  SA", 
puis  le  rayon  SA';  on  voit  donc  disparaître  l'image  S"  la  plus 
éloignée  de  l'écran  avant  l'image  S',  circonstance  qui  peut  paraître 
au  premier  abord  paradoxale. 

4o.  Retards  par  réflexion.  —  Il  est  utile  de  comparer  aussi, 
en  vue  d'applications  importantes,  la  marche  des  ondes  réfléchies 
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sur  la  première  surface  d'une  lame   avec   celle  des  ondes  qui  se 
sont  réfléchies  une  ou  plusieurs  fois  sur  les  surfaces  intérieures. 
L'onde  plane  AQ  {fig*  24),  qui  tombe  sur  une  lame  isotrope,  est 
concordante  avec  l'onde  réfléchie  AQ,  et  l'onde  réfractée  AC. 


Pour  que  cette  dernière  revienne  au  point  A,  dans  la  direction 
AC,,  après  s'être  réfléchie  sur  la  seconde  surface,  elle  doit  par- 
courir dans  le  second  milieu  le  chemin  PA'  -+-  A'P,  =  26  cosi'  dont 
la  longueur  optique  est  2 ne  cosi'.  L'onde  réfléchie  AQ,  et  l'onde 
réfractée  dans  le  premier  milieu  qui  correspond  à  AC,  seront  en- 
suite superposées  et  chemineront  parallèlement  entre  elles.  Le 
retard  des  deux  ondes  réfléchies  sur  la  seconde  et  sur  la  première 
surface,  qui  proviennent  d'une  même  onde  incidente,  est  donc 


ine  cosi 


'!  =z  2  e  sjrï1  —  sin2  i. 


Ce  retard  diminue  évidemment  quand  l'angle  d'incidence  i  (et 
l'angle  correspondant  i')  augmente;  il  est  maximum  A0  =  2/ie 
pour  l'incidente  normale  et  minimum  À,  =  ie\/n-  —  1  pour  l'in- 
cidente rasante. 

On  doit  remarquer  aussi  que  ce  retard  A  rapporté  au  vide  est 
indépendant  du  milieu  supérieur  et  ne  dépend  que  de  l'angle   i! . 

Si  l'onde  AC,,  au  lieu  de  se  réfracter  immédiatement  sur  la 
première  surface,  s'y  réfléchit  de  nouveau  pour  se  réfléchir  encore 
sur  la  seconde  surface  et  retourner  finalement  dans  le  milieu  su- 
périeur, elle  aura  subi  un  retard  double  ou  2  (2  ne  cosi').  En  gé- 
néral, pour  un  nombre  2  m  -h  1  de  réflexions  intérieures,  le  retard 
sur  l'onde  réfléchie  à  la  première  surface  sera 

A  —  m  (2  ne  cosi'). 
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Le  rayon  B'S',  qui  provient  d'une  réflexion  sur  la  seconde  sur- 
face, a  éprouvé  par  rapport  au  rayon  AS<  réfléchi  sur  la  première 
un  déplacement  latéral 

L^B'P'^AB'cos; 

Ce  déplacement  est  nul  pour  les  incidences  normale  et  rasante. 
La  condition  du  maximum  est 

tang2t_ —         ou         sin*  i=nyn  —  sjn} — i); 

V  n2  —  i 

le  déplacement  est  alors 

n  -h  \Jn~  —  i 
et  le  retard  correspondant 


A  =  2  e  V  n  \J  n-  —  i . 

46.  Retards  par  transmission.  —  Le  résultat  est  le  même  pour 
deux  ondes  qui  traversent  la  lame,  l'une  directement  en  subissant 
deux  réfractions,  l'autre  en  subissant  deux  réfractions  séparées 
par  deux  réflexions  intérieures.  On  peut  supposer,  en  effet,  que 
l'onde  AG,  provient  d'une  onde  incidente  qui  s'est  réfractée  d'abord 
sur  la  face  inférieure  de  la  lame,  et  que  cette  onde  se  partage  en 
deux  parties,  dont  l'une  est  réfractée  et  l'autre  réfléchie  deux 
fois.  Le  retard  de  la  seconde  serait  encore  znecosi'  et  il  serait 
m(iiiecosi')  pour  un  nombre  i m  de  réflexions  intérieures. 

47.  —  Si  la  lame  est  anisotrope,  le  phénomène  est  plus  com- 
plexe. En  supposant  toujours  qu'elle  soit  placée  dans  un  milieu 
isotrope,  une  onde  incidente  AQ  donne  deux  ondes  réfractées  sous 
les  angles  i'  et  i".  Chacune  d'elles  devrait  donner  par  réflexion  sur 
la  seconde  surface  deux  ondes  réfléchies,  d'espèces  différentes, 
sous  les  angles  i\  et  î"2,  î\  et  i21  et  toutes  les  ondes  en  se  réfractant 
de  nouveau  à  la  première  surface  se  retrouveront  dans  le  milieu 
supérieur  sous  le  même  angle  i. 

Par  suite  des  phénomènes  de  polarisation,  et  à  moins  que  la 
surface  inférieure  ne  jouisse  de  propriétés  tout  à  fait  spéciales 
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(réflexion  métallique),  chacune  des  ondes  réfractées  ne  fournit 
qu'une  onde  réfléchie  de  même  espèce.  Le  retard  A'  des  ondes  d'une 
espèce  réfléchies  à  la  seconde  surface  sur  celle  qui  s'est  réfléchie 
à  la  première  est  donc 

t  y  V 

A'  =  e  (  T77  cos  i'  -4-  ^7-  cos  i\ 


-,     ,         ,  sin  i        sin  i         sin 

qu'on  peut  écrire,  par  suite  de  la  relation  — —  =:  — ^-  =  -^ 


sin  i        sin  i         sin?, 

A'  =  e  sin  i  (  cot  i'  -4-  cot  i\  ) . 


On  aurait  de  même,  pour  les  ondes  de  la  seconde  espèce, 

/'V         ,        V         „\ 
A  .—  e\  ^cosî  -\-  ^-cosij  l  =  e  sin/  (coU   -i-  cot^  ). 

48.  Double  réfraction  uniaxe.  —  Un  corps  qui  cristallise 
dans  le  système  du  prisme  droit  à  base  carrée  a  deux  plans  de  sy- 
métrie identiques  rectangulaires  passant  par  l'axe  du  prisme;  il 
constitue  un  milieu  à  un  axe.  Il  en  est  de  même  pour  un  rhomboèdre 
dont  la  forme  cristalline  présente  des  plans  de  symétrie  également 
inclinés  l'un  sur  l'autre  et  passant  par  une  même  droite. 

Dans  les  milieux  à  un  axe,  l'une  des  ondes  se  propage  avec  une 
vitesse  constante  V7  =  b;  la  nappe  correspondante  de  l'onde  carac- 
téristique est  une  sphère  de  rayon  V  =  6,  et  la  loi  de  Descartes 
est  applicable.  Si  la  réfraction  a  lieu  du  vide,  où  la  vitesse  de  pro- 
pagation est  V0,  dans  ce  milieu,  l'indice  de  réfraction  ordinaire 

du  milieu  est  n  =  ^n  =  ~r  • 

V         b 

La  deuxième  nappe  de  la  surface  d'onde  caractéristique  est  un 
ellipsoïde  de  révolution  autour  de  l'axe,  dont  Taxe  polaire  est  b  et 
l'axe  équatorial  a. 

Quand  on  étudie  la  réflexion  ou  la  réfraction  à  la  surface  d'un 
milieu  de  cette  nature,  on  appelle  section  principale  un  plan  pas- 
sant par  l'axe  et  normal  à  la  surface. 

Lorsque  le  milieu  extérieur  est  isotrope,  le  rayon  réfracté  extra- 
ordinaire reste  dans  le  plan  d'incidence,  par  raison  de  symétrie,  si 
celui-ci  est  une  section  principale;  la  construction  d'Huygens 
se  ramène  alors  à  une  figure  plane. 
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Supposons  d'abord  que  la  surface  soit  parallèle  à  l'axe. 

Si  le  plan  d'incidence  est  perpendiculaire  à  l'axe,  l'intersection 
de  l'ellipsoïde  caractéristique  par  ce  plan  est  l'équateur  de  cette 
surface,  ou  une  circonférence  de  rayon  a.  Dans  ce  cas,  le  rayon 

extraordinaire  suit  également  la  loi  de  Descartes  et  son  indice  de 

y 
réfraction  est  n"  =  —  •  Ces  deux  valeurs  de  n'  et  de  n!'  sont  les 

a 

indices  principaux  du  milieu  anisotrope. 

Si  le  plan  d'incidence  est  parallèle  à  l'axe,  c'est-à-dire  une  sec- 
tion principale,  l'intersection  de  Tonde  caractéristique  parle  plan 
d'incidence  est  une  circonférence  de  rayon  b  et  une  ellipse  dont 
les  axes  sont  b  et  a,  ce  dernier  perpendiculaire  à  la  surface. 

La  construction  d'Huygens  (39),  relative  à  un  rayon  incident 
SA  (fi g»  a5)  ou  à  une  onde  plane  AQ  dans  un  milieu  supérieur 

Fig.  25. 


isotrope  où  la  vitesse  de  propagation  est  V,  se  réduit  à  prendre 
AM  =  V,  à  mener  la  droite  MT  tangente  à  la  sphère  de  rayon  V,  et 
à  mener  du  point  T  les  tangentes  TM7  et  TM"  au  cercle  de  rayon  b 
et  à  l'ellipse. 

Les  deux  points  M'  et  Mv,  qui  donnent  les  directions  AM'  et  AM" 
des  rayons  réfractés,  sont  dans  le  cas  actuel  sur  une  même  perpen- 
diculaire M'P  à  la  droite  AT  ou  à  la  surface  S,  ce  qui  donne 


PM'        tan  g/' 


PM' 


tangr 


— ; ,  OU 


n1  tang«v 


n"  tangT. 


La  vitesse  de  propagation  Y"  de  l'onde  extraordinaire  est  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  A  sur  la  droite  TM"  et  l'on  a,  con- 
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formément  à  la  loi  générale, 


sin  i 


v   —   V"  > 

cette  vitesse  est  une  fonction  de  l'angle  i"  ou  de  l'angle i"  que 

fait  sa  direction  avec  l'axe  du  cristal. 

49.  Milieux  positifs  et  négatifs.  —  Lorsqu'on  a  a  >  b,  comme 
sur  la  figure,  l'ellipse  est  extérieure  au  cercle  et  le  rayon  extraor- 
dinaire AM"  est  plus  éloigné  de  l'axe  AB  que  le  rayon  ordinaire 
AM';  l'inverse  a  lieu  pour  a<Cb.  Tout  se  passe  comme  si  le  rayon 
extraordinaire  était  attiré  par  l'axe  dans  le  second  cas  et  repoussé 
par  cet  axe  dans  le  premier. 

Pour  distinguer  ces  deux  espèces  de  doubles  réfractions  à  un 
axe,  on  dit  que  le  milieu  est 

attractif  ou  positif    quand     a  <  b,         n"  >>  n' , 
répulsif    ou  né gatif  quand     a>b,  n"  <  n' '. 

Le  quartz  est  le  type  des  cristaux  positifs,  le  spath  d'Islande 
celui  des  cristaux  négatifs. 

Dans  le  spath  d'Islande,  les  axes  de  l'ellipse  sont  très  différents 
l'un  de  l'autre;  la  double  réfraction  est  donc  très  énergique  et 
c'est  la  substance  que  l'on  emploie  le  plus  généralement  pour  les 
expériences  de  cette  nature. 

50.  Vitesses  de  l'onde  et  du  rayon  extraordinaires.  —  La 
vitesse  de  propagation  Y"  d'une  onde  plane  extraordinaire  est  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  tan- 
gent parallèle  à  l'onde. 

En  prenant  le  plan  xy  perpendiculaire  au  plan  de  l'onde  et 
Taxe  des  x  parallèle  à  l'axe  du  cristal,  l'intersection  de  l'ellipsoïde 
et  du  plan  tangent  par  le  plan  de  figure  donne  une  ellipse 

x-        y2 

Tï  "+"     2  =  l 
bl        a- 

et  une  tangente  MT  à  l'ellipse  (fig.  26). 
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Soient  x  etyles  coordonnées  du  point  de  contact  M,  e  l'angle 
de  conjugaison  MOP,  9  l'angle  de  la  normale  OP  à  l'onde  avec 
l'axe  de  cristal,  X  et  Y  les  coordonnées  courantes  de  la  tangente. 
L'équation  de  cette  tangente  peut  s'écrire  sous  les  deux  formes 


Xx 


Yj 


Xcos6-f-Ysin< 
il  en  résulte  la  condition 


62cosÔ        a2sinO  ~~  V" 
et,  en  portant  ces  valeurs  de  x  etj^  dans  l'équation  de  l'ellipse. 

V"2—  62  cos26  4-  a2  sin26  —  è2  -r-  (a2  —  62)  sin26. 
Fig.   26. 


La  vitesse  de  propagation  U  =  OM,  suivant  le  rayon,  est 


U2  =  ^2+j2 
ce  qui  donne 


^Cos26-t-^sin26 


y  2 


V"2 


u2  — &2)2 

Y"2 


sin^o  cos- 


,.„       a2  —  b%    .    A 
MP^  — vtti —  sin6  cos1 


y// 


et  l'angle  de  conjugaison  e  est 


tang: 


aï  —  V 


sin6  cos1 


(a-—  b2)  tango        (n12—  nn)  tangi 


62-f- a2tang2ô    "      w//2-h/i/2tang2e 


51.  Retard  relatif  des  ondes  dans  une  lame  cristalline.  — 
Le  retard  de  l'onde  ordinaire  sur  l'onde  extraordinaire,  après  avoir 
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traversé  une  lame  à  faces  parallèles  (43),  peut  s'écrire 

/  V         .        Y 
A  =  e  I  ^p  cos  i'  — ■  ==j  cos  ^ "  )  =  e  (  u'  —  u"  ) 

avec  la  condition 
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siru        sint         sin  1 


V  Y" 


En  supposant  que  le  milieu  extérieur  soit  le  vide  ou  l'air  et  qu'on 
prenne 


V=V, 


on  a  d'abord 


,.        1         _  .,       1  —  sin2  i'        1  —  b~  sin2/ 

"  =  *i cos  '  =  —F—  =  -  -p  —  ■ 

Soient  xy  {fig.  27)  la  surface  de  la  lame,  OA  l'axe  du  cristal, 

Fig.  27. 


^  l'angle  qu'il  fait  avec  la  normale  ON  à  la  lame,  cp  F  angle  de 
la  section  principale  NOA  avec  le  plan  d'incidence  NO^,  OP  la 
normale  à  l'onde  extraordinaire,  9  l'angle  POA.  Le  triangle  sphé- 
rique  ANP  donne 

cos 6  =  cos^  cos*7'  -h  sin^sinj'7  coscp. 
Si  l'on  écrit 

V//2=a2-f-  (62  —  a2)cos-6r=za2(cos2«7/4-sin2i'//)  +  (  h"-—  a2)  cos2Ô, 

et  qu'après  avoir  substitué  à  cos2  9  sa  valeur  précédente  on  rem- 

,         cosi"  ,,       sini"  .     .    .,     . 

place  par  w  et  — ^j-  par  sin?,  il  vient 

(8)      i=z  a1  (u"%  -+-  sin2*)  -4-  (b- —  a-)(u"  cos^  -+-  sin^  coscp  sin  z)2, 

équation  du  second  degré  dont  une  seule  racine  convient  au  pro- 
blème physique. 
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Lorsque  la  lame  est  perpendiculaire  à  l'axe,  à  =  o  et  il  reste 

simplement 

b'  u'  -  —  i  —  a2  sin2i. 

Lorsque  la  lame  est  parallèle  à  l'axe,  ^  =  -,  et 

a2u"2=-  i  —  (a2  sin2cp  -+-  b2  cos2cp)  sin2*. 
Dans  le  cas  général,  l'équation  (8)  devient 

(a2  sin2d/  -j-  b2  cos26)^//2  +  2(&2 —  a2)  sin^  cos^  coscp  sini'w" 

H-  [a2-f-  (&2 —  «2)  sin2<];cos2cp]  sin2«  —  i  =  o. 

Le  terme  indépendant  de  u"  étant  négatif,  puisque  les  quantités 
b  et  a  sont  plus  petites  que  l'unité,  les  deux  racines  de  cette 
équation  sont  de  signes  contraires  et  la  racine  positive  est  la  seule 
qui  convienne  au  problème. 

Comme  on  a 

a2(i  —  sin2<|>  cos2cp)  ■=.  a2  cos2^  cos2cp  -+-  a2  sin2cp, 
on  peut  écrire 

( a2  sin2 <\>  -+-  b-  cos2 <\>)  a"2  -h  2(b2  —  a2)  sin <\>  cos <\>  cos cp  sin  i u" 

-+-  [(a2  cos2<j;  -h  b2  sin2  40  cos2  ce  -+-  a2  sin2cp]  sin2* —  1  =  0. 

Si  l'on  remarque  que 

(b2—  a2)2  sin2^  cos2^ 

—  (a2  sin2*];  -f-  b2  cos2^)(«2  cos2,l;  H-  b2  sin2^)  —  —  a2  b2, 

l'expression  comprise  sous  le  radical,  en  posant 

c2  =  «2sin2^+  b2cos2<\>, 
se  réduit  à 

c2  (  1  —  a2  sin2  cp  sin2  i)  —a2  b2  cos2  cp  sin2  i  \ 

par  suite 


(a2 — b2)  sin  2^  cos  f  sin  i       1      /              .                .      a:262 
s ^-1/  !  —  a-sin-osin-^ 

2  c2  cy  T  c2 


a^sin^cpsin^  —       —  cos2  cp  sin2/, 
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SYSTÈMES   OPTIQUES. 


52.  Des  rayons  de  lumière.  —  La  considération  des  rayons  de 
lumière  est  légitime  toutes  les  fois  que  la  partie  efficace  des  ondes 
est  respectée  pour  tous  les  points  dont  on  veut  déterminer  l'état 
vibratoire.  Les  propriétés  géométriques  des  rayons,  déduites  des  lois 
de  réflexion  et  de  réfraction,  représentent  donc  les  phénomènes 
réels,  sauf  cette  restriction  que  l'ensemble  des  rayons  doit  former 
un  faisceau  assez  large  et  qu'on  tiendra  compte  des  effets  de  dif- 
fraction dans  certains  cas,  en  particulier  pour  la  formation  des 
images  (31). 

Les  rayons  sont  dits  isogènes  lorsqu'ils  partent  primitivement 
d'un  même  point  ou,  plus  généralement,  lorsqu'ils  appartiennent  à 
une  même  onde.  Dans  un  milieu  isotrope,  des  rayons  isogènes  sont 
normaux  à  une  même  surface,  qui  est  une  des  positions  réelle  ou 
virtuelle  de  l'onde  correspondante.  Dans  un  milieu  anisotrope, 
les  rayons  isogènes  de  même  espèce  sont  conjugués  de  leurs  plans 
tangents  à  une  même  surface,  qui  est  également  une  des  positions 
réelle  ou  virtuelle  de  l'onde  correspondante. 

Un  système  optique  est  un  ensemble  quelconque  de  surfaces 
qui  modifient  par  réflexion  ou  réfraction  la  direction  des  rayons 
lumineux. 

53.  Retour  des  rayons.  —  Une  des  propriétés  les  plus  simples 
est  ce  qu'on  appelle  quelquefois  le  principe  du  retour  des  rayons. 

Un  rayon  partant  d'un  point  S  suivant  la  direction  SA  dans  un 
premier  milieu  subit  un  nombre  quelconque  de  réflexions  ou  de 
réfractions  dans  des  milieux  différents  et  aboutit  dans  un  dernier 
milieu  au  point  S'  suivant  la  direction  A' S'.  Réciproquement,  si 
un  rayon  part  du  point  Sr  dans  le  dernier  milieu,  suivant  la  di- 
rection initiale  S'A',  et  subit  à  chaque  surface  de  séparation  des 
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réflexions  ou  des  réfractions  de  même  espèce  que  le  précédent,  il 
reviendra  finalement  au  point  de  départ  S  dans  le  premier  milieu 
suivant  la  direction  AS.  Les  deux  chemins  seront  superposés 
dans  toute  leur  étendue. 

Cette  propriété  est  évidente,  parce  que  la  réflexion  ou  la  réfrac- 
tion sur  une  surface,  quand  on  se  donne  l'espèce  du  phénomène, 
est  indépendante  du  sens  de  propagation  de  la  lumière. 

54.  Théorème  de  Malus  (4  ).  —  Dans  des  milieux  isotropes,  un 
faisceau  de  rayons  isogènes,  c'est-à-dire' partant  du  même 
point  ou  normaux  à  une  même  surface  S,  restent  encore  nor- 
maux à  une  même  surface  S'  après  avoir  subi  un  nombre  quel- 
conque de  réflexions  ou  de  réfractions. 

On  peut  déduire  ce  théorème  des  lois  géométriques  de  la  ré- 
flexion et  de  la  réfraction  en  montrant  qu'il  a  lieu  pour  chaque 
phénomène  en  particulier,  mais  il  est  évident  dans  la  théorie  des 
ondulations,  puisque  les  surfaces  S  et  S'  ne  sont  autre  chose  que 
les  positions  réelles  ou  virtuelles  d'une  même  onde,  respectivement 
dans  le  premier  et  dans  le  dernier  milieu,  à  deux  époques  t  et  t' ', 
différentes  ou  non. 

Le  même  théorème  s'applique  aux  milieux  anisotropes  avec  une 
légère  modification. 

Si  les  rayons  primitif  s  sont  conjugués  d'une  même  surface 
S,  ils  restent,  après  un  nombre  quelconque  de  réflexions  ou 
réfractions  d'espèces  arbitraires,  conjugués  d'une  même  sur- 
face S'. 

Les  surfaces  S  et  S' ne  sont  autre  chose  que  les  positions  réelles 
ou  virtuelles  d'une  même  onde  dans  le  premier  et  le  dernier  milieu 
aux  époques  t  et  t'. 

55.  Théorème  de  Gergonixe  (').  —  Un  nombre  quelconque  de 
réflexions  ou  de  réfractions,  pour  un  faisceau  de  rayons  iso- 
gènes, peut  être  remplacé  par  une  seule  opération,   réflexion 


(')  Malus,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  Cah.  XIV,  p.  i;  1808. 
(2)  Gergonne,  Ann.  de  Math.,  t.  XIV,  p.  129;  1823. 
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ou  réfraction,   suivant  que   le  milieu  final  est  identique  au 
milieu  primitif  ou  de  nature  différente. 

Lorsque  le  premier  et  le  dernier  milieu  dans  lesquels  se  pro- 
pagent les  rayons  sont  isotropes,  le  faisceau  est  d'abord  normal  à 
une  surface  S  {fi g.  28),  puis  normal  à  une  surface  S',  ces  surfaces 

Fie-.  28. 


étant  les  positions  qu'occuperait  l'onde  respectivement  dans  les 
deux  milieux  aux  époques  t  et  t! . 

Soient  V  et  V  les  vitesses  de  propagation  dans  ces  deux  milieux. 
Traçons  pour  une  époque  quelconque  9  la  position  Sq  qu'occupe- 
rait l'onde  S  dans  le  premier  milieu  et  la  position  S'q  qu'occuperait 
l'onde  S'  dans  le  dernier.  Les  perpendiculaires  MA  et  MA.' abaissées 
sur  les  surfaces  S  et  S'  d'un  point  M  de  l'intersection  des  surfaces 
Sq  et  S'q  sont  respectivement 

MA  =  V(e  —  o,       MA'  =  V(r-e). 

Le  lieu  des  intersections  des  surfaces  d'onde  de  même  époque 
est  une  surface  S  telle  que,  si  elle  séparait  les  deux  milieux  ex- 
trêmes, l'onde  S  s'y  transformerait  par  réfraction  en  une  onde  S', 
puisque  le  temps  nécessaire  pour  que  la  vibration  se  propage  de 
l'onde  S  à  cette  surface  S  et  à  l'onde  S'  est  constant. 

Le  phénomène  unique  équivalent  à  l'ensemble  des  opérations 
est  une  réflexion  quand  les  milieux  extrêmes  sont  identiques. 

Le  théorème  s'applique  également  aux  milieux  anisotropes  quand 
on  se  donne  l'espèce  des  rayons  dans  le  premier  et  le  dernier  mi- 
lieu, avec  cette  seule  différence  que  les  droites  MA,  MA',  qui  re- 
présentent les  rayons,  ne  sont  plus  normales  respectivement  aux 
surfaces  S  et  Se,  S'  et  Sq  ,  mais  conjuguées  de  leurs  plans  tan- 
gents (37). 

Tl  peut  arriver  cependant  que  la  surface  S  ainsi  définie  ne  cor- 
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responde  pas  à  un  phénomène  physique  réel,  lorsque  les  angles 
d'incidence  ou  de  réfraction  qui  en  résultent  sont  supérieurs  à  un 
angle  droit,  mais  il  suffit  de  changer  le  sens  de  la  propagation  dans 
un  des  systèmes  pour  retrouver  un  phénomène  réel.  En  d'autres 
termes,  le  théorème  de  Gergonne  permet  d'obtenir  par  une  seule 
opération  la  transformation  des  ondes  initiales  dans  les  ondes 
finales,  ouïes  trajectoires  des  rayons  dans  le  dernier  milieu,  sans 
donner  le  sens  de  la  propagation. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  faisceau  de  rayons  parallèles,  IA 
et  IB  (fig.  29),  soit  transformé  par  un  système  optique  (lentille) 

Fig.    29. 


en  rayons  qui  convergent  au  point  O  dans  le  même  milieu.  La  sur- 
face S  est  un  plan  et  la  surface  S'  sphérique. 

L'intersection  MM'  des  deux  surfaces  de  même  époque  8  est  une 
circonférence  ayant  pour  axe  la  parallèle  aux  rayons  primitifs 
menée  par  le  point  O,  et  la  surface  S  sera  de  révolution  autour  de 
cet  axe,  mais  le  phénomène  physique  n'est  pas  possible.  Si  ces 
rayons  primitifs  marchent  dans  la  direction  IA,  les  rayons  réflé- 
chis sur  la  surface  S  semblent  émaner  du  point  O  qui  est  une  source 
virtuelle;  si  l'on  change  au  contraire  le  sens  de  propagation  des 
rayons  primitifs,  les  rayons  réfléchis  marchent  vers  le  point  O. 

56.  Des  caustiques.  —  Quand  un  système  d'ondes  primitives 
donne,  après  un  certain  nombre  de  réflexions  ou  réfractions,  des 
ondes  sphériques,  les  rayons  correspondants  sont  concourants  et 
reproduisent  des  images  nettes,  sauf  les  effets  de  diffraction  (31). 
On  dit  alors  que  le  système  optique  est  aplanétique. 

Lorsque  les  rayons  ne  sont  pas  concourants,  ils  sont  tangents  à 
une  même  surface  appelée  caustique.  Si  l'on  mène  sur  la  caustique 
une  courbe  tangente  à  un  ensemble  de  rayons,  la  distance  de  deux 
rayons  tangents  en  des  points  infiniment  voisins  est  ou  nulle  ou 
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un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  suivant  que  la  courbe  caus- 
tique est  plane  ou  gauche.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  rayons 
sont  concordants  en  leur  point  de  rencontre;  dans  le  second  cas, 
ils  sont  concordants  sur  la  droite  qui  mesure  leur  plus  courte  dis- 
tance. C'est  dans  ce  sens  que  l'on  doit  entendre  que  deux  rayons 
infiniment  voisins  sont  concordants  sur  la  surface  caustique. 

D'après  le  théorème  de  Gergonne,  lorsqu'un  faisceau  de  rayons 
isogènes  n'est  pas  concourant,  une  seule  réflexion  ou  réfraction 
sur  une  surface  convenable  permettait  donc  de  le  transformer  en 
un  faisceau  concourant  et,  par  conséquent,  de  rendre  le  système 
aplané  tique. 

57.  Théorème  de  Sturm  (').  —  Un  faisceau  infiniment 
petit  de  rayons  rencontre  deux  lignes  focales,  et  ces  lignes 
sont  situées  dans  des  plans  rectangulaires  si  le  milieu  est 
isotrope. 

Considérons  les  rayons  correspondant  à  une  étendue  infiniment 
petite  d'une  surface  d'onde  S,  au  voisinage  du  point  M.  Soient 
ABet  GH  (fig.  3o)  les  sections  principales  de  la  surface  au  point 
M,  MO  et  MC  leurs  rayons  de  courbure. 

Par  un  point  infiniment  voisin  M'  menons,  de  même,  les  sections 
principales  A'B'  et  G' H';  les  rayons  correspondant  aux  points  M, 


M',  P  et  Q  sont  les  normales  à  la  surface  d'onde.  A  un  infiniment 
petit  près  du  troisième  ordre,  la  normale  en  P  passe  par  le  point 
C  et  la  normale  en  Q  passe  par  le  point  O. 


(')  Sturm,  Comptes  rendus 
et  1238;  1848. 

M.  —  I. 


l'Académie  des  Sciences,  t.  XX,  p.  554,  ?6* 
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Quant  à  la  normale  en  M',  elle  rencontre,  au  même  ordre  d'ap- 
proximation, la  normale  PC  en  un  point  O'  infiniment  voisin  du 
point  O,  puisque  les  sections  principales  G'H'  et  GH  appartien- 
nent au  même  système  5  elle  rencontre  aussi  la  normale  QO  en  un 
point  G'  infiniment  voisin  du  point  G.  L'élément  de  courbe  00' 
est  situé  dans  le  plan  osculateur  PMG  de  la  section  principale  AB; 
l'élément  CG  est  dans  le  plan  QMO  osculateur  de  la  deuxième 
section  principale  GH.  Ces  deux  éléments  sont  donc  situés  dans  les 
plans  rectangulaires,  normaux  à  la  surface  d'onde. 

Les  normales  aux  différents  points  d'une  étendue  infiniment 
petite  de  surface  d'onde,  c'est-à-dire  les  rayons  qui  forment  un 
faisceau  infiniment  petit,  rencontrent  ainsi,  à  un  infiniment  petit 
près  du  troisième  ordre,  deux  lignes  00'  et  GG7  situées  dans  des 
plans  rectangulaires  normaux  à  la  surface  d'onde  et  passant  par 
les  centres  de  courbure  des  sections  principales  de  la  surface.  Les 
lignes  00'  et  CC  sont  les  lignes  focales  du  faisceau;  elles  sont 
situées  du  même  côté  de  la  surface  S,  ou  de  part  et  d'autre,  sui- 
vant qne  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  S  sont 
de  même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Si  l'une  des  sections  principales  AB  est  dans  un  plan  de  symé- 
trie de  la  surface,  ou  simplement  si  l'un  des  rayons  de  courbure 
MG  est  maximum  ou  minimum,  la  droite  GG  est  perpendiculaire 
au  rayon  MG. 

Si  la  surface  présente  deux  plans  de  symétrie  ou  si  les  deux 
rayons  de  courbure  sont  en  même  temps  maximum  ou  minimum, 
les  deux  lignes  focales  sont  perpendiculaires  au  rayon. 

Les  rayons  de  courbure  Rt  et  R2  représentent  les  rayons  de 
deux  surfaces  d'onde  caractéristiques  du  milieu  qui  seraient  oscu- 
latrices  de  la  surface  S,  et  l'osculation  aurait  lieu  suivant  les  sec- 
tions principales. 

Gette  remarque  permet  d'étendre  le  théorème  de  Sturm  aux 
milieux  anisotropes.  Menons  une  surface  d'onde  caractéristique  S' 
du  milieu,  tangente  au  point  M  à  l'onde  S,  ce  qui  est  toujours 
possible,  puisque  l'onde  S  correspondant  à  des  rayons  isogènes 
est  l'enveloppe  d'une  série  d'ondes  caractéristiques;  coupons  alors 
les  deux  surfaces  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infini- 
ment voisin.  Les  indicatrices  des  deux  surfaces  sont  deux  co- 
niques E  et  E'  concentriques  (fig.  3i). 
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Les  côtés  du  parallélogramme  mené  par  les  points  d'inter- 
section sont  respectivement  parallèles  aux  axes  conjugués  com- 
muns AB  et  GH  des  deux  indicatrices. 

Le  centre  de  l'onde  caractéristique  S'  est  situé  sur  le  rayon 
(conjugué  du  plan  tangent)  qui  passe  au  point  M.  On  peut  donner 
au  rayon  vecteur  R  de  cette  surface  deux  valeurs  R,  et  R2,  telles 
que  la  caractéristique  E'  soit  tangente  sur  le  diamètre  AB  ou  sur 
le  diamètre  GH  à  l'indicatrice  E  de  la  surface  S  ;  l'onde  caractéris- 
tique S'  est  ainsi  osculatrice  à  la  surface  S  suivant  les  sections  AB 
ou  GH  par  des  plans  qui  comprennent  le  rayon. 

Fis.  3i. 


Il  suffit  alors  de  répéter  le  raisonnement  qui  précède  en  rem- 
plaçant les  sections  principales  par  les  sections  ainsi  définies, 
le  rayon  MO  (fig.  3o)  n'étant  plus  normal  à  la  surface  S,  mais 
conjugué  du  plan  tangent.  Tous  les  rayons  qui  forment  un  fais- 
ceau infiniment  petit  rencontrent  encore  deux  lignes  focales, 
l'une  00'  située  dans  le  plan  qui  passe  par  le  rayon  et  l'un  des 
diamètres  conjugués  AB  commun  aux  deux  indicatrices,  l'autre  GG' 
dans  le  plan  du  rayon  et  de  l'autre  diamètre. 

Les  deux  lignes  focales  ne  sont  plus  dans  des  plans  rectangu- 
laires; chacune  d'elles  est  encore  perpendiculaire  au  rayon  quand 
le  rayon  vecteur  correspondant  R  passe  par  un  maximum  ou  un 
minimum. 

Un  système  optique  est  dit  astigmate  (aiiy^a,  point)  lorsqu'il 
transforme  ainsi  les  rayons  partis  d'un  point  en  un  faisceau  ayant 
deux  lignes  focales;  les  plans  qui  passent  par  le  rayon  moyen  et 
les  lignes  focales  sont  les  plans  principaux  d'astigmatisme. 

58.  Réflexion  sur  les  miroirs  plans.  —  Dans  un  milieu  iso- 
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irope,  les  rayons  partis  d'une  source  S  (fi g.  32)  qui  tombent  sur 
un  miroir  plan  P  se  comportent,  après  la  réflexion,  comme  s'ils 
émanaient  d'un  point  A  symétrique  du  premier  par  rapport  au 
miroir  et  qui  en  forme  une  image;  un  miroir  plan  est  donc  apla- 
nétique  (56).  L'image  A  n'est  visible,  bien  entendu,  que  dans 
l'étendue  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A  et  pour  base  le 
contour  du  miroir.  L'image  d'un  objet  réel  est  le  symétrique  de 
l'objet  par  rapport  au  plan  du  miroir  et  virtuelle. 


Si  l'on  imagine  que  les  rayons  marchent  en  sens  contraire, 
c'est-à-dire  que  le  miroir  reçoive  des  rayons  convergeant  vers  le 
point  A,  ils  iront,  après  réflexion,  converger  au  point  S.  Un  fais- 
ceau de  rayons  convergents  dirigés  de  manière  à  former  une 
image  réelle  en  arrière  d'un  miroir  formera  donc,  après  réflexion, 
une  image  réelle  symétrique  de  la  première  en  avant  du  miroir. 

Remarquons  que  le  rayon  réfléchi  MR  a  tourné  de  l'angle 
S(MR  que  fait  ce  rayon  avec  le  prolongement  MS,  du  rayon 
incident;  cette  rotation  est  évidemment  double  de  l'angle  9  que 
fait  le  rayon  incident  SM  avec  la  surface  du  miroir. 

Quand  on  fait  tourner  le  miroir  d'un  angle  S,  le  rayon  réfléchi 
se  déplace  d'un  angle  double  20. 

On  utilise  cette  propriété  pour  mesurer  l'angle  des  prismes  et, 
dans  la  méthode  du  miroir  imaginée  par  Poggendorff,  pour  évaluer 
la  rotation  des  appareils  mobiles. 

59.  Deux  miroirs  plans.  —  Considérons  deux  miroirs  plans 
P  et  Q  (fig>  33)  dont  les  faces  réfléchissantes  font  l'angle 

cp  =.  7T  —  w  ; 
supposons  qu'un  point  lumineux  S  soit  situé  dans  l'angle  <p,  et 
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prenons  pour  plan  de  figure  le  plan  perpendiculaire  à  l'arête  O 
d'intersection  des  miroirs  qui  passe  par  la  source  S. 

L'image  A  par  rapport  au  miroir  P  est  symétrique  de  S  et, 
par  suite,  à  la  même  distance  du  point  O  5  l'image  B  par  rapport 
au  miroir  Q  est  aussi  symétrique  de  S.  Les  trois  points  S,  A  et  B 
sont  donc  situés  sur  une  même  circonférence,  ayant  pour  centre 
le  point  O. 

Fis.    33. 


Imaginons  que  les  miroirs  soient  prolongés  jusqu'à  leur  inter- 
section et  que  les  rayons  se  réfléchissent  sur  l'un  et  sur  l'autre  au 
voisinage  de  cette  arête;  la  rotation  est  2 9  pour  le  premier  miroir 
et  2(cl)  +  8)  pour  le  second.  L'angle  apparent  AOB  des  deux 
images  A  et  B  vues  du  point  O  est  donc 

2(00  -4-  6)  —  20  —  20), 

c'est-à-dire  le  double  de  l'angle  supplémentaire  des  miroirs-,  cet 
angle  apparent  est  indépendant  de  l'angle  0  et,  par  suite,  de  la 
position  de  la  source. 

Si  les  rayons  émanés  de  la  source  S,  après  s'être  réfléchis  sur 
le  miroir  P,  peuvent  éprouver  une  seconde  réflexion  sur  le  miroir  Q, 
ce  qui  exige  que  la  première  image  A  soit  en  avant  du  second 
miroir,  la  nouvelle  image  A'  sera  également  située  sur  la  même 
circonférence. 

En  supposant  encore  que  ces  deux  réflexions  ont  lieu  dans  le 
voisinage  de  l'arête  O,  le  premier  rayon,  réfléchi  dans  la  direc- 
tion AO,  a  éprouvé  une  rotation  2Q  et  fait  avec  le  miroir  Q  l'angle 
co  —  9;  à  la  seconde  réflexion  la  rotation  est  2(03  —  Q),   ce   qui 
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donne  pour  rotation  totale  284-2(0)  —  Q)  =  20).  L'angle  du  rayon 
doublement  réfléchi  OR  avec  le  prolongement  OS!  du  rayon  inci- 
dent est  donc  double  de  l'angle  supplémentaire  w  des  miroirs  et 
indépendant  de  la  position  de  la  source. 

On  utilise  cette  propriété  dans  les  sextants,  les  cercles  à 
réflexion  et  les  prismes  à  double  réflexion  intérieure. 

Lorsqu'on  a  to  =  -?  c'est-à-dire  que  les  miroirs  sont  à  angle 

droit,  les  rayons  reviennent  sur  la  direction  des  rayons  incidents. 

L'image  d'un  objet  vu  par  double  réflexion,  étant  symétrique 
du  symétrique  de  l'objet,  est  identique  à  l'objet  lui-même  et  lui  est 
superposable. 

Avec  deux  miroirs  à  angle  droit,  cette  image  est  symétrique  de 
l'objet  par  rapport  à  l'arête  d'intersection. 

Lorsque  l'angle  cp  =  tc  —  to  des  faces  polies  est  plus  petit  qu'un 
droit,  on  peut  observer  ainsi  plusieurs  images  produites  par  des 
réflexions  multiples,  et  qui  sont  toutes  situées  sur  une  même 
circonférence  ayant  pour  centre  l'arête  des  miroirs. 

Les  rayons  réfléchis  d'abord  sur  le  miroir  P  {fi g.  34)  donnent 


Fig.  34. 


une  série  d'images  A,  A',  A",  .  .  .,  dans  des  directions  qui  font 
alternativement  avec  les  faces  postérieures  des  miroirs  P  et  Q  les 
angles  9,  0  -f-  <p,  9  -j-  2cp,  .  .  . ,  9  +  (/:>  —  i)<p.  Les  rayons  réfléchis 
d'abord  sur  le  miroir  Q  donnent  des  images  B,  B',  B",  .  .  . ,  dont  les 
directions  font  avec  les  faces  postérieures  des  miroirs  Q  et  P  les 
angles  cp  —  9,  2cp  —  9,  3cp —  9,  ...,  qy —  9.  Les  images  deviennent 
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improductives  (^d'images  nouvelles  quand  elles  se  trouvent, 
telles  que  Aw  et  Bw,  dans  l'angle  FOQ'  opposé  à  l'angle  des  mi- 
roirs, c'est-à-dire  quand  l'une  des  directions  considérées  corres- 
pond à  un  angle  supérieur  à  tc  - — •  cp  ;  on  doit  donc  avoir 


TT^Cp  O^TT 


Il  en  résulte  que  le  nombre  total  N  =  p  +  q  des  images  est 
compris  entre  les  deux  limites 


2  TT  2 1t 

H 1  =  N 1 1 


Si  l'angle  cp  est  contenu  n  fois  dans  la  circonférence,  on  a 


et,  par  suite. 


27T  . 

1  >  —  ±n 

?  " 


/i-|-2>N^/Z  — 


Le  nombre  des  images  peut  être,  suivant  les  cas,  n  —  i ,  n  ou 
n  -4-i.  C'est  le  principe  du  kaléidoscope. 

On  voit  aisément  que,  pourcp  =  o,  c'est-à-dire  pour  des  miroirs 
parallèles,  les  images  sont  en  ligne  droite  et  en  nombre  illimité 
sur  une  perpendiculaire  aux  miroirs. 

Dans  ce  cas,  en  appelant  d  la  distance  de  la  source  S  au  mi- 
roir P  et  D  la  distance  des  deux  miroirs,  les  distances  successives 
AB',  B'A",  .  .  .  des  images  situées  derrière  le  miroir  P  sont 
alternativement  2(D  — d)  et  id. 

Les  images  d'un  objet  sont  alternativement  identiques  à  l'objet 
ou  symétriques,  suivant  qu'elles  correspondent  à  un  nombre  pair 
ou  impair  de  réflexions. 

60.  Miroirs  sphériques.  —  Lorsque  la  face  polie  du  miroir 
appartient  à  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  R,  les  rayons  émis 
par  une  source  A  {fig>  35)  et  qui  tombent  sur  une  petite  étendue 
de  miroir  au  point  M  forment  après  réflexion  un  faisceau  qui  ren- 
contre en  général  deux  lignes  focales  (57). 

(')  Bertin,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XXIX,  p.  267;  i85o. 
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Si  l'on  prend  pour  plan  de  figure  le  plan  qui  passe  par  le  rayon 
moyen  AM  du  faisceau  considéré  et  le  centre  O  de  la  sphère,  l'une 
des  lignes  focales  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  par 
raison  de  symétrie,  et  l'autre  dans  ce  plan. 

Tous  les  rayons  qui  ont  le  même  angle  d'incidence  i  forment 
un  cône  circulaire  autour  de  la  droite  AO,  ou  de  ra#edu  point  A, 
et  les  rayons  réfléchis  forment  un  cône  circulaire  de  même  axe 
dont  le  sommet  est  en  A,. 


L'une  des  lignes  focales  est  donc  une  droite  A,  A'.  La  seconde 
ligne  focale  est  perpendiculaire  au  plan  de  figure  et  passe  par  le 
point  de  rencontre  A2  des  rayons  MA2  et  M'A2  réfléchis  en  deux 
points  infiniment  voisins.  L'enveloppe  de  ces  rayons  réfléchis  est 
la  caustique  par  réflexion. 

Pour  déterminer  la  position  du  point  A<,  nous  appellerons 
a  et  aK  les  distances  OA  et  OA, ,  b  et  b{  les  distances  MA  et  MA1 , 
to  l'angle  MOG,  a  et  a,  les  angles  MAC  et  MA,  G.  On  a,  par  les 
triangles  MOA  et  MOA, , 

la  b  R 


(I) 

]  sini        sinw 
|     ax            bx 

si  n  a 
R 

\   siiu        sinoo 

sinaj 

il  en  résulte  d'abord 

(2) 

a         b 
av        bi 

La  projection  de  ces  différentes  droites  sur  le  rayon  MO  donne 
(3)  R  —  b  cosi  —  a  cosw  —  bY  cosz  -h  ai  cosco, 

d'où,  en   éliminant   les  longueurs   b  et  b{   ou  a  et  ax  entre  les 
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équations  (2)  et  (3), 

I  I  2COSW 


(4) 

a{        a  W 

.„.  II  2C0SJ 

On  déduit  aussi  des  équations  (1) 
(6)  b  sina  —  bx  sino^^  R  sinco. 

Les  distances  aK  et  bK  diminuent  avec  l'angle  a),  c'est-à-dire  à 
mesure  que  le  rayon  incident  se  rapproche  de  Taxe  AO.  Leurs 
valeurs  limites  a!  et  b1,  correspondant  à  co  =  o,  donnent 

elles  déterminent  un  point  A'  qui  est  le  foyer  conjugué  ou 
X image  du  point  A  pour  les  rayons  voisins  de  l'axe.  On  a  d'ail- 
leurs 

1         1        2 


a1 

a       R 

et,  par  suite, 

(7) 

1 

a'~ 

a< 

=  î<' 

a,  —  a' 

—  COSto)  = — 

a,  a 

Quand  on  fait  a  =  00,  c'est-à-dire  quand  les  rayons  sont  paral- 

T> 

lèles  à  l'axe,  les  distances  a' et  b'  ont  pour  valeur  commune  F  =  —  • 

1  2 

Le  point  de  concours  K  des  rayons  réfléchis,  ou  le  foyer  prin- 
cipal, est  au  milieu  du  rayon  et  sa  distance  au  point  C,  ou  la  lon- 
gueur focale  F  du  miroir,  est  la  moitié  du  rayon. 

61.  —  Pour  trouver  le  point  A2,  nous  remarquerons  qu'en  con- 
sidérant les  variations  des  différents  angles,  quand  on  passe  de  M 
en  M',  et  appelant  p  la  distance  MA2,  le  triangle  M'A2M,  où  le 
côté  MM'  est  égal  à  R  <iw,  donne 

R  du>  dcf-i  di  4-  dm 


p  cos (i  -i-  di)  cosi 

D'autre  part,  on  a  parles  relations  (1) 

R  cos i di ■=.  a  cos aà  =  a  cos a ( d w  —  di) . 
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En  éliminant  le  rapport  —  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

Rcosî  acosa  b  —  Rcosz 

p  R  cosi  -+-  a  cosa  _  b 


(8) 


p        b       R  cos  i 
et,  en  comparant  avec  l'équation  (5), 


i         2  /     i  ,\         2   sin-f 

COSi 


p        bx        R\cosi  )        R  cosi 

Pour  i  =  o,  on  a  p  =  b'  =  R  —  a'  ;  le  foyer  conjugué  A'  est  un 
point  de  rebroussement  de  la  caustique. 

62.  —  Les  miroirs  sphériques  ne  sont  donc  pas  aplanétiques,  ce 
qui  était  évident  a  priori,  puisque  le  miroir  qui  ferait  converger  en 
un  même  point  A'  tous  les  rayons  primitivement  émis  par  le  point 
A  est  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ayant  pour  foyers 
les  points  A  et  A'. 

Pour  des  sources  très  éloignées,  le  miroir  aplanétique  doit  avoir 
une  section  parabolique. 

On  appelle  aberrations  de  sphéricitéles  erreurs  de  convergence 
des  rayons  réfléchis  au  foyer  conjugué.  L'aberration  longitudi- 
nale est  la  distance 

/  —  A.'A1  =  «j  —  a'  ; 

l'aberration  latérale  est  la  distance 

X  =  A' A"  =1  tan  g  oc u 

déterminée  par  la  rencontre  du  rayon  MA,  avec  la  perpendiculaire 
à  l'axe  au  point  A'. 

Les  aberrations  sont  dites  principales  lorsque  la  source  est 
très  éloignée  ou  les  ondes  incidentes  sensiblement  planes.  En  rem- 
plaçant dans  le  dernier  terme  de  l'équation  (7)  le  produit  aKa! 
par  F2,  on  voit  que  les  aberrations  principales  sont 

l  •=.  F(i  —  cosco), 

X  —  /  tang2œ  =  F(i  —  cosw)  tang2w. 
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Les  miroirs  sont  habituellement  formés  par  une  calotte  sphé- 
rique.  "L'axe  principal  est  la  droite  qui  joint  le  centre  O  de  la 
sphère  au  milieu  de  la  calotte. 

Les  images  fournies  par  les  miroirs  sphériques  ne  sont  bonnes 
que  si,  l'ouverture  angulaire  du  miroir  étant  très  petite,  les  rayons 
restent  peu  écartés  de  l'axe  principal;  pour  toute  autre  direction, 
les  aberrations  sont  sensibles  et  dissymétriques. 

63.  —  Quand  on  néglige  les  aberrations,  les  formules  se  sim- 
plifient. En  appelant  y  et  y7  les  distances  CA  et  CA'  {fi g.  36)  du 


Fis.  36. 


miroir  à  un  point  A  situé  sur  l'axe  principal  et  à  son  image  A',  la 
relation  (5)  devient 

i  I  2  I 

7+7-R-F' 

ce  qu'on  peut  écrire 

F        F 

(9)  f+j=1- 

Si  l'on  appelle  <p  et  <p'  les  distances  KA  et  KA'  du  foyer  prin- 
cipal au  point  A  et  à  son  image,  on  a 

/=<p-f-F,        /=T'-f-F. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9),  il  reste  simplement 

(IO)  cpcp'^F2. 

Les  équations  (9)  et  (10)  sont  les  expressions  que  l'on  donne 
habituellement  à  la  formule  des  miroirs;  nous  n'insisterons  pas 
sur  leur  discussion. 

64.  —  Quand  un  objet  AB  est  perpendiculaire  à  l'axe  principal, 
son  image  A'  B'  est  située  sur  une  surface  qui  coupe  cet  axe  nor- 
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malement;  l'image  peul  aussi,  dans  les  limites  indiquées,  être  con- 
sidérée comme  plane  et  perpendiculaire  à  l'axe.  Le  foyer  conjugué 
B'  du  point  B  se  trouve  sur  trois  directions  remarquables  :  l'axe 
secondaire  BO  relatif  au  point  B,  le  rayon  réfléchi  MK  qui  passe 
par  le  foyer  principal  et  provient  d'un  rayon  BM  primitivement 
parallèle  à  l'axe  principal,  le  rayon  M'B'  réfléchi  parallèlement  à 
l'axe  et  qui  provient  d'un  rayon  BM/  passant  par  le  foyer.  On 
utilise  deux  quelconques  de  ces  directions  pour  construire  géomé- 
triquement les  images. 

Si  l'on  appelle  I  et  Y  les  grandeurs  de  l'objet  AB  et  de  son 
image  A'B'  et  qu'on  les  considère  comme  positives  ou  négatives, 
suivant  qu'elles  sont  comptées  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'axe, 
on  a,  d'après  la  ligure  et  en  tenant  compte  de  l'équation  (2), 

—  V_a'_  f 
1     -  a"  f* 

ou 

11 

Y 

Le  rapport  y  est  le  grossissement  de  l'image.  On  peut  écrire 

aussi,  d'après  les  équations  (9)  et  (10), 

— 1'_  /'—  F_  ?'_F  _      F  jf_ 

~T~  ~       F       ~  F  —y—f—  F  ~  y    ?* 

Enfin  l'équation  (6),  qui  se  réduit  à/a^/V,  ol'  désignant  la 
valeur  limite  de  l'angle  ati  donne  encore 

(12)  Ia  +  Fa'zio. 

Ces  différentes  expressions  se  généralisent  pour  le  cas  d'un  ap- 
pareil optique  quelconque. 

65.  Réfraction  sur  une  surface  plane.  —  Deux  milieux 
isotropes  étant  séparés  par  une  surface  plane  S  (fig-  37),  les  rayons 
partis  d'un  point  S  dans  le  premier  milieu  qui  se  réfractent  sur  un 
élément  de  la  surface  S  forment  encore  un  faisceau  qui  a  deux 
lignes  focales. 

Le  plan  mené  par  le  rayon  moyen  SM  normalement  à  la  surface 
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S  est  un  plan  de  symétrie;  Tune  des  lignes  focales  est  perpendi- 
culaire à  ce  plan  et  l'autre  située  dans  ce  plan. 

Soient  h  la  distance  SQ  du  point  S  à  la  surface,  H'angle  d'inci- 
dence du  rayon  SM,  r  l'angle  de  réfraction  du  rayon  corres- 
pondant MM'  et  n  l'indice  de   réfraction  du  second  milieu  par 

rapport  au  premier. 

Fig.  37. 


Tous  les  rayons  qui  ont  le  même  angle  d'incidence  i  appar- 
tiennent à  un  cône  circulaire  autour  de  la  droite  SQ,  dont  l'angle 
au  sommet  est  ii\  les  rayons  réfractés  forment  un  cône  circulaire 
de  même  axe,  dont  l'angle  est  i  r  et  qui  a  pour  sommet  un  point  C. 

En  appelant  pet/?  les  distances  SM  et  CM,  on  a 


QM  —  p  siru=jp  sin 


p    .     . 
—  sinz. 


ou 
(i3) 


La  distance  CQ  =  k  est 
k  —p  cosr  = 


np  =. 


n  cos/' 

COSi 


n  h 


COSi 


=h^ 


sm-i 


COSi 


Cette  distance  est  minimum  et  égale  à  nh  pour  l'incidence  nor- 
male; la  ligne  focale  CC<  qui  passe  par  le  point  C  est  normale  à  la 
surface  S. 
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Pour  avoir  la  position  O  de  la  seconde  ligne  focale,  qui  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  figure,  nous  considérerons  un  rayon  SN 
infiniment  voisin  du  premier.  Les  variations  di  et  dr  des  angles 
d'incidence  et  de  réfraction  satisfont  à  la  relation 

(i4)  cos  i  di  =.  n  cos  r  dr. 

Appelant  q  la  distance  OM,  les  triangles  SMN  et  OMN  donnent 

MN  __    di  MN         dr 

p  cost  q  cosr 

ou 

cos  i  di  =  — ¥-—  cos  r  dr, 


cos- 1 

et,  en  tenant  compte  de  l'équation  (i4)> 
(i5)  q  =  n 


cos^r        p    n*  —  smzi 


cos'i        n       coszi 

Les  deux  lignes  focales  ne  sont  sensiblement  à  la  même  distance 
p  =q  =  np  du  point  M  que  si  les  angles  i  et  r  sont  extrêmement 
petits.  Une  surface  plane  n'est  donc  pas  aplanétique  par  réfraction 
et  ne  donne  de  bonnes  images  d'un  objet  que  pour  des  rayons  très 
voisins  de  la  normale. 

Gomme  le  rapport 

d(i —  r)  cosi 

di  n cos  r 

est  toujours  positif  pour  n  >>  i  et  augmente  avec  la  valeur  de  i,  la 
réfraction  i —  r  du  rayon  croît  avec  l'angle  d'incidence  et  d'autant 
plus  rapidement  que  le  rayon  est  plus  écarté  de  la  normale. 

66.  Prisme.  —  On  appelle  prisme  en  Optique  un  milieu  terminé 
par  deux  plans  S  et  S;  {fi g*  37).  La  droite  d'intersection  de  ces 
plans  est  Y  arête  du  prisme,  l'angle  du  dièdre  qu'ils  forment  est 
V angle  du  prisme  et  la  section  droite  du  dièdre  est  la  section 
principale  du  prisme. 

En  outre,  le  milieu  est  habituellement  limité  par  une  face  BB' 
parallèle  à  l'arête  A,  qu'on  appelle  la  base  du  prisme,  et  par  deux 
sections  perpendiculaires  à  l'arête. 

Considérons  un  point  lumineux  S  et  supposons  que  les  rayons 
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sont  très  peu  écartés  de  la  section  principale  menée  par  le  point  S, 
que  nous  prendrons  pour  plan  de  figure. 

Pour  un  faisceau  incident  SMM7  dont  le  rayon  moyen  est  dans 
le  plan  de  la  figure,  la  seconde  réfraction  donnera  encore,  par  raison 
de  symétrie,  une  ligne  focale  perpendiculaire  au  plan  de  figure  si- 
tuée en  un  point  0;  et  une  ligne  G'Gj  située  dans  ce  plan. 

Soient  £  la  distance  MM',  /  et  i'  les  angles  du  rayon  MM'  et  du 
rayon  réfracté  correspondant  M'  Sf  avec  la  normale  à  la  face  de  sortie 
S'.  On  obtiendra  la  distance  M'G'=p'  en  remplaçant  dans  les 

équations  précédentes  p  par/?  +  £  et  n  par  -,  ce  qui  donne 

P'=ji(P  +  t)  =  ?  +  {- 

La  distance  q'  =.  W  O'  s'obtiendra,  de  même,  en  remplaçant  p  par 
q  +  e,  n  par  -,  i  et  r  par  r'  et  i' ;  il  en  résulte 

, g-+-z  cosV  _        cos2r  cos2z'    t    s   cosV 

ii      cos2/*'  cos2«    cosV        n  cos2/*' 

Lorsque  la  distance  £  est  très  petite  par  rapport  à  la  distance  p, 
c'est-à-dire  quand  la  réfraction  se  fait  au  voisinage  de  l'arête  du 
prisme,  il  reste  sensiblement 

Lp'—p, 

(16)  — 2 


q  =  p 


cos^i   cos^r 


On  voit  par  le  triangle  MM' A'  que  la  somme  des  angles  r  +  r' 
est  égale  à  l'angle  A  du  prisme. 

67.  Déviation  du  rayon.  —  Le  rayon  a  tourné  de  l'angle 
i —  r  à  la  première  réfraction  et  de  l'angle  i' —  r'  à  la  seconde.  La 
déviation  D  du  rayon  réfracté  M' S',  par  rapport  au  prolongement 
MSt  du  rayon  incident,  est  donc 

D  =  i-r  +  i'  —  r'  =i-h  i'  —  A.. 
Le  rayon  émergent  se  rapproche  ou  s'éloigne  de  la  base  du 
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prisme  suivant  que  l'indice  de  réfraction  relative  n  est  plus  grand 
ou  plus  petit  que  l'unité. 

Lorsque  les  angles  i  et  i!  sont  assez  petits  pour  qu'on  puisse 
remplacer  la  loi  de  réfraction  par  la  relation  simple  i '.=  /i/',  ce  qui 
suppose  que  l'angle  A  est  également  très  petit,  la  déviation 

D=(/i  — i)  (/■  +  /■')  =  (* —  i)  A 

est  indépendante  de  l'angle  d'incidence  et  proportionnelle  à  l'angle 
du  prisme. 

D'une  manière  générale,  la  déviation  dans  un  prisme  est  une 
fonction  symétrique  des  angles  i  et  i'  ou  des  angles  r  et  r'  corres- 
pondants. Comme  la  somme  r-\-rr  est  constante,  cette  déviation 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  quand  les  angles  r  et  r' 

A 

sont  égaux  entre  eux  et  à  -  ;  le  rayon  intermédiaire  MM/  est  alors 

perpendiculaire  au  plan  bissecteur  de  l'angle  du  prisme. 
Des  relations 


(■7) 

on  déduit,  par  addition, 


siru  —  n  smr, 
sini7  =  n  sinr' 


.    i  H-  ï         i  —  ï             .    r  -h  r         r 
sin cos =  n  sin cos  — 


équation  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 


.    A  +  D 

sin 

2 

r-r' 

cos 

2 

.    A 

n  sin  — 

2 

i—i' 

2 

Le  second  membre  de  cette  équation  passe  par  une  valeur  mi- 
nimum égale  à  l'unité  pour  i=  i' \  car,  si  l'angle  i  est  le  plus  grand 
des  deux  angles  i  et  i',  on  a  (65) 

i  —  r  >  i1  —  r' 

et,  par  suite, 

i 

L'égalité  des  angles  i  et  i1  (ou  r  et  r')  correspond  donc  à  un  mi- 
nimum de  déviation. 
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11  en  serait  de  même  pour  n  <<  i ,  la  déviation  étant  comptée  de 
l'autre  côté  du  rayon  incident. 

Pour  le  minimum  de  déviation,  les  équations  (16)  donnent 
qr  =  p'  =  p]  l'angle  apparent  de  deux  points  voisins  situés  dans 
une  section  principale  reste  le  même  après  la  réfraction,  et  le 
prisme  constitue  un  système  aplanétique.  L'image  d'un  objet  de 
petites  dimensions  apparentes  est  alors  la  même  que  si  les  rayons 
s'étaient  réfléchis  sur  un  miroir  plan  passant  par  l'arête  et  perpen- 
diculaire au  plan  bissecteur  de  l'angle  du  prisme. 

Il  y  a  des  cas  où  les  aberrations  d'un  prisme  n'ont  pas  d'inconvé- 
nient grave.  Si  l'objet  est,  par  exemple,  une  fente  rectiligne  pa- 
rallèle à  l'arête  du  prisme,  on  obtiendra  encore  une  image  nette 
en  observant  la  ligne  focale  O1  parallèle  à  l'arête  du  prisme,  la- 
quelle est  toujours  à  la  même  distance  p  que  la  source. 

68.  —  Les  prismes  sont  souvent  utilisés  pour  déterminer  l'in- 
dice de  réfraction  de  la  matière  qui  les  constitue. 

Dans  le  cas  général,  on  peut  mesurer  l'angle  A  du  prisme  et  les 
angles  i  et  z7,  ou  remplacer  l'une  de  ces  dernières  mesures  par 
celle  de  la  déviation  D  qu'il  est  plus  facile  d'observer. 

Le  calcul  de  l'indice  peut  se  faire  alors  de  plusieurs  manières. 
Si  l'on  élimine,  par  exemple,  l'angle  r  entre  les  équations  (17), 
après  avoir  remplacé  r'  par  A  —  r,  on  obtient 

sini'-t-  sint  cosAV       sin2«  4- sin2  j7  H-  2  sin  /  sin  j7  cosA 


n*  =  sin- 1  -f- 


sinA  /  sin2A 


Pour  le  minimum  de  déviation,  l'expérience  se  réduit  à  la  mesure 
des  angles  A  et  D,  car  on  a  simplement 

.    A  +  D 

sin 

2 


.    A 

sin  — 

2 


69.  Prisme  à  gaz.   —   Lorsque  l'indice   de  réfraction  diffère 
très  peu  de  l'unité,  si  l'on  pose  n  =  1  -h  [/.,  l'équation 

sini  =  (1  -h  \x)  sinr 


donne 


.     .        .                 .    1  —  r         1  -h  r 
[j.  sinr  ~  sin  z — sinr  =  2  sin- cos 


M.  —  I. 
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ou  sensiblement,  la  rotation  i —  /•  du  rayon  étant  très  petite, 

i —  r  rm  [i.  tan  g/-. 

La  réfraction  à  la  sortie  donne,  de  même, 

i' —  r'  =  \x  tangr', 
et  la  déviation  est 

sin  A 


D  =  |j.(tanffr  -+-  tans:/'')  —  ;x 

COS/'COS/"' 

cette  déviation  a  pour  valeur  minimum 

^            sinA  A 

D"(i. ^  =  2[i.tang-. 

cos2  — 

2 

La  direction  des  rayons  incidents  peut  alors  varier  dans  des 
limites  très  étendues  sans  que  la  déviation  change  d'une  manière 
appréciable.  Lorsque  l'angle  A,  par  exemple,  est  égal  à  1200,  le 
produit  cos r  cosr'  ne  diffère  pas  de  o,o3  de  sa  valeur  maximum 

A 

cos2—?  quand  la  direction  des  rayons  incidents  fait  un  angle  de 

5°  avec  celle  qui  correspond  au  minimum  de  déviation. 

Telles  sont  les  conditions  du  prisme  à  gaz. 

Cet  appareil  se  compose  habituellement  d'un  tube  large,  coupé 
par  deux  faces  obliques  à  l'axe,  que  l'on  ferme  au  moyen  de 
lames  de  verre  à  faces  parallèles;  une  tubulure  latérale  permet 
d'y  faire  le  vide  ou  d'y  introduire  un  gaz  quelconque,  dont  les 
conditions  physiques,  température  et  pression,  sont  déterminées. 
La  déviation  D  donne  directement  l'excès  jjl  sur  l'unité,  positif  ou 
négatif,  de  l'indice  de  réfraction  du  gaz  par  rapport  à  l'air  exté- 
rieur. D'une  manière  plus  générale,  le  changement  de  direction 
du  rayon,  d'une  expérience  à  une  autre,  est  simplement  propor- 
tionnel à  la  variation  correspondante  de  l'indice  de  réfraction. 

70.  Cas  général.  —  Le  problème  de  la  réfraction  dans  un 
prisme  est  plus  complexe  lorsque  le  faisceau  incident  n'est  pas 
perpendiculaire  à  l'arête.  Si  l'on  mène  par  un  point  des  parallèles 
aux  rayons,  on  voit  d'abord  que  les  rayons  réfractés  à  la  première 
surface  sont  compris  dans  un  cône  circulaire  autour  de  la  nor- 
male N,  dont  le  demi-angle  Q  au  sommet  est  donné  par  la  condi- 
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tion  n  sin9  =  i.  Les  rajons  ne  peuvent  sortir  de  la  seconde  face 

que  s'ils  sont  compris  dans  un  cône  de  même  angle  autour  de  la 

normale  correspondante  N\  Tous  les  rayons  intérieurs  sont  situés 

dans  la  portion  commune  à  ces  deux  cônes.   Comme  l'angle  des 

normales  N  et  N'est  égal  à  l'angle  A  du  prisme,  il  ne  peut  exister 

A         i 
de  rayons  émergents  que  si  l'on  a  A  >>  28  ou  sin  ~~  >  —  • 

1  2         n 

Traçons  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  et  menons  par  le 
centre  des  droites  parallèles  aux  différentes  directions,  comptées 
dans  le  sens  de  la  propagation;  chacune  d'elles  sera  représentée 
par  un  point  de  la  surface  sphérique. 

Soient  JN  et  N  (Jig.  38)  les  normales  aux  faces  d'entrée  et  de 

Fis.  38. 


sortie:  le  plan  NON'  représente  la  section  principale,  l'arc  NN' 
l'angle  A  du  prisme  et  00'  l'arête  du  prisme;  S  étant  la  direction 
des  rayons  incidents,  S'  celle  des  rayons  réfractés,  l'arc  de  grand 
cercle  SN  est  l'angle  d'incidence  i,  S'N'  l'angle  i!  à  la  sortie, 
RN  et  RN'  les  angles  r  et  ?J  du  rayon  intermédiaire  avec  les 
normales  aux  faces  d'entrée  et  de  sortie.  Les  plans  menés  par 
l'arête  00'  et  les  points  S,  Sf  et  R  coupent  la  section  principale 
aux  points  P,  P'  et  Q;  nous  appellerons  /z,  Ji'  et  k  les  angles  SP, 
S'P;  etRQ  de  ces  rayons  avec  la  section  principale,  x,  x'  ely  les 
angles  CP,  GP'  et  CQ  de  leurs  projections  sur  la  section  princi- 
pale avec  la  bissectrice  OC  de  l'angle  des  normales. 

En  appelant  z>  l'angle  SNN',  les  triangles  sphériques  rectangles 
SNP  et  RNQ  donnent  les  relations 


sin  k 
sin  r 


sin// 
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c'est-à-dire 

(18)  sin/i  =z  7i  sin  k. 

Gomme  le  plan  NON'  pour  la  première  réfraction  est  un  plan 
quelconque  passant  par  la  normale  N  à  la  surface,  il  en  résulte  le 
théorème  suivant  ( K  )  : 

Théorème  I.  —  Les  angles  des  rayons  réfléchi  et  réfracté 
avec  leurs  projections  sur  un  plan  normal  à  la  surface  de  sé- 
paration de  deux  milieux  suivent  la  loi  de  réfraction . 

Les  triangles  rectangles  S'N'P'  et  RN'Q  donnent,   de  même, 

sin  h'  =■  n  sin  k  ; 
par  suite 

h'=h. 

Théorème  II.  —  Dans  un  prisme,  le  rayon  incident  et  le 
rayon  émergent  sont  également  inclinés  sur  la  section  princi- 
pale. 

Les  angles  de  ces  deux  rayons  avec  l'arête  sont  respectivement 
complémentaires  des  angles  h  et  /&',  c'est-à-dire  égaux  entre  eux. 
Le  rayon  réfracté  deux  fois  dans  le  prisme  se  comporte  donc 
comme  s'il  s'était  réfléchi  sur  l'arête  du  prisme  ou,  plus  exacte- 
ment, sur  un  plan  passant  par  cette  droite. 

La  direction  du  rayon  primitif  étant  déterminée  par  les  angles 
h  et  #,  si  l'on  représente  par  ici  L'angle  A  du  prisme,  les  mêmes 
triangles  donnent 

cos*  — -  cos  h  cos  (a  -h  x), 

cosr :  =  cosk  cos  {a-hf); 

1  cosr'  =  cos  À"  cos(« — y), 

cosif  ■=.  cos  h  cos  (a  -ha?'). 

En  tenant  compte  de  l'équation  (18)  et  de  la  loi  de  réfraction, 
on  peut  ainsi  déterminer  successivement  les  angles  i,  r,  y,  r',  i! 
et  x' . 


(')  Bravais,  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XVIII,  p.  79;  1 845. 


On  a  aussi 
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tang(<2  -\-  œ)  =  tangz  coso, 


d'où 


tang(«  -h  y)  =  tangr  coso, 
tang(a-h^r)        tang?        /?,  co 


tang  (a  4-/)        tangr  cosi 

et,  en  tenant  compte  des  équations  (19), 


sin(a-Jrx) ncosk v/'*2 — sin2  A 

s'm(a-\-y)  ~      cosh   "  cos/i        ' 

on  obtiendrait  de  même 

sin  ( a  4-  x' )  11  cos  k sin  (  a  4-  x  ) 

sin  (a — y)  ~      cosh    '      sin  (a  4-/) 

Tant  que  l'angle  /t  est  très  petit,  on  a  sensiblement 

_  sin  (a  -+- x) sin(a-^x') 

~~  sin  (a  4- y)         sin  (a  — y) 

Dans  ce  cas,  la  loi  de  réfraction  s'applique  aux  projections  des 
rayons  sur  la  section  principale  et  l'angle  x'  ne  dépend  que  de 
l'angle  x.  Lorsque  les  rayons  incidents  sont  situés  dans  un  plan 
parallèle  à  l'arête,  les  rayons  émergents  qui  leur  correspondent 
sont  aussi  sensiblement  dans  un  même  plan. 

La  déviation  D  du  rayon  est  représentée  par  l'arc  de  grand 
cercle  SS'.  Le  triangle  isoscèle  SO'S'  donne 

.    D  ,    .    x  -\-  x' 

sin  —  —  cos  h  sin • 

2  2 

Pour  une  valeur  donnée  de  h,  cette  déviation  est  une  fonction 
symétrique  des  angles  x  et  x'  et,  par  suite,  des  angles  i  et  ï .  Elle 
est  minimum  quand  x  =  x',  c'est-à-dire  y  =  o,  ce  qui  donne 

.  d         :  . 

sin  —  —  cos  11  sin^r, 

2 


avec  la  condition 


.    .  .        ncosk    . 

sin  a  4-  x)  — —  sin  a. 

cos  A 


71.  Réflexions  intérieures.   —  Considérons  un  prisme  à  base 
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polygonale  dont  les  angles  successifs  sont  A,,  A2,  A3,  . . .,  et  sup- 
posons qu'un  rayon  situé  dans  la  section  principale  éprouve  entre 
l'entrée  et  la  sortie  une  série  de  réflexions  intérieures;  soient  i  et 
r  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction  sur  la  première  surface, 
/•'et  i'  les  angles  analogues  à  la  sortie.  Si/-,  est  l'angle  d'incidence 
à  la  seconde  surface  où  se  fait  une  première  réflexion,  ce  rayon  fait 

avec  la  surface  l'angle r{  et  éprouve  une  rotation 


G 


71  IV 


Les  angles  d'incidence  relatifs  aux  réflexions  suivantes  étant 
r-2,  /';?,  • ..,  la  déviation  totale  du  rayon  émergent  a  pour  expres- 
sion 

D—  i—  r  H-  2(71  —  2/*!)  +  V  —  r' 

ou,  s'il  y  a  p  réflexions  intérieures, 

D=:j+  i'-i-p~—  [aïri+r+r']. 
Or  on  a  successivement 


(21) 


r-+-/1  =  Al5 

j\  -+-  r2—  A2, 


\  rp-i  +  r  —  Ajo, 
ce  qui  donne 

22ri  +  r  +  r/  =  A1  +  A,  +  .i.+  Ap=2;A, 
T>  =  i-hi'-+-pTz  —  SA. 

72.  —  Lorsque  tous  les  angles  dièdres  sont  égaux,  on  a 
D  =  i  -+-  i'  -+-  pn  —  (p  +  i)  A. 

Dans  ce  cas,  les  angles  r,  7*2,  /**,  ...  sont  égaux  entre  eux, 
ainsi  que  les  angles  ;-,,  r3,  r5,  .... 

Si  le  nombre  des  réflexions  intérieures  est  impair,  l'angle  r!  est 
d'ordre  pair  et  égal  à  /*;  les  angles  i  et  i'  sont  aussi  égaux  entre 
eux,  et  il  reste  simplement 

D  —  2Î-\-pTZ  —  (/?  H-  i)A. 
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La  déviation  est  indépendante  de  la  nature  du  prisme  et  de  la 
nature  de  la  lumière;  elle  est  la  même  que  si  le  rayon  éprouvait 
une  seule  réflexion  sur  une  surfaee  plane  P  parallèle  aux  arêtes,  et 
faisant  un  ançle  o  avec  la  face  d'entrée. 

L'angle  du  rayon  incident  avec  ce  plan  est <p  +  i,  ce  qui 

donne  la  condition 


D  =2!  -  —  cp  +  i  j=2i+/?it-  (/?-hi)A, 

A  7T 

<p  =  (/>  +  i)-  —  (/>  —  0  -• 

La  direction  du  plan  fictif  de  réflexion  est  donc  indépendante 
de  la  direction  des  rayons  incidents. 

Le  prisme  se  comporte  alors  comme  un  miroir,  et  cette  pro- 
priété est  indépendante  de  la  direction  de  la  lumière.  En  effet, 
pour  une  seule  réflexion,  si  la  projection  du  rayon  incident  sur  la 
section  principale  fait  avec  la  normale  à  la  face  d'entrée  l'angle 
a  -\-  x,  la  projection  du  rayon  réfléchi  à  la  seconde  face  fait  avec 
la  normale  comptée  vers  l'intérieur  du  prisme  l'angle  a  — y,  la 
valeur  de  y  étant  donnée  par  l'équation  (20),  et  avec  la  normale 
à  la  troisième  face  l'angle  ia  —  [a — y)  =  a  -\-y\  par  suite, 
l'angle  d'émergence  sera  le  même  a-\-x  que  l'angle  primitif,  et 
ces  deux  directions  seront  également  inclinées  sur  le  plan  P. 
Gomme,  d'autre  part,  les  rayons  incident  et  émergent  font  le 
même  angle  h  avecjla  section  principale  de  part  et  d'autre,  tout 
se  passe  comme  s'il  y  avait  simplement  réflexion  sur  un  plan  P. 
Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  impair  quelconque  de  ré- 
flexions intérieures. 

Avec  un  prisme  dont  la  section  est  un  triangle  isoscèle,  par 
exemple,  le  plan  fictif  P  de  réflexion  unique  est  parallèle  à  la  base  ; 

car  on  a,  pour  p  =  1 , 

cp  —  A. 

En  choisissant  l'angle  A  et  la  direction  des  rayons  incidents  de 
manière  que  la  réflexion  soit  totale,  on  obtient  ainsi  l'équivalent 
d'un  miroir  dont  la  surface  réfléchissante  est  inaltérable  et  qui 
donne  beaucoup  d'éclat  aux  images.  Ces  prismes  à  réflexion 
totale  sont  très  souvent  utilisés. 
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Si  le  nombre  des  réflexions  est  pair,  l'angle  r'  est  d'ordre  impair 
et  égal  à  r4  ou  A —  r.  La  déviation  D  est  alors  une  fonction  symé- 
trique des  angles  i  et  i'  ,  ou  des  angles  r  et  iJ  dont  la  somme  est 
constante,  et  cette  déviation  passe  par  un  minimum  pour  r=  iJ ; 
elle  dépend  de  l'indice  de  réfraction  et,  pour  un  même  rayon  inci- 
dent, varie  avec  la  couleur  de  la  lumière. 

73.  —  Dans  un  prisme  dont  la  section  est  un  triangle  équila- 
téral,  par  exemple,  A  =  t>  •  La  déviation  pour  un  nombre  pair  de 
réflexions  prend  les  valeurs  suivantes 


p  =  o, 

D  =  l+l7-   y 

p  =  2, 

D  =  t+j'+3-, 

P  —  k, 

D  =  i  -+-  V  +  7  - , 

. 

elle  correspond  à  des  directions  pour  lesquelles  les  différentes 
couleurs,  issues  d'un  même  rayon  de  lumière  blanche,  sont  sépa- 
rées les  unes  des  autres. 

Pour  un  nombre  impair  de  réflexions,  on  a 


p—  I, 

D  =  2  i  h- 

3' 

P  =  3, 

D  =  2  i  h- 

'53' 

p—5, 

D  —  2  i  -f 

-9V 

les  directions  correspondantes  donnent  un  rayon  blanc. 

74.  —  Supposons  encore,  dans  le  cas  de  deux  réflexions,  que  les 
angles  A<  et  A3  soient  égaux ;  on  déduit  des  relations  (21) 

r  —  r2  —  At  —  Â.2, 

/•24-  r'=  At 
ou 

/•  -h  r'=  2  Ai  —  A2. 
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Si  l'on  a  2  A<  —  A2,  c'est-à-dire  si  le  second  angle  est  le  double 
du  premier,  il  en  résulte  r  -\-  /' ~  o,  par  suite  i  -f-  i!  =  o,  et  la  dé- 
viation est 

D  =  2  1t  —  (  2  Àj  -+-  A2  ) . 

Cette  déviation  est  constante  et  égale  à  l'angle  B  que  font  entre 
elles  les  faces  d'entrée  et  de  sortie. 

Un  prisme  ainsi  constitué  équivaut  encore,  par  réflexion  double, 

à  deux  miroirs  plans  (59)  dont  l'angle  to  est  égal  à  —  ;  les  images 

sont  identiques  aux  objets  et  la  déviation  est  indépendante  de  la 
direction  des  rayons  incidents. 

75.  Lame  à  faces  parallèles.  —  Pour  obtenir  la  réfraction 
produite  par  une  lame  à  faces  parallèles  d'épaisseur  e  (fig.  3()), 
il  suffira,  dans  les  calculs  relatifs  à  la  réfraction  par  un  prisme, 
de  faire  A  =  o  et,  par  suite,  i'  =■  i  et  rf=  r. 

Fig.  39. 


La  source  étant  en  S,  l'une  des  lignes  focales  est  perpendiculaire 
à  la  lame  et  située  en  G';  l'autre  ligne  focale  O'  est  perpendicu- 
laire au  plan  moyen  de  réfraction  du  faisceau,  et  l'on  a 


O'M' 


£    COS^ 


n  cos-4/* 


La  distance  des  deux  lignes  focales  O'  et  G'  sur  le  rayon  émer- 
gent est 

:2 


C'0'  =  p'-q' 


COS'l 


I  — 


COS'J 
COS2/' 
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Cette  distance  est  très  petite  pour  les  lames  peu   épaisses,  de 
sorte  que  les  ondes  émergentes  sont  sensiblement  sphériques. 
La  distance  k'  de  la  ligne  focale  Q!  à  la  face  inférieure  est 

j .       .  ,         ,    cos  i         .  cos  i 

k'  =  (k  -h  e) =A  +  e ? 

ncosr  ncosr 

ce  qui  donne,  pour  la  distance  de  la  source  S  à  la  ligne  focale  G', 

SC'=h-he-k'=ze(i-  ~— 
\         ncosr 

Le  déplacement  latéral  du  rayon  a  pour  expression,  comme  on 
l'a  vu  déjà  (41), 

T             .    ,  .         ,          sin(«  —  /')  .     ./  cos* 

L  —  e  sin  (  i  —  r)-=.e  - —  —  e  sin  i    i 


cosr  \  a  cosr  ' 


on  en  déduit 

L     V  cos2/ 


e  sin  i 


équation  qui  permet  de  déterminer  l'indice  de  réfraction  n  par  la 
mesure  des  quantités  <?,  L  et  i. 

Supposons  encore  qu'après  s'être  réfractés  sur  la  face  supé- 
rieure de  la  lame  les  rayons  se  réfléchissent  sur  la  face  inférieure 
pour  retourner  dans  le  premier  milieu  par  une  nouvelle  réfraction. 

La  ligne  focale  de  première  espèce  C,  fournie  par  la  première 
réfraction,  est  à  une  distance  de  la  face  inférieure  égale  à  A"  -H  e; 
son  image  par  réflexion  est  à  une  distance  de  la  face  supérieure 
égale  à  k  -f-  2 e  et  la  réfraction  la  ramène  à  la  distance 

,    cos  i         .              cos  i 
(k  -h  ie) =  li  -1-  ie 


La  distance  de  la  source  S  à  cette  figure  focale  C{  est 

SC1=:2(/A^-e 


COS 


n  cos/' 

La  direction  des  rayons  est  la  même  que   s'il  n'y  avait  qu'une 

seule  réflexion  sur  un  miroir  fictif  situé  dans  la  lame  à  une  pro- 

„      ,  cos  i 

tondeur  e 

n  cos/' 

La  ligne  focale  G  se  trouve  à  la  distance  np  du  point  M,    à  la 
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distance  /ip  -f-  s  du  point  M',  et  sa  distance  au  point  M"  où  le  rayon 
réfléchi  revient  à  la  face  supérieure  est  np  +  2e;  après  la  nou- 
velle réfraction,  cette  distance  devient 

G.  M"  =  -  (no  +  2s)-p  +  2-« 
n  n 

Pour  les  lignes  focales  de  seconde  espèce,  la  distance  OM;  est 
q  -\-  s;  son  image  par  réflexion  est  à  la  distance  q  -+•  2  e  du  point 
M";  après  la  nouvelle  réfraction,  la  distance  de  cette  ligne  focale 
0<  au  point  M"  est 

r\    »*//  /  \     COS2*  E    COS2« 

01M//  =  (q  -+-  2e) —  =p  +  2 — . 

n  cos2/'  n  cos^r 

La  distance  des  lignes  focales  0<  et  G,  est  donc 

„    „  e  /  cos2A  e       f  cos2«~| 

G101  =  2-       I r-       =2   I —   \, 

n  \         cos-/'/  /icos/"[_         COS-/-J 

c'est-à-dire  double  de  celle  qui  correspond  aux  rayons  transmis. 

Tel  est  le  cas  des  miroirs  ordinaires  formés  par  une  lame  de 
verre  étamée  ou  argentée  sur  sa  face  postérieure.  Les  images  ne 
sont  sensiblement  aplanétiques  que  pour  des  rayons  très  voisins 
de  la  normale. 

Ces  miroirs  donnent  aussi,  surtout  quand  on  les  observe  très 
obliquement,  une  série  d'images  différentes  :  la  première  est 
faible  et  provient  des  rayons  réfléchis  sur  la  face  antérieure,  la 
seconde  très  brillante  est  fournie  par  réflexion  sur  la  face  métal- 
lique; les  suivantes,  qui  sont  de  plus  en  plus  pâles,  sont  formées 
par  des  rayons  qui  ont  subi  un  nombre  impair  de  réflexions  sur 
les  deux  faces  de  la  lame. 

76.  Dispersion  de  la  lumière.  —  Lorsque  la  lumière  émise 
par  la  source  n'est  pas  homogène,  les  différentes  couleurs  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  particulières  de  l'indice  de  réfraction  n 
se  séparent  ou  se  dispersent  dans  la  réfraction  sur  une  surface  et, 
à  plus  forte  raison,  dans  leur  passage  au  travers  d'un  prisme. 

Si  l'on  prend  comme  source  une  fente  S  parallèle  à  l'arête  du 
prisme,  les  images  de  la  fente  correspondant  aux  lignes  focales  O' 
et  relatives  aux  différentes  couleurs  sont  d'autant  plus  distinctes 
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les  unes  des  autres  que  la  fente  est  plus  étroite*,  la  lumière  est 
étalée  en  spectre.  La  déviation  est  généralement  croissante  pour 
les  couleurs  disposées  dans  l'ordre  suivant  :  ronge,  orangé,  jaune, 
vert,  bleu,  indigo  et  violet. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  observe  dans  le  plan  des  lignes 
focales  O',  le  spectre  ne  sera  bordé  nettement  sur  les  côtés  per- 
pendiculaires à  la  fente  que  si  le  prisme  est  au  minimum  de  dé- 
viation pour  les  couleurs  considérées,  quoique  les  lignes  paral- 
lèles à  la  fente  soient  toujours  très  distinctes. 

Il  est  important  d'examiner  dans  quel  cas  la  séparation  des  cou- 
leurs par  un  prisme  sera  la  plus  complète. 

Pour  un  angle  d'incidence  i  donné,  si  n  et  n  -f-  dn  sont  les 
indices  de  réfraction  relatifs  aux  longueurs  d'onde  \  et  \  -\-  d\, 
i'  et  i!  -f-  oi'  les  angles  des  rayons  émergents  avec  la  normale  à  la 
surface  de  sortie  S',  le  changement  de  déviation  8D,  quand  on 
passe  d'une  longueur  d'onde  à  l'autre,  est  oi' . 

Les  relations  (17),  avec  la  condition 

A=r  +  r', 

donnent  alors 


0  =  dr  -+-  dr' ', 

0  —  n  cosr  dr 

-h  sin/'  dn, 

cos i1  §i'  =  n  cos  r'  dr1 

-f-  sin  /•'  dn. 

On  en  déduit 

cosr         „  _ ..       /   .  ,  cos/-  \   . 

;  cos  i  01'  =     sin  /•  H-  sin  r an 

cosr  \  cosr  / 

ou 

(22)  8D  =  8iv=:       SinA      dn, 

cosr  cosi 

expression  qui  devient,  pour  le  minimum  de  déviation, 

.    A 

t;i  n 

oD  = dn  —  2  —  =dn. 


\.Â  / 

A 

cos 

»V 

1 —  n- 

sin2 

2 

sin  — 
2 

/ 

V 

—  n2  sin- 

,A 

2 

On  voit  que,  dans  le  cas  général,  X* angle  de  dispersion  oD  de 
deux  couleurs  voisines  n'est  pas  indépendant  du  sens  dans  lequel 
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la  lumière  traverse  le  prisme;  cet  angle  de  dispersion  est  d'autant 
plus  grand  que  l'angle  A  du  prisme  est  plus  grand  (à  la  condition 
toutefois  que  les  rayons  ne  subissent  pas  la  réflexion  totale)  et 
que  le  produit  cos  r  cos  t'  est  plus  petit. 


7t 


Comme  l'angle  r  est   inférieur  à-   si  n  >>  i ,  la  condition  du 


maximum  de  dispersion   serait  réalisée  pour  i' =■  -■>  c'est-à-dire 

pour  la  réfraction  rasante  à  la  sortie  du  prisme. 

Toutefois  la  pureté  des  images  diminue  alors  par  suite  des  phé- 
nomènes de  diffraction  (31),  parce  que,  pour  un  même  faisceau 
incident,  la  largeur  du  faisceau  émergent  diminue  quand  on  se 
rapproche  de  l'incidence  rasante. 

Si  L  est  la  largeur,  perpendiculairement  à  l'arête,  de  la  sur- 
face S  du  prisme  utilisée  par  le  faisceau  incident,  L'  la  largeur 
correspondante  de  la  surface  de  sortie,  la  largeur  du  faisceau  dans 
le  prisme  est 


L 


COS/' 


et  celle  du  faisceau  émergent  est  L/cosi7.  En  recevant  ce  faisceau 
sur  un  appareil  optique,  l'angle  apparents,  dans  le  plan  de  disper- 
sion, de  l'image  d'un  point  ou  d'une  fente  infiniment  étroite  est 
en  raison  inverse  de  la  largeur  du  faisceau,  et  l'on  peut  écrire 


eL'  sin  A 

ai  —  — du 


L'  cos  V  k    eus  / 

La  séparation  des  différentes  couleurs  est  d'autant  plus  parfaite 

di' 
que  le  rapport  —  est  plus  grand;   il    faut  donc   que   le  rapport 

L' sin  A         L  sin  K     .  , 

ou r-  ait  une  valeur  maximum. 

cos/*  cos/ 

On  retrouve  ici  la  propriété  générale  du  retour  des  rayons,  car 
pour  un  faisceau  dont  le  trajet  est  déterminé  le  résultat  est  indé- 
pendant du  sens  de  la  propagation. 

Pour  un  prisme  donné,  la  condition  la  plus  avantageuse  corres- 
pond à  la  valeur  maximum  de  l'angle  r  ou  de  l'angle  /•',  c'est- 
à-dire  à  l'incidence  ou  à  la  sortie  rasante. 

Cependant  on  est  bientôt  arrêté  dans  la  pratique,  quand  on 
cherche  à  s'approcher  de  cette  limite,  parce  que  les  défauts  des 
surfaces  et  de  la  matière  du  prisme  ne  tardent  pas  à  déformer  les 
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images  et  à  faire  perdre  le  bénéfice  que  Ton  pourrait  trouver  dans 
l'accroissement  de  dispersion. 

Dans  la  plupart  des  cas,  il  est  préférable  d'utiliser  le  prisme  au 
voisinage  du  minimum  de  déviation.  C'est  alors  que  les  défauts 
des  surfaces  ont  le  moins  d'inconvénients  et  que  les  rayons  par- 
courent dans  l'intérieur  du  prisme  le  moindre  trajet.  Gomme  le 
système  est  en  outre  aplanétique,  le  réglage  est  plus  facile,  surtout 
si  l'on  prend  plusieurs  prismes  successifs,  disposés  dans  le  même 
sens,  pour  ajouter  leurs  dispersions. 

77.  Systèmes  de  prismes.  —  Supposons  qu'un  faisceau  de 
rayons  traverse  une  série  de  prismes  parallèles.  Désignons  parles 
indices  1 ,  2,  3,  .  .  . ,  m  les  quantités  relatives  aux  prismes  succes- 
sifs, par  a,  l'angle  de  la  face  de  sortie  du  premier  prisme  avec  la 
face  d'entrée  du  second  et,  de  même,  par  ou,  a3,  . ..,  a.m_i  les 
angles  analogues  pour  les  prismes  suivants. 

La  déviation  du  rayon  est  la  somme  des  déviations  produites 
par  chacun  des  prismes  et  peut  s'écrire 

D  =  S(î  +  ïy-A)  =  2(ï'+iv)-sA- 
Les  relations 

/      i"i+  4  =«1, 

)         il  -h  H  =a9, 

(23) 


donnent,  par  addition  des  termes  membre  à  membre, 

s(i  +  ï')  —  h—  4  =  Sa; 

par  suite, 

0  =  4  +  ïm  4-  Sa—  2  A. 

Si  l'ensemble  des  prismes  constitue  un  système  de  forme  inva- 
riable, la  déviation  est  encore  minimum  pour  la  condition 


(24) 

dit  H~ 

-  di 

ni 

0, 

et  l'on 

déduit 

des 

éqi 

uations  (2 

.3) 

[        di[ 

+ 

du 

= 

0, 

(25) 

di[ 

-T~ 

di% 

0, 

\  di'm_x 

+ 

dim 

0. 
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D'autre  part,  on  a,  pour  chacun  des  prismes, 

dr  -+-  dr'  =  o, 

cos  i di  =  n  cos  r  dr, 

cos  i'  di'  —  n  cos  r'  dr'  ; 
par  suite, 

cos*  cos*7 

(26)  «j  H -.ai  =zo. 

cos/'  cos/-' 

cos  /■*  COS  ï' 

En  désignant  par  f  le  facteur   '         — — , ,  on  obtient  ainsi  succes- 
0  l      v  cosi   cosr 

sivement 

dix-\-  f\  di[  =z  o, 

di2  H-  fz  di^  =z  o , 

? 

dim  -+-fmdi;n  —  o, 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (24)  et  (a5  ), 

di1=zfl  dt2, 
ai2  —  T2  ^^35 

? 

dim—fmdix\ 
il  en  résulte 

(27)  i=/i/»/i .-./«. 

Telle  est  la  condition  du  minimum  de  déviation  dans  le  système  ; 
cette  équation  (27)  permettra  de  déterminer  l'angle  d'incidence 
initial  i|  correspondant  en  fonction  des  données  du  problème. 

Si  les  dimensions  du  système  de  prismes  sont  négligeables  par 
rapport  à  la  distance  de  la  source,  la  ligne  focale  de  première 
espèce  G  se  trouve  toujours  à  la  même  distance  p  —  p  que  la 
source;  la  distance  q  de  la  ligne  focale  de  seconde  espèce  O  s'ob- 
tient, d'après  l'équation  (16),  en  multipliant  p  par  le  produit  des 
carrés  des  facteurs  f  pour  le  passage  dans  les  prismes  successifs. 
Ce  produit  étant  égal  à  l'unité,  d'après  l'équation  (27),  il  en  ré- 
sulte 

q=zp=zp. 

Le  système  des  prismes  est  donc  encore  aplanétique  pour  le 
minimum  de  déviation. 
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Si  tous  les  prismes  sont  identiques  et  tous  les  angles  a  égaux 
entre  eux  ou,  plus  généralement,  si  le  système  est  symétrique 
par  rapport  à  un  plan  médian  parallèle  aux  arêtes,  il  est  évident 
que  les  rayons  doivent  traverser  normalement  le  plan  de  symétrie 
pour  le  minimum  de  déviation. 

78.  —  Dans  le  cas  de  deux  prismes,  la  condition  (27)  du  mini- 
mum de  déviation  se  réduit  à 

La  dispersion  du  premier  prisme  est  (76) 

. ..  sin  A,         , 

01.  =  r,  an y. 

1        cosr1cosï1 

La  dispersion  dans  le  second  prisme  se  compose  du  terme  ana- 
logue    ^7<fft2,  auquel   on  doit  ajouter  le  changement  de 

cos  /*2  cos  l , 

déviation  produit  par  la  variation  di2— — oi[  de  l'angle  d'inci- 
dence, c'est-à-dire,  d'après  l'équation  (26, 

1   „,.,       cos*',   cos/-',        sinA! 
-T  °h  = " =r  -,  dnu 

J2       l  COS/'2  COS/2  COS/'yCOSly 

de  sorte  qu'à  la  sortie  du  système  la  dispersion  des  deux  rayons 
considérés  est 

^                    1             /  •      a      7             C0S*2C0S/\,     .      .       , 
oD  — .-,    sin  A9dn9  H ~  sin  Ai  a/i, 

COS/'2COS£,  \  "         COS  7* j  COS  ^ 

Si  les  deux  prismes  sont  identiques,  ils  constituent  ce  que 
Thollon  (1)  appelle  un  couple;  le  minimum  de  déviation  a  lieu 
quand  le  rayon  intermédiaire  est  perpendiculaire  au  plan  bissec- 
teur de  l'angle  a  des  faces  en  regard.  Dans  ce  cas,  les  conditions 

.,  .,  .  i         r  COS  «o  COS/*,'  , 

1,  z=z  1.   et   /.  =  i2  montrent    que   le   iacteur  ^  =1  et  la 

1  l  l  COS/'j  COS  lv 

dispersion  est 

._.  2  sin  A        ,  2  sin  A        _ 

oD  =  r,  an  —  r r  an. 

cos  r2  cos  i2  cos/j  cos^ 

Lorsque  les  angles  A  ou  a  sont  choisis  de  façon  que  l'entrée  et 


(»)  Thollon,  Journal  de  Physique,  t.  VII,  p.  1 1 1  ;  1878. 
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la  sortie  des  rayons  dans  le  système  soient  normales  aux.  faces  cor- 
respondantes, les  conditions  ix  —  i.[  =  o,  r\  =  r2  =  A  donnent 

3D  =  2  tangA  du. 

Dans  la  région  du  spectre  voisine  du  point  qui  correspond  au 
minimum  de  déviation,  la  dispersion  est  alors  proportionnelle  à  la 
variation  de  l'indice  de  réfraction;  on  peut  dire  que  le  spectre  est 
normal  par  rapport  à  l'indice. 

79.  Prismes  inverses.  —  Les  considérations  qui  précèdent 
s'appliquent  à  tous  les  cas,  si  l'on  donne  aux  différents  angles  des 
valeurs  positives  ou  négatives. 

Pour  deux  prismes  parallèles  dont  les  angles  réfringents  A,  et 
A2  sont  dirigés  en  sens  contraires,  il  suffira  de  changer  les  signes 
des  angles  A2,  i-2  et  ï  et  la  déviation  devient 

D  =  ix  —  il  4-  a  —  Aj  -+-  A2. 

Lorsque  tous  les  angles  sont  très   petits  (67),  cette  relation  se 

réduit  à 

t)  —  (n1  —  i)A1~(n2—i)A2. 

Plusieurs  cas  sont  utiles  à  signaler  : 
i°  La  déviation  est  nulle  quand  on  a 

(28)  ii—  i^A,-  A2  —  a. 

Comme  l'angle  ï2  est  une  fonction  de  l'angle  d'incidence  i{ 
et  des  données  relatives  aux  deux  prismes,  cette  équation  définit 
la  direction  primitive  du  faisceau,  à  la  condition  toutefois  que  le 
problème  soit  possible. 

Pour  des  angles  très  petits,  on  a  simplement 

(nl  —  i)Al=z(n2—  i)A2. 

20  La  dispersion  relative  à  une  variation  d\  de  longueur  d'onde 
est  nulle  pour  la  condition  (78) 

.      .  sinA,        dn„  sinAi       du, 

<2Q)  = -  zz: -' 

cos4cos/"'2    cïh         cos/'tcosij  d), 

La  dispersion  du    prisme    composé  est  alors  nulle;  le  prisme 
M.  -  I.  7 
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est  dit  achromatique  pour  les  rayons  dont  la  longueur  d'onde 
est  voisine  de  X. 

Dans  ce  cas,  la  déviation  passe  par  un  maximum  ou  un  mini- 
mum relatif  à  la  longueur  d'onde  X.  La  dispersion  croît  ou  décroît 
avec  la  longueur  d'onde  pour  les  rayons  dont  les  longueurs  d'onde 
sont  situées  de  part  et  d'autre  de  X,  tandis  que  la  déviation  varie 
dans  le  même  sens  pour  tous  les  rayons.  En  d'autres  termes,  le 
spectre  est  replié  sur  lui-même  à  partir  des  rayons  \  et,  pour 
toute  autre  direction,  deux  rayons  de  natures  différentes  se  trou- 
vent superposés. 

Si  l'achromatisme  a  lieu  pour  les  rayons  jaunes,  par  exemple, 
l'image  d'une  fente  sera  bordée  de  jaune  d'un  côté  et,  de  l'autre, 
par  une  teinte  pourpre  provenant  de  la  superposition  des  rayons 
rouges  et  violets.  On  obtient  ainsi  un  spectre  secondaire,  dont 
l'ouverture  angulaire  est  en  général  très  petite,  de  sorte  que  le 
système  est  sensiblement  achromatique  pour  toutes  les  couleurs  et 
donne  des  images  à  peu  près  blanches,  quoique  les  rayons  éprou- 
vent une  déviation  notable. 

On  peut  réaliser  cette  condition  d'achromatisme,  soit  avec  des 

prismes  de  même  nature  dont  les  angles  réfringents  A1  et  A2  et 

l'angle  intermédiaire  a  satisferont  à  l'équation  (29),    soit  plutôt 

avec  des  prismes  de  natures  différentes  pour  lesquels  les  dérivées 

dii\       dn2  ,  ,  .    ,    •    ,     ! 

— ^~  et— 7T-  ont  des  valeurs  très  ineerales. 
dk         dk  ° 

Avec  trois  prismes  différents  alternativement  en  sens  contraires, 
on  peut  établir  l'égalité  de  déviation  pour  trois  rayons  distincts. 
Dans  ce  cas,  la  déviation  a  un  maximum  et  un  minimum  en  fonc- 
tion de  la  longueur  d'onde;  le  spectre  est  replié  deux  fois  sur 
lui-même.  L'image  d'une  fente  étroite  donnerait  alors  un  spectre 
tertiaire  d'étendue  encore  plus  faible.  Si  le  maximum  et  le 
minimum  de  déviation  ont  lieu,  par  exemple,  pour  le  jaune  et  le 
bleu,  l'image  d'une  fente  étroite  serait  bordée  d'un  côté  par  les 
t,i\ons  d'extrême  rouge  et  de  l'autre  par  ceux  du  violet. 

L'emploi  de  ni  prismes  permet  d'égaler  la  déviation  de  ni  rayons 
différents  et  donne  un  spectre  de  /?z,ùme  ordre;  la  perfection  de 
l'achromatisme  croît  ainsi  avec  le  nombre  des  prismes. 

L'achromatisme  s'obtient  habituellement  avec  deux  prismes  de 
natures  différentes,  l'un  en  crown  (verre  à  base  d'alcalis,  peu  dis- 
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pcrsif),  qui  produit  la  plus  grande  déviation,  et  l'autre  en  Jlint 
(verre  à  base  de  plomb,  très  dispersif),  d'angle  plus  faible,  qui 
réduit  la  dispersion  sans  annuler  la  déviation. 

Lorsque  les  angles  des  deux  prismes  sont   très  petits,   la  con- 
dition d'achromatisme  se  réduit  à 

At  dn{  =  A2  dn.2. 

r  i  .     •       •  i  •  „        ,    fl  i  —  I  Al9  —  1 

La  déviation  est  alors  proportionnelle  a  — ^ — ■  —  -' — ;   pour 

Ci  II  |  Cl  II  .> 

qu'elle  ne  s'annule  pas,  il  faut  que  la  dispersion  soit  différente 
dans  les  deux  prismes,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

dn±  dn2 

iit  —  i  <  n2 —  i 

On  appelle  souvent  pouvoir  dispersif  d'un  milieu  le  rapport 

n' —  ii" 

>  dans  lequel  a'  et  n"  désignent  les  indices  de  réfraction  des 

n  —  i  l  ° 

rayons  extrêmes,  violet  et  rouge,  et  n  l'indice  de  réfraction  du 
rayon  moyen.  Deux  prismes  d'angles  très  petits  ne  peuvent  être 
achromatisés,  en  conservant  une  déviation  au  rayon,  que  si  leurs 
pouvoirs  dispersifs  sont  différents. 

3°  On  peut,  au  contraire,  chercher  à  rendre  la  dispersion 
maximum,  quand  la  déviation  est  nulle  pour  la  longueur  d'onde  A. 
Si  l'on  se  donne,  par  exemple,  la  nature  des  prismes  et  l'angle  A, 
du  premier,  l'équation  (28)  établit  une  première  relation  entre 
les  angles  A2  et  a. 

L'expression 

oD  1  fcosi* cos/'0    .     .    du,         .     .     du., 

-=-  =  —  T       ~  1  sin  J^l  — Ts sin  A-,  -—■ 

dk        cos r2cosi2  \cosrlcosii  dk  '  du 

est  alors  une  fonction  de  l'angle  A2,  ou  de  l'angle  a,  dont  on  égalera 
la  dérivée  à  zéro.  Cette  seconde  équation,  jointe  à  la  première, 
déterminera  les  angles  A2  et  a. 

On  obtient  ainsi  un  prisme  à  vision  directe,  qui  conserve  la 
propriété  de  disperser  la  lumière. 

L'angle  a  est  habituellement  nul,  les  prismes  étant  appliqués 
l'un  sur  l'autre  et  réunis  par  un  collage,  pour  diminuer  la  perte 
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de  lumière  parles  réflexions,  et  l'on  choisit,  pour  les  deux  prismes, 
des  milieux  dont  les  pouvoirs  dispersifs  sont  très  différents. 

Avec  un  prisme  de  fïint  et  un  prisme  de  crown  qui  donnent  la 
même  déviation  moyenne,  il  est  clair  que  le  spectre  résultant 
provient  de  l'excès  de  la  dispersion  du  premier  prisme  sur  celle  du 
second. 

Un  ensemble  de  prismes  alternativement  en  flint  et  en  crown  et 
de  sens  contraires  peut  constituer  un  prisme  résultant  très  dis- 
persif  à  déviation  nulle  pour  les  rayons  moyens. 

80.  Spectroscopic.  —  Lorsque  Newton  fit  ses  mémorables  ex- 
périences pour  démontrer  que  la  lumière  blanche  est  composée  de 
couleurs  distinctes  ayant  des  réfrangibilités  inégales,  et  que  la 
superposition  nouvelle  des  couleurs  séparées  par  un  prisme  re- 
produit la  lumière  blanche,  il  indiqua  les  précautions  à  prendre, 
au  point  de  vue  expérimental,  pour  séparer  autant  que  possible 
les  rayons  d'espèces  différentes  qui  existent  dans  un  faisceau  de 
lumière.  La  méthode  consiste  à  faire  passer  la  lumière  par  une 
fente  étroite  dont  on  produit  une  image  réelle  avec  une  lentille 
convergente.  On  place  ensuite  sur  le  trajet  du  faisceau,  près  de 
la  lentille,  un  prisme  parallèle  à  la  fente  et  on  l'oriente  par  tâton- 
nements de  manière  que  les  rayons  émergents  soient  au  minimum 
de  déviation.  Sur  un  écran  placé  dans  cette  direction  à  la  même 
distance  que  l'image  primitive,  on  observe  alors  un  spectre  formé 
par  la  succession  des  images  de  la  fente  relatives  aux  différentes 
radiations  simples  qui  existent  dans  la  lumière. 

Les  défauts  d'homogénéité  des  verres  dont  se  servait  Newton 
ne  lui  ont  pas  permis  d'apercevoir  les  particularités  remarquables 
qui  existent  dans  le  spectre  solaire;  mais  il  suffît  aujourd'hui  de 
répéter  l'expérience  dans  les  mêmes  conditions  pour  constater 
l'existence  d'une  série  de  lignes  noires,  qu'on  a  appelées  les  raies 
obscures  du  spectre,  correspondant  à  des  radiations  qui  n'existent 
pas  dans  la  lumière  solaire  ou  du  moins  dont  l'intensité  est  beau- 
coup moindre  que  celles  des  radiations  voisines. 

Ces  raies  ont  été  découvertes  par  Wollaston  (1).  Fraunhofer  (2), 


(')  Wollaston,  Phi/.  Trans.  L.  II.  S.,  p.  365;  1802. 
(2)  Fraunhofer,  Gilbert's  Ann.,  t.  LVI,  p.  264;  1817. 
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qui  cherchait  dans  le  spectre  des  points  de  repère  pour  la  mesure 
des  indices  de  réfraction,  les  découvrit  de  nouveau  par  un  mode 
d'observation  plus  délicat  sur  lequel  nous  reviendrons  :  il  a  dé- 
signé quelques-unes  d'entre  elles  par  des  lettres  [PL  I,fig.  i). 
Nous  y  remarquerons,  en  particulier,  la  double  raie  D  et  le  groupe 
des  trois  raies  b. 

Fraunhofer  reconnut  aussi  dans  les  flammes  ordinaires,  et  sur- 
tout dans  la  flamme  de  l'alcool,  l'existence  d'une  double  raie  bril- 
lante jaune,  exactement  à  la  position  occupée  par  les  raies  D, 
indiquant  ainsi  l'existence  de  radiations  spéciales  d'une  intensité 
exceptionnelle  par  rapport  aux  radiations  voisines.  Enfin  les  étin- 
celles électriques  produites  entre  des  électrodes  de  métal  donnent 
des  spectres  encore  plus  discontinus,  formés  seulement  d'un  cer- 
tain nombre  de  raies  brillantes  ;  la  lumière  ne  renferme  alors 
qu'un  nombre  limité  de  radiations  différentes. 

Les  beaux  travaux  de  MM,  Kirchhoff  et  Bunsen  (')  ont  mis  en 
évidence  les  relations  des  raies  obscures  du  spectre  solaire  avec 
les  raies  brillantes  des  spectres  de  vapeurs  métalliques;  les  raies  D 
en  particulier  correspondent  au  sodium  et  le  groupe  b  au  magné- 
sium. La  composition  de  la  lumière  des  astres  et  de  celle  qui 
provient  des  différentes  sources  artificielles,  l'absorption  élective 
produite  par  des  milieux  solides,  liquides  ou  gazeux,  la  propriété 
dont  jouissent  certains  corps  de  transformer  les  radiations  qu'ils 
reçoivent  et  d'émettre  ensuite  des  radiations  différentes  [phospho- 
rescence et  fluorescence) ,  etc.,  cet  ensemble  de  phénomènes,  qui 
constitue  V analyse  spectrale  de  la  lumière,  forme  aujourd'hui 
une  science  nouvelle  que  nous  ne  pouvons  pas  aborder  ici. 

81.  —  La  Photographie  a  montré  que  les  radiations  lumineuses 
sont  capables,  à  des  degrés  très  différents,  de  produire  des  réac- 
tions chimiques.  On  a  pu,  à  l'aide  de  la  photographie,  étudier  le 
spectre  solaire  au  delà  du  violet  et  l'on  y  a  constaté  la  même  con- 
stitution, c'est-à-dire  l'existence  d'un  grand  nombre  de  raies 
inactives,  dont  quelques-unes  ont  été  désignées  par  des  lettres 
comme  points  de  repère.   Dans  les  spectres  prismatiques  de  la 


(')  Kirchhoff  et  Bunsen,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  (3),  t.  LVIII,  p.  a54, 
t.  LXII,  p.  452,  etc. 
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lumière  solaire,  la  région  ultra-violette  a  ainsi  une  étendue  à  peu 
près  égale  à  celle  de  la  région  lumineuse.  \j&fig.  1,  PL  1,  indique 
la  position  des  principales  raies  du  spectre  lumineux  et  du  spectre 
ultra-violet  pour  le  rayon  ordinaire  du  spath  d'Islande,  dans  un 
prisme  de  6o°. 

Les  radiations  plus  réfrangibles  sont  sans  doute  absorbées  par 
l'atmosphère,  car  les  sources  artificielles,  particulièrement  les 
vapeurs  métalliques  que  Ton  obtient  dans  l'arc  électrique,  ont  un 
spectre  cinq  ou  six  fois  plus  étendu  (  '  )  et  fournissent  de  nouveaux 
repères;  la  vapeur  de  cadmium  est  celle  qui  convient  le  mieux, 
parce  qu'elle  donne  une  série  de  raies  intenses  dans  toute  l'étendue 
de  la  région  observable. 

11  est  même  digne  de  remarque  que  Fceil  est  affecté  par  ces  ra- 
diations extrêmes.  Avec  des  précautions  particulières,  certaines 
vues  peuvent  distinguer  les  raies  brillantes  du  cadmium  aussi 
loin  que  la  photographie  est  capable  de  les  reproduire  (-). 

Les  rayons  lumineux  sont  en  même  temps  calorifiques.  Si  l'on 
promène  un  thermomètre  très  sensible  dans  un  spectre  prisma- 
tique, à  partir  du  violet,  l'élévation  de  température,  d'abord  insen- 
sible, ne  commence  à  devenir  manifeste  que  dans  le  jaune;  elle 
augmente  ensuite  rapidement  jusqu'au  rouge  extrême  et  continue 
de  se  produire  en  dehors  du  spectre  lumineux  jusqu'à  une  distance 
presque  égale  à  celle  du  violet  au  rouge.  On  retrouve  encore,  dans 
cette  région  infra-rouge,  des  mini  ma  pour  les  radiations  solaires 
et  des  maxima  pour  les  sources  artificielles. 

Les  radiations  observables  s'étendent  donc  beaucoup  au  delà  de 
la  région  qui  affecte  l'œil;  pour  les  radiations  qui  correspondent  à 
une  réfraction  déterminée,  les  trois  propriétés  distinctes,  chaleur, 
lumière  et  action  chimique,  ne  sont  que  des  manifestations  diffé- 
rentes d'une  même  source  d'énergie,  très  inégales  en  apparence, 
mais  inséparables,  et  elles  conservent  les  mêmes  rapports  dans  tous 
les  phénomènes. 

L'impression  lumineuse  est  un  effet  physiologique  qui  dépend 


(•)  Stokes,  Phil.  Trans.  L.  /?.  S.,  p.  599;  1862. 

(2)    Mascaut,    Coinj>tes    fendus    de    l'Académie    des    Sciences,   t.    LXVIII, 
p.  402;  18G9. 
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de  la  constitution  de  l'œil  et  ne  peut  servir  pour  évaluer  l'énergie 
relative  des  radiations.  Les  actions  chimiques  sont  elles-mêmes 
électives;  leurs  rapports  varient  avec  la  nature  et  l'état  physique 
des  substances  employées  pour  les  révéler.  Ces  distinctions  n'exis- 
tent pas  pour  les  expériences  calorifiques;  il  paraît  donc  légitime 
de  prendre,  comme  mesure  de  l'énergie  d'une  radiation,  la  quantité 
de  chaleur  qu'elle  est  capable  de  dégager  sur  un  corps  en  un  temps 
déterminé. 

Il  est  assez  difficile  de  comparer  entre  elles  les  intensités  lumi- 
neuses de  deux  sources  qui  n'ont  pas  la  même  teinte.  Fraunhofer 
a  pu  néanmoins,  par  une  méthode  ingénieuse,  déterminer,  au 
moins  d'une  manière  approximative,  le  rapport  des  éclats  des  dif- 
férentes parties  du  spectre  solaire.  Le  maximum  (P/.  1,  Jïg.  i) 
se  montre  dans  le  jaune  un  peu  plus  réfrangible  que  la  raie  D  et, 
à  partir  de  ce  point,  la  lumière  s'affaiblit  rapidement  vers  les  deux 
extrémités  du  spectre. 

11  n'y  a  pas  lieu  de  tracer  de  courbe  analogue  pour  les  actions 
chimiques,  parce  que  les  résultats  varient  dans  de  très  grandes  pro- 
portions avec  la  nature  des  corps  soumis  à  l'expérience. 

La  courbe  des  intensités  calorifiques  a  été  tracée  d'après  les 
expériences  de  M.  Langley  (*);  elle  présente  une  série  de  minima 
localisés,  par  exemple  en  regard  des  raies  C,  B,  a  et  A,  qui  cor- 
respondent sans  doute,  au  moins  en  partie,  à  des  effets  d'ab- 
sorption par  l'atmosphère.  La  courbe  enveloppe,  marquée  en 
traits  pointillés,  indique  mieux  la  marche  continue  du  phéno- 
mène :  le  maximum  du  spectre  lumineux  a  lieu  pour  les  rayons 
les  moins  réfrangibles  et  le  maximum  absolu  se  trouve  dans  les 
radiations  invisibles. 

82.  Spectre  normal.  —  La  loi  de  dispersion  pour  un  milieu 
est  la  relation  qui  existe  entre  l'indice  de  réfraction  et  la  longueur 
d'onde  correspondante.  Comme  la  longueur  d'onde  est  plus  petite 
pour  le  bleu  que  pour  le  rouge,  la  réfraction  varie  en  sens  inverse 
de  la  longueur  d'onde  pour  la  plupart  des  milieux. 

Dans  certains  corps  cependant  on  observe  des  dispersions  dites 


(')  Laxgley,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  5e  série,  t.  XXIX,  p.  ^97;  i883. 
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anormales,  où  la  distribution  des  couleurs  se  fait  en  sens  con- 
traire; quelquefois  même  la  déviation  est  maximum  pour  une  cou- 
leur déterminée,  comme  dans  les  spectres  secondaires  que  produit 
racliromatisation  des  prismes  (79). 

Les  distances  relatives  des  raies  dépendent  de  la  loi  de  disper- 
sion, de  sorte  que  la  forme  des  spectres  varie  avec  le  corps  qui 
sert  à  constituer  le  prisme. 

Billet  (')  désignait  sous  le  nom  de  spectre  type,  et  l'on  appelle 
aujourd'hui  normal,  un  spectre  dans  lequel  la  distance  des  raies 
est  proportionnelle  à  la  différence  de  leurs  longueurs  d'onde,  ce 
qui  permet  d'obtenir  dans  tous  les  cas  une  échelle  uniforme  en 
relation  avec  la  nature  physique  des  vibrations. 

La  fig.  2,  PL  I,  indique  la  distribution  des  raies  obscures  de 
la  lumière  solaire  dans  un  spectre  normal.  Si  on  le  compare  avec 
le  spectre  prismatique,  on  voit  combien  les  raies  sont  plus  écar- 
tées dans  la  lumière  rouge,  plus  resserrées  dans  la  lumière  violette 
et  surtout  dans  l'ultra-violet. 

La  moindre  longueur  d'onde  des  radiations  chimiques  observées 
pour  le  cadmium  est  d'environ  0^,210;  celle  de  la  raie  H  à  l'ex- 
trémité du  violet  est  o^,  3g6,  celle  de  la  raie  A  à  la  limite  du  rouge 
0^,761,  et  l'on  peut  voir  jusqu'à  la  longueur  d'onde  0^,8 1.  L'éten- 
due, dans  un  spectre  normal,  de  la  région  ultra-violette  observée 
jusqu'à  présent  n'est  donc  pas  supérieure  à  celle  de  la  région 
lumineuse,  et  chacune  d'elles  renferme  des  longueurs  d'onde 
dont  les  extrêmes  sont  à  peu  près  dans  le  rapport  de  1  à  2,  ce  qui 
constitue  deux  octaves  successives. 

Si  l'on  voulait  représenter  à  la  même  échelle  le  spectre  infra- 
rouge, il  aurait  une  étendue  considérable  par  rapport  à  celle  du 
spectre  lumineux,  car  M.  Langley  a  pu  observer  des  radiations 
calorifiques  dont  la  longueur  d'onde  atteignait  2^,80  pour  le 
Soleil  et  qui  dépassaient  5^  pour  les  sources  terrestres. 

Il  est  logique  de  rapporter  également  les  courbes  d'intensité  au 
spectre  normal  et  la  déformation  du  système  montre  que  les  points 
d'intensité  maximum  se  rapprocheront  du  violet. 

D'une  manière  générale,  si  l'on  représente   par  x  la  distance 


(')  Billet,  Traité  d'Optique,  t.  I,  p.  47;  i858. 
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d'une  raie  à  un  point  situé  du  côté  du  violet  dans  un  spectre  quel- 
conque, <r/Q  la  quantité  totale  de  chaleur  (ou  de  lumière)  des  ra- 
diations dont  les  longueurs  d'onde  sont  comprises  entre  X  et  X  +  dX 
el  qui   sont   situées  aux  distances  x  et  x  +  dx,  l'intensité    dans 

•       dO 
cette  région  peut  être  représentée  par  i  =  -—• 

Si  le  spectre  est  normal,  on  peut  remplacer  dx  par  d\\  enfin, 
si  les  distances  primitives  x  sont  exprimées  en  fonction  de 
l'indice  de  réfraction,  l'intensité  I  dans  le  spectre  normal  pourra 
se  déduire  de  l'intensité  i  relative  à  un  spectre  quelconque  par 
l'une  des  relations 

dQ  dx  .dx .dx  du 

~~  dx  d\  dk  du  dk 

n  dx  d.r         du  r  .  ,,  ,   .  , .  N 

les  facteurs  —^?  ou  -r-  et  —  ,  étant  tournis  par  l  expérience  (  '  ). 
dk  an        dk  l  l  x   ' 

On  voit  sur  la.  fig.  2,  PL  1,  que  la  courbe  des  intensités  lumi- 
neuses dans  le  spectre  normal  de  la  lumière  solaire  a  son  maximum 
à  peu  près  à  égale  distance  des  raies  D  et  E,  et  que  le  maximum 
des  énergies  calorifiques  est  situé  cette  fois  dans  le  spectre  lumi- 
neux, entre  les  raies  B  et  G.  Toutefois,  cette  dernière  courbe  in- 
dique seulement  la  marche  du  phénomène,  qui  dépend  beaucoup 
des  conditions  de  l'atmosphère,  car  M.  Langley  a  donné  depuis 
des  nombres  très  différents  et  M.  Mouton  plaçait  le  maximum 
calorifique  très  près  du  maximum  de  lumière. 

83.  Réfraction  sur  une  surface  sphérique.  —  Lorsque  des 
rayons  lumineux  partis  d'un  point  A,  dans  un  premier  milieu  dont 
l'indice  de  réfraction  est  n,  sont  réfractés  par  une  surface  sphé- 
rique S  {fi g.  4°)  de  rayon  R  et  de  centre  O,  qui  limite  un  second 
milieu  dont  l'indice  est  n1 ',  le  faisceau  réfracté  sur  un  élément  de 
surface  dS,  au  point  M,  a  encore  deux  lignes  focales,  l'une  A,  A' 
sur  l'axe  AO,  l'autre  qui  passe  au  point  A>  et  qui  est  perpendicu- 
laire au  plan  moyen  de  réfraction  AMO. 

Nous  supposerons  immédiatement  que  la  surface  S  est  une  ca- 
lotte de  la  sphère  et  que  la  droite  AO  passe  par  le  milieu  C  de  la 

(')  Mouton,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXX1X, 
p.  295;  1879. 


joG  CHAPITRE    II. 

calotte,  c'est-à-dire  que  le  point  A  est  situé  sur  Vaxe  principal 
du  système. 
Soient 

a  et  aK  les  distances  OA  et  OA,  comptées  respectivement  vers  les 

deux  milieux; 
/;  et  bK  les  distances  MA  et  MA,  ; 
i  et  i'  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction  -, 
o  l'angle  MOC; 
a  et  a,  les  angles  MAO  et  MA,  O. 


On  a,  parles  triangles  MOA  et  MOA, 


pa 


a 


R 


par  suite 


sint         sinw        sina 
a,  6,  R 


sinr         sinw        smocj 


«    sini  /ï« 


^!        ^  sinz         n  «j 


Si  l'on  élimine  de  cette  équation  les  longueurs  b  et  b<,  ou  «  et  aK 
à  l'aide  de  la  relation 


(3)' 
il  reste 


R  =  a  cos  o)  —  è  cos  jf  =  &!  cos  i'  —  a'  cos  i 


/icosi       n'  cos/'   .  ,    .,       .  cosco 

/i'    /i    /?,'  cos/' —  n  cosi 
17,  +  b   F       K 
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On  retrouverait  ainsi  les  équations  correspondantes  relatives 
aux  miroirs  spliériques  (60)  en  faisant  n!  =  —  n  et  remplaçant  R 
par  —  R. 

On  déduit  aussi  des  équations  (i)' 

(('))'  b  sina  —  bl  sin  a1  =z  R  sina). 

Les  distances  <7,  et  bx  varient  avec  l'angle  w;  leurs  valeurs  li- 
mites a  et  //,  pour  oj .==  o,  donnent 

\\  =  b'—a' 
et 

n         n'        n'  —  // 

cette  équation  détermine  le  foyer  conjugué  A'  du  point  A  poul- 
ies rayons  voisins  de  Taxe. 

Le  point  A2  se  déterminera,  de  même,  par  la  réfraction  en  un 
point  M'  infiniment  voisin  du  premier  et  situé  dans  le  plan  de  la 
figure. 

On  a  encore  dans  le  triangle  MM'A2,  en  posant  MA2=  p, 

R  dm  r/aj  dm  —  di 

p       ~~  cos(i'-f-  di')  '       cosi' 

Les  relations  (i)'  donnent 

R  cos  i  di  =  a  cos  z  d-x  —  a  cos  a  ( di  —  dto ) , 

et  la  loi  de  réfraction 

n  cos  idi=  n'  cos  i'  di. 
Il  en  résulte 

R  cos  i'         n  cos  i  r/cos  a  n  cos  i    /?  -+-  R  cos  i 


p  n' cosi1  rteosa  —  Rcos*        nf  cosï  b 

on 

,ox ,  /i'  cos2  i7        /?  cos'2  i        /^'  cos  i1  —  n  cos  ; 

(o) ! } = 6 

p  &  R 

Les  différentes  expressions  qui  précèdent  permettront  de  cal- 
culer l'aberration  longitudinale  /  =  A,  A'  =  a'  —  a{  et  l'aberration 
latérale   A  =  A'  A"  =  /  tanga, .   Le   problème    des   aberrations    de 
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sphéricité  est  beaucoup  plus  complexe  que  dans  le  cas  de  la  ré- 
flexion. En  outre,  la  déviation  varie  avec  la  couleur  :  il  en  résulte 
une  nouvelle  espèce  d'aberrations,  dites  de  réfrangibilités,  qui 
ont  pour  effet  de  colorer  les  images  sur  les  bords.  11  se  présente 
donc,  au  point  de  vue  pratique,  une  nouvelle  difficulté  que  l'on 
résout  encore  d'une  manière  approchée  en  combinant  des  verres 
dont  les  pouvoirs  dispersifs  sont  très  différents,  afin  d'obtenir  des 
s\>tèmes  achromatiques  (79). 

84.  —  Le  cas  le  plus  important  à  considérer  est  celui  où  les 
angles  i  et  i'  restent  très  petits;  on  peut  alors  remplacer  la  loi  de 
réfraction  par  la  relation  plus  simple  ni  =  n1 '  i1 ',  ce  qui  revient 
à  négliger  le  cube  des  angles  i  et  i\  et  il  en  sera  de  même  pour 
l'angle  w  qui  définit  l'ouverture  angulaire  de  la  surface  utilisée. 

Si  l'on  néglige  les  aberrations,  et  qu'on  appelle  f  et  f  les  dis- 
tances du  sommet  C  de  l'axe  aux  points  conjugués  A  et  A'  {fig.  4  0' 
la  relation  (5):  devient 


f'^f 


\\ 


Fig.  \ 


Il  y  a  ici  deux  foyers  principaux.  K  et  K'  correspondant  kf  —  ce 
et  /  =  oo.  Les  distances  F  et  F'  du  point  G  aux  foyers  principaux, 
c'est-à-dire  les  longueurs  focales  du  système,  sont 


F  = 


- R,         F' =--7 

n  —  n  ii  —  il 


R; 


il  en  résulte 


F'        F 


\\ 


F'  —  F  =  R. 


n        n       n  —  n 


(9)' 


La  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 
F'        F 

7  +  7  =  I- 
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Appelant  ep  et  <p'  les  distances  des  foyers  K  et  K'  aux  points  A 
et  A',  comptées  vers  les  milieux  respectifs,  on  a 

et  l'équation  (9)'  devient 

(10)'  cpcp'=FF'=:— ^— 2R2. 

(  n'  —  Il  )- 

80.  —  Un  objet  AB  =  I  de  petites  dimensions,  situé  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  donne  une  image  A'B'^r  —  F,  égale- 
ment perpendiculaire  à  l'axe.  Le  point  B'  se  trouve  sur  trois  direc- 
tions remarquables  :  Yaxe  secondaire  BO,  le  rayon  réfracté  MK/ 
qui  provient  d'un  rayon  incident  BM  parallèle  à  l'axe,  le  rayon 
réfracté  M'B'  qui  provient  d'un  rayon  incident  BK  dirigé  vers  le 
premier  foyer  K.  Les  triangles  MCK'  et  K'B'A'  donnent 

±X  —  t.  —  ll  —     /tï  —     /3 

I     ~  F'  —  o  ~  y   cpF'~  V  n''î 

—  V  __  f'—V        Ff 
r  ~  ^~~ F7       -  F7/' 
FF'        IF 

7-  +  7  =  °- 


ou 


(M)' 


Si  l'on  appelle  —  yJ  la  limite  de  l'angle  a, ,  pour  tenir  compte  de 
ce  que  l'angle  a,  du  rayon  réfracté  MA"  {fig.  4°)  avec  l'axe  AA' 
est  compté  au-dessous  de  l'axe,  l'équation  (6)'  donne 

Remplaçons  enfin  dans  l'équation  (11)'  les  longueurs  focales  F' 
et  F  par  les  indices  n'  et  n  qui  leur  sont  proportionnels,  et  les  dis- 
tances f  et  f  par  a  et  —  a',  il  vient 

(12)'  tt'a'Frrrrcal. 

86.  Surfaces  centrées  sur  un  même  axe.  —  Les  rayons  émanés 
d'un  point  A  peuvent,  après  une  première  réfraction,  rencontrer 
la  surface  de  séparation  d'un  troisième  milieu.  Nous  supposerons 
que  les  deux  surfaces  de  séparation  S,  et  S2,  de  rayons  R{  et  R2, 
sont  spliériques,  que  le  point  A  est  situé  sur  la  droite  de  leurs 
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centres  O,  et  02  et  que  les  portions  utilisées  de  ces  surfaces  sont 
des  calottes  d'ouverture  très  petite  dont  les  milieux  sont  sur  la  même 
droite,  qui  est  Vaxe  principal  du  système. 

Soient  H,,  /ia,  nB  les  indices  de  réfraction  des  trois  milieux  suc- 
iifs:  R,  et  R, ,  K2  et  K'a  (fig.  4*)  les  %ers  Principaux  relatifs 


cess 


au 


x  surfaces  S,  et  S2  qui  coupent  Taxe  aux  points  G,  et  C2 
Les  longueurs  focales  correspondantes  sont 


(3o) 


F'l 

F, 

— 

— 

nï 

n>\ 

f; 

Fa 

tn 

/?2 

R. 


/u —  nx 
R, 


F'l-F1 


f:  -  f, 


Ri 


// 


Le  point  A  donne  une  première  image  A,  dans  le  second  milieu 
et  une  image  A'  dans  le  troisième.  On  les  obtient  géométrique- 
ment par  le  tracé  des  images  d'un  point  voisin  B  situé  sur  une 
même  perpendiculaire   à  l'axe.  La  première  image  B,  est  donnée 


le  trajet  des  rayons  BM't  et  BM* ,  dont  l'un  est  parallèle  à  l'axe 

Fig.  Li. 


et  l'autre  dirigé  vers  le  loyer  antérieur  R,.  Dans  le  second  milieu, 
le  rayon  M",  M'.',  se  réfracte  sur  la  surface  S2  vers  le  foyer  R'2;  le 
rayon  M,B,  qui  passe  par  le  foyer  R2  se  réfracte  parallèlement  à 
l'axe  et  sa  rencontre  avec  le  précédent  donne  la  seconde  image  B'. 
Les  foyers  K  et  R'  du  système  résultant  sont  déterminés  par  les 
points  où  les  droites  BM,  etM'2B'  coupent  l'axe. 

Les  distances  <p ,  =  K,  A  et  ?',  =  K',  A,  des  foyers  K,  et  K^  au 
points  A  et  A,  et  les  distances  cp2  =  — KaA4  et  cp',  =  —  K.  A 
foyers  R2  et  R'2  aux  points  A,  et  A'  satisfont  aux  relations 

,  ,-,       p,;  '      T7      "H" 

C?lCPi=Jt4l*<l>  ?2?2  —  1212- 


—  K'A'  des 
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En  appelant  D  la  distance  RoR',^  K2  A,  —  R,  A,  =  —  cp2  —  'f', , 

on  a 

F.  F'         F,  F 

Les  distances  <t>  =  K,R  ou$'  =  R'K'a  sont  respectivement  les 

valeurs  de  —  cp,  ou  —  cp'2  pour  cp'2  =  oo  ou  cp,  =  oo,  ce  qui  donne 


F,  F'. 
D 

*' 

f2f; 

D    ' 

et  l'équation  (3i)  peut  s'écrire 

(32)                                         -I=^ 

-b 

*' 

«Pi 

Les  distances  cp  et  cp'  des  foyers  K  et  K'  aux  points  correspon- 
dants A  et  A'  sont  cp  =  <p<»+  O,  cp'=  cp'2-4-  $'.  Remplaçant  cp,  et  cp'_, 
par  ces  valeurs  dans  l'équation  (32),  il  reste 

F  F'  F  F' 

(33)  w'=**'=     l    lD**    2> 

87.  Plans  principaux. —  Un  objet  AB  =  I  donne  une  pre- 
mière image  A{  B,  = — 1,,  et  une  seconde  image  A'Br=  —  I'.  On 
a,  par  la  comparaison  des  triangles  semblables  BRA  et  C,  KM,, 
C,R,M',  et  CoRoMo, 

I       CtlVL         CjM, 
?   ":   Kd   ~~  Fj  —  *' 
— _r_G1M1_     QM, 
F2    ~"  Kjd  ~"  D-F/ 
par  suite, 

_  El 

V  _  F2  F,  -  <î>  _  F,F2  J"D    _       FtF2  ^D 

1  4)    i"    cp  f;  —  d"     cp    t\  —  D~       cpD         f;f;' 

Lorsque  l'objet  AB  se  déplace  parallèlement  à  l'axe,  l'image 
A'B'  est  toujours  dans  l'angle  B'K'A'  défini  par  la  marche  du 
rayon  BM",  parallèle  à  l'axe;  cette  image,  pouvant  prendre  toutes 
les  grandeurs  positives  ou  négatives,  passe  donc  une  fois  et  une 
seule  par  une  valeur  égale  à  l'objet.  Si  P  et  P'  sont  les  positions 
des  points  conjugués  A  et  A'  satisfaisant  à  cette  condition,  nous 
appellerons  F  et  F'  leurs  distances  aux  foyers  R  et  R',  comptées 
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respectivement  vers  le  premier  et  le  dernier  milieu.  Ces  distances 
sont  les  valeurs  que  prennent  —  <p  et  —  cp'  dans  l'équation  (34) 
quand  le  premier  membre  est  égal  à  l'unité;  on  a  ainsi 

FF  FF' 

17  _    rlr2  p/ rir2 

En  tenant  compte  des  équations  (3o),  il  en  résulte 

F FtF-2  n{  />,    _  n{ 

F'        F',  F2        n^n-i        ns 

Les  équations  (33)  et  (34)  deviennent  alors 

(33)'  <pT'  =  FF', 


(34)' 


r     f 


Les  plans  PM  et  P' M7 jouissent  de  la  propriété  que  deux  points 
M  et  M'  situés  à  la  même  distance  de  l'axe  et  du  même  côté  sont 
conjugués.  Ce  sont  les  plans  principaux  du  système  résultant. 

On  voit  aisément  sur  la  figure  que  l'intersection  M'  des  droites 
k'M'„  et  BX  est  l'image  du  point  M  déterminé  de  la  même  manière 
par  un  rayon  XB  marchant  en  sens  contraire. 

Les  valeurs  de  F  et  F'  sont  les  longueurs  focales  du  système; 
ces  longueurs  sont  proportionnelles  aux  indices  de  réfraction  des 
milieux  extrêmes  et  toujours  de  même  signe. 

Les  plans  principaux  sont  donc  situés  dans  l'intervalle  des  foyers 
principaux  ou  de  part  et  d'autre  de  ces  foyers. 

Appelant  enfin  /et  f  les  distances  respectives  <p  +  F  et  <p;-f-  F' 
des  plans  principaux  aux  points  conjugués  correspondants  A  et  A', 
on  a,  comme  pour  une  seule  réfraction, 


F' 
f 

F 

+  7 

FF' 

IF 

+  7 

—  o. 


La  distance  e  des  surfaces  S,  et  S2  est 

(35)  e  =  F;  +  F2  -  D  =  n%  (  — ^ 1 *^— 

-\"-2  —  n,        n,  —  r 
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En  posant 

2f  =  f14-f;  +  f2  +  f;) 

la  distance  A  des  foyers  principaux  K  et  K/  est 
A  =  e  -+-  Fi  +  F;  —  <E>  —  *'  —  2F  —  D  — 


f.f^  +  f.f; 


d 

La  distance  p  =  PP'  des  plans  principaux  est 

f  =  l     F     F'-SF     p     f.f.  +  f.f.  +  f.f.  +  f'.f; 

=;f   d    (Fi  +f;>(f'.+f2)- 

ou,  en  remplaçant  D  par  sa  valeur  en  fonction  de  la  distance  e  des 
surfaces, 


/?  =  e  +  F1+F'2  + 


(^-r-F^CF'.+F,) 


•-(f;  +  f2) 
g  +  (F1-F;)-(F2-F;)> 

e-(F'1  +  F2) 
par  suite, 


e  —  Rj  -h  R2  e  —  Ri  4-  R5 


(36)         p  =  e-        -v^^-^-p r=* 


/     Ri 

\/i2  —  n 


j  Aï3  Al2 


88.  Points  nodaux.  —  Si  l'on  considère  un  rayon,  partant  du 
point  A,  qui  fait  successivement  avec  l'axe  AA'  dans  les  trois  mi- 
lieux les  angles  a,  a,  et  a',  on  aura,  d'après  l'équation  (12)'  ap- 
pliquée successivement  aux  deux  réfractions, 

nx  al  =  n2  ajlj  =  n3  a' F. 

Pour  que  les  angles  extrêmes  a  et  a'  soient  égaux,  c'est-à-dire 
que  les  rayons  émergents  soient  parallèles  aux  rayons  incidents, 
il  faut  qu'on  ait 

F__  #t| 
ï  ~~«,' 

par  suite,  d'après  l'équation  (34)', 
n 


-3F  =  — F',  ?'=—  ^F'  =  — F. 

nx  n3 


M.  -  I. 
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Les  points  correspondants  N  et  IN'  sont  les  points  nodaux  du 
système.  Gomme  on  a  PN  =  VN' =  F'—  F,  la  distance  NN'  des 
points  nodaux  est  égale  à  la  distance  p  des  plans  principaux. 

Le  point  C,  image  des  points  nodaux  par  rapport  aux  deux  sur- 
faces S1  et  S2,  est  le  centre  optique  du  système.  Quand  un  rayon 
TU  est  dirigé  vers  le  premier  point  nodal  N,  il  passe  par  le  centre 
optique  après  la  première  réfraction  et  émerge  ensuite  en  U'T'  du 
second  point  nodal  N',  parallèlement  à  sa  direction  primitive. 

Les  triangles  semblables  CUN  et  CU'N'  donnent 


CN 

CN' 

CN        CN'        NN' 

eu 

~CU' 

ou 

VjV_j|             \ji\ji<^             vj^Lj2 

89.  Plans  de  Bravais.  — M.  Martin  (')  a  désigné  ainsi  deux 
plans  remarquables,  signalés  déjà  par  Bravais  (2)  et  qui  jouissent 
de  la  propriété  de  contenir  en  même  temps  l'objet  et  son  image. 
Tl  faut  qu'on  ait  alors 

<p  +  A  -+-  cp'  —  o. 

Un  point  Q  de  l'axe,  qui  satisfait  à  cette  condition,  est  lui- 
même  son  foyer  conjugué.  En  appelant  q  et  q'  ses  distances  QK 
et  QK/  aux  foyers  K  et  K',  les  équations 

?  +  ^A  =  F  +  F'-h  p, 
qq'=YF', 

qui  sont  symétriques  par  rapport  à  q  et  q' ,  déterminent  deux  points 
Q  et  Q'  (3)  à  égale  distance  respective  des  foyers  R  et  ¥J. 

Si  l'un  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  qui  passent  par  les 
points  Q  et  Q'  contient  un  objet,  il  contient  aussi  son  image;  ce 
sont  les  plans  de  Bravais. 

Les  distances  q  et  q'  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 


degré 

;r2-^  +  FF'  —  o. 

Comme  on  a 

A2- 

-  4FF'  =  (F  -  F')2  4-  2/?(F  +  F')  -+-JD2, 

(')  Martin,  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  (4),  t.  X,  p.  426;  1867. 

(2)  Bravais,  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  (3),  t.  XXXIII,  p.  498;  i835. 

(3)  Points  symptotiques  de  Listing. 
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les  plans  de  Bravais  n'existent  que  si  la  distance  p  des  plans  prin- 
cipaux n'est  pas  comprise  entre   les  racines   toujours  réelles  de 

l'équation 

x*  +  2<r(F  h-  F')  +  (F  —  F')2  =  o, 

La  distance  des  plans  de  Bravais  b  =  QQ'  est 

62  =  A2  —  4FF'  =  (F  -  F')2  +  ip{¥  4-  F')  +  ^. 

Dans  le  cas  d'une  seule  surface,  les  plans  principaux  elles  plans 
de  Bravais  se  confondent  avec  le  plan  tangent  avec  la  surface  S 
(fig.  41)'  les  Pomts  nodaux  et  le  centre  optique  avec  le  centre  de 
courbure  O.  11  en  est  de  même  pour  la  réflexion  sur  un  miroir 
sphérique  (fig-  36). 

90.  Système  résultant  de  deux  autres.  —  On  pourrait,  en 
appliquant  la  même  méthode,  considérer  encore  le  cas  d'une  nou- 
velle réfraction,  et  continuer  de  proche  en  proche,  mais  les  ré- 
sultats qui  précèdent  se  généralisent  sans  difficulté. 

Considérons  deux  systèmes  optiques  quelconques  centrés  sur 
un  axe  et  séparés  par  un  même  milieu,  dont  les  longueurs  focales 
sont  ¥{  et  F',,  F2  et  F'.,,  les  foyers  principaux  étant  en  K4  et  K'^ , 
Ko  et  K,,  et  les  plans  principaux  en  P,  et  P', ,  P2  et  P'2  (ftg*  43). 

Fis.  43. 


B 

__M 

-""' 

M' 

X 

K'i 

/fSw 

A 

A      k2  -—--.._..        R\       \\ 

M» 

P 

P'i 
M't 

P' 
M, 

Pa 

P'a 

k'\ 

\ 

M', 

B 

En  appelant  D  la  distance  K2K', ,  cp,  et  cp'2  les  distances  K<  A  et 
K.'2  A'  relatives  à  deux  points  conjugués  A  et  A'  du  système  résul- 
tant, on  a  encore 

F  F'         F  F' 
(3i)'  _B  =  £lLi  +£i£l; 


?i 
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par  la  même  transformation,  on  voit  que  les  distances  cp  =  KA 
et  tp'=  K'A'des  foyers  principaux  du  système  résultant  aux  points 
conjugués  A  et  A'  satisfont  à  la  relation 

F  F'  F  F' 
(33)'  Tf>=ïlhp±2. 

Si  Ton  mène  le  rayon  BK  qui  passe  par  le  foyer  antérieur  K  et 
aboutit  au  point  M,  du  plan  principal  P<,  ce  rayon  émane  ensuite 
du  point  M\9  passe  par  le  foyer  K2  du  second  système,  coupe  en 
M2  le  plan  principal  P2  et  émerge  parallèlement  à  l'axe  en  passant 
par  le  point  M'2. 

On  a  donc  à  comparer  les  mêmes  triangles  que  précédemment, 
avec  cette  seule  différence  que  chacun  des  points  Mt  et  M2  de  la 
première  figure  a  été  pour  ainsi  dire  dédoublé  en  deux  autres 
situés  à  la  même  distance  de  l'axe. 

Le  système  résultant  a  deux  plaus  principaux,  en  P  et  P',  et  les 
longueurs  focales  F  =  PK  et  F;  =  P'K',  comptées  respectivement 
vers  les  milieux  extrêmes,  sont 


il  en  res 


ulte 


F,F2 

D    > 

F  = 

F'  F' 

_         1  X  2  . 

D    > 

<p<p'  = 

=  FF, 

et,  en  appelant  n  et  n'  les  indices  de  réfraction  des  milieux  ex- 
trêmes, 

Z  —  n 
¥'  ~nr 

On  retrouve  ainsi  les  mêmes  équations  générales 

—  F  _  F  _  ?'  _      /W 
~T~~  y  —  F'  ~  V^7?' 


F'        F 

7  +  f 

=  ij 

FF'        IF 

7^7 

=  o, 

En  désignant  par  p{   et  p2  les  distances  des  plans  principaux 
P,  P',  etP2P'2  des  deux  systèmes  proposés,  la  distance  des  foyers 
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principaux  KetK'  est 

^     f.f'.-hF.f; 

et  la  distance  des  plans  principaux  p  =  PP'  du  système  résultant 

F1  +  Ft)(F1+Ff) 


^  _  A  _  p  —  F'  =  2F  +/?!  -H/>2  —  D  - 


I) 


Les  distances  des  points  nodaux  N  et  N'  aux  foyers  sont  encore 

»=  —  F',         ?'  =  —  F. 

Enfin  les  plans  de  Bravais  seront  déterminés  par  la  même  con- 
dition que  précédemment. 

91.  Couples  de  points  conjugués.  —  Considérons  encore,  dans 
un  système  centré  quelconque,  deux  couples  de  points  conjugués 
deux  à  deux  A  et  A',   G  et  G',  situés  sur  l'axe. 

Si  l'on  désigne  par  H  et  H7  les  distances  des  foyers  K  et  K'  aux 
points  G  et  G',  par  h  et  h'  les  distances  AG  et  A' G'  des  points 
correspondants,  ces  distances  étant  respectivement  comptées  vers 
les  milieux  extrêmes,  on  a  d'abord 

HH'=cpcf'  =  FF'. 

En  y  remplaçant  cp  et  o'  par  leurs  valeurs  H  —  h  et  H/—  h\  on 
en  déduit 

(37)  Â  +  F  =  I- 

Cette  relation  importante,  dont  l'équation  (9)'  n'est  qu'un  cas 
particulier,  est  souvent  mise  à  profit  pour  déterminer  les  éléments 
des  systèmes  optiques  ('). 

92.  —  Remarquons  enfin  qu'un  système  centré  quelconque, 
compris  entre  deux  milieux  d'indices  n{  et  rc3,  peut  être  remplacé 
par  deux  surfaces  sphériques. 

Si  l'on  se  donne,   en  effet,  l'une   des  longueurs  focales  F  du 


(')  La  théorie  des  systèmes  optiques  que  l'on  vient  d'exposer  est  due  particu 
lièrement  aux  travaux  de  Biot,  de  Gauss  et  de  Listing. 
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système  et  la  distance/?  des  plans  principaux,  on  a 


F'=?ÎF, 

'h 

(38)  FD  =  F1F,=  ******** 


(n2  —  /ii){ns  —  "2) 
(3g)  -/>D  =  e(e-R1  +  R,), 

avec  la  condition 

R,  R- 


—  D  =  e  —  (Fj  +  F2)  =  e  —  /z2 


/ïg    /*,  7Z3 /2g 


Comme  il  n'existe  que  deux  équations  (38)  et  (39)  pour  déter- 
miner les  quatre  inconnues  R,,  R2,  e  et  n2,  on  voit  qu'il  y  a  une 
infinité  de  manières  de  remplacer  un  système  centré  par  deux 
surfaces. 

Si  l'on  fait,  par  exemple,  R,  =  R2  =  R  et  n2  —  nK  =  n3  —  n2l 
c'est-à-dire  si  les  ravons  de  courbure  sont  égaux  et  de  même 
sens,  et  l'indice  du  milieu  intermédiaire  la  moyenne  des  indices 
des  milieux  extrêmes,  il  en  résulte 

FD  =  2/il(nl  4-  /i3)    = —\— -R 

/l3—  /Î!  p 

L'épaisseur  e  du  milieu  intermédiaire  est  alors  déterminée  par 
l'équation 

_£V  —  __    *l  +  /?3  F- 

le  problème   n'est  possible   dans  ces  conditions  que    si  les  lon- 
gueurs F  etp  sont  de  signes  contraires. 

93.  Caractères  d'un  système  optique.  —  Le  produit  des  lon- 
gueurs focales  d'une  surface  (80) 

F  F'  —        *1*2       R2 

étant  toujours  positif,  il  en  sera  de  même  pour  le  produit  des  lon- 
gueurs focales  F  et  F'  d'un  système  quelconque  de  surfaces  cen- 
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trées;  ces  deux  longueurs  sont  donc  toujours  de  même  signe  et 
proportionnelles  aux  indices  de  réfraction  n  et  n!  des  milieux 
extrêmes. 

Les  distances  cp  et  cp'  des  points  conjugués  aux  foyers  corres- 
pondants sont  aussi  toujours  de  même  signe. 

Les  propriétés  d'un  système  optique  sont  définies  par  la  posi- 
tion respective  des  foyers  et  des  plans  principaux,  et  son  caractère 
ne  dépend  que  du  signe  des  distances  focales. 

Si  ces  distances  sont  positives,  les  foyers  K  et  K'  {fig.  44)  sont 
respectivement  à  gauche  et  à  droite  des  plans  principaux  P  et  P', 
c'est-à-dire  vers  les  milieux  correspondants. 

Fig.  44- 


B 

M 

-^N 

M' 

^\Kl-~ 

__i'_- 

(X^ 

---.A 

A  ■->- 

P 
M, 

P'       -— - 

M', 

li 

Les  rayons  BM  parallèles  à  l'axe  dans  le  premier  milieu  conver- 
gent après  réfraction  au  foyer  K'  dans  la  direction  M'K';  le  sys- 
tème est  convergent. 

Le  foyer  conjugué  B'  d'un  point  B  est  situé  encore  sur  trois  di- 
rections remarquables  :  le  rayon  M'K/  qui  provient  d'un  rayon 
incident  BM  parallèle  à  l'axe,  le  rayon  M\  B'  parallèle  à  l'axe  qui 
provient  d'un  rayon  incident  BM,  passant  par  le  premier  foyer  R, 
enfin  le  rayon  N'B'  qui  passe  par  le  second  point  nodal  N'  et  pro- 
vient d'un  rayon  BN  dirigé  vers  le  premier  point  nodal. 

Le  rapport  de  l'image  Y  =  A'B'  à  l'objet  AB  =  I  est 


[' 


L'image  I'  est  renversée  et  réelle  quand  cp  ;>  o;  elle  est  droite 
et  virtuelle  quand  cp  <;  o. 

La  distance/?  des  plans  principaux  peut  être  d'ailleurs  positive 
ou  négative,  c'est-à-dire  qu'en  suivant  la  marche  des  rayons  on 
rencontre  d'abord  le  premier  ou  le  second  plan  principal. 

Lorsque    les   longueurs    focales    sont  négatives   {fig»  45),   les 
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rayons  BM  parallèles  à  l'axe  dans  le  premier  milieu,  divergent 
après  réfraction  du  foyer  K'  dans  la  direction  K'M';  le  système  est 
alors  divergent. 

Le  foyer  conjugué  B'  d'un  point  B  est  sur  trois  directions  re- 
marquables, déterminées  par  les  rayons  BM,  BK  ou  BN,  qui  sont 
l'un  parallèle  à  l'axe  et  les  autres  dirigés  vers  le  premier  foyer  R 
ou  le  premier  point  nodal  N. 

Le  rapport  de  l'image  à  l'objet  est 


F'3 


Timage  F  est  droite  et  virtuelle  quand  cp  >  o. 

Fig.  45. 


Si  l'image  A'B'  était  formée  par  un  faisceau  convergent  de  rayons 
marchant  en  sens  contraire,  le  système  la  transformerait  en  une 
image  droite  et  réelle  AB. 

Toutefois  le  rôle  d'un  système  optique  n'est  pas  suffisamment 
déterminé,  au  point  de  vue  expérimental,  par  le  signe  des  lon- 
gueurs focales  et  il  faut  tenir  compte  de  la  position  des  foyers 
par  rapport  aux  milieux  extrêmes. 

Dans  le  cas,  par  exemple,  de  deux  surfaces  qui  séparent  trois 
milieux  différents,  la  distance  xf  =  C2K'  de  la  seconde  surface  au 
foyer  K'  est 

,       _.       F,  F'a       „,  D  —  F9 

#'  =  C2K'2  — K'K'2 


F' 


D 


[) 


ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  (35), 


X 


=  f; 


i\ 


D 


F  - 
2D 


Or,    cette   distance    peut  être   négative,    quoique  la  longueur 
focale  F'  soit  positive.  Les  rayons  primitivement  parallèles  à  v 


axe 
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émergent  alors  d'un  point  situé  dans  le  second  milieu  et,  de  ce  côté 
au  moins,  le  système  se  comporte  comme  s'il  était  divergent. 

On  trouverait,  de  même,  pour  la  distance  x  =  C<K  de  la  pre- 
mière surface  au  foyer  antérieur, 

r  — F  Fg  ~  e  —  F       F  -• 

Le  champ  d'un  système  optique  est  l'angle  dans  lequel  doivent 
se  trouver  les  objets  pour  que  les  images  n'aient  pas  d'aberrations 
exagérées;  on  mesure  habituellement  ce  champ  parle  double  de 
l'angle  BNA  que  font  les  rayons  extrêmes  avec  l'axe  principal. 

94.  Pureté  des  images.  —  Les  systèmes  optiques  composés  de 
surfaces  sphériques  donnent  lieu  à  des  aberrations  de  sphéricité 
et  de  réfrangibilités.  On  corrige  ces  dernières  en  combinant  des 
verres  différents  de  manière  que  la  distance  de  l'image  au  système 
passe  par  un  maximum  (ou  un  minimum)  pour  une  couleur  dé- 
terminée. Si  l'achromatisme  est  réalisé  pour  la  région  moyenne 
du  spectre,  les  images  d'un  même  point  relatives  aux  différentes 
couleurs  forment  encore  une  ligne  repliée  sur  elle-même  et,  en  les 
examinant  avec  un  prisme  de  faible  dispersion,  on  observerait  un 
spectre  secondaire  comme  dans  l'achromatisme  des  prismes  (79). 

Indépendamment  des  aberrations  de  toute  nature,  il  y  a  une 
cause  physique  qui  limite  la  pureté  des  images. 

Supposons  qu'un  système  optique  soit  constitué  de  telle  façon 
que  toute  la  lumière  émanant  d'un  objet  qui  tombe  sur  la  première 
surface  rencontre  toutes  les  autres  surfaces,  et  appelons  D  le  dia- 
mètre de  l'étendue  utile  du  premier  plan  principal.  L'image  d'un 
point  A  situé  sur  l'axe  est  formée  par  un  faisceau  conique  de  dia- 
mètre D  et  de  longueur  F'-f-  ^'--f  ;  l'angle  apparent  e'  de  la  tache 
centrale  est  alors  (32) 

'         k 
Z  ~  n'D' 

Si  —  F  désigne  la  grandeur  de  l'image  qui  correspond  à  cet 
angle  et  1  la  longueur  correspondante  de  l'objet,  on  a 

k  — V         1    F         n_    ]_ 
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il  en  résulte 

I  _    k    _ 
/'-  nI)~Z- 

Pour  une  ouverture  déterminée  du  système  optique,  la  dis- 
tance I  des  deux  points  de  l'objet  dont  les  images  peuvent  être 
distinctes  ne  dépend  que  du  premier  milieu;  elle  est  proportion- 
nelle à  la  distance  de  l'objet  au  plan  principal.  Le  rapport  —  =  e, 

ou  l'angle  de  pénétration  du  système  optique,  est  indépendant  de 
la  distance  de  l'objet;  il  est  défini  uniquement  par  le  diamètre  de 
la  surface  utilisée  des  plans  principaux. 

C'est  donc  souvent  une  illusion  de  croire  que  le  grossissement 
des  images  en  améliore  les  qualités  optiques. 

95.  Clarté  des  images.  —  Si  l'objet,  de  surface  <r,  a  un  éclat 
intrinsèque  E,  c'est-à-dire  que  l'unité  de  surface  envoie  à  l'unité 
de  distance  sur  l'unité  de  surface  une  quantité  E  de  lumière,  la 
quantité  de  lumière  envoyée  par  l'objet  sur  la  surface  S  du  pre- 
mier plan  principal  est 

V        P 

Cette  lumière,  qui  émane  de  la  même  surface  S  du  second  plan 
principal,  se  trouve  répandue  sur  la  surface  a-'  de  l'image,  en  sup- 
posant qu'il  n'y  ait  ni  absorption  dans  les  milieux,  ni  fluorescence, 
et  qu'on  néglige  la  lumière  réfléchie.  L'éclat  intrinsèque  E'  de 
l'image  dans  le  cône  des  rayons  émergents  satisfait  donc  à  la  con- 
dition 

aES         a'E'S 


qui  donne 


e'  _  y*  _  (\fy_  (ZY-  "- 

E        *f*-\Vf)-\F)-n* 


et  ce  rapport  est  égal  à  l'unité  quand  les  milieux  extrêmes  sont 
identiques. 

L'éclat  intrinsèque  de  l'image  est  donc  égal  à  celui  de  l'objet, 
l'accroissement  de  lumière  sur  un  plus  petit  espace  étant  compensé 
par  l'augmentation  d'ouverture  des  faisceaux. 
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Ce  raisonnement  suppose  que  l'objet  a  un  angle  apparent  assez 
grand  pour  que  l'on  puisse  négliger  les  phénomènes  de  diffraction 
et  appliquer  les  propriétés  géométriques  de  la  lumière.  Il  en  ré- 
sulte que  les  lunettes  ne  peuvent  augmenter  l'éclat  apparent  des 
objets  terrestres,  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  Planètes. 

96.  —  Les  résultats  sont  tout  différents  quand  il  s'agit  des  objets 
dont  l'angle  apparent  est  inappréciable,  comme  les  Étoiles. 

En  appelant  éclat  d'un  point  A  la  quantité  de  lumière  e  qu'il 
envoie  sur  l'unité  de  surface  à  l'unité  de  distance,  la  quantité  de 
lumière  reçue  par  un  système  optique  est 

Q=*S. 
V       p 

Cette  lumière  est  répandue  au  foyer  conjugué  sur  la  tache  cen- 
trale correspondante  dont  la  surface  est 


n'*D*    —\2n'   J   S 

Si  e'  est  l'éclat  intrinsèque  moyen  de  l'image  pour  l'angle  -^ 
dans  lequel  se  propagent  les  rayons,  on  aura 

Q 


eS 
P 

e'a'S         r 

\2/l 

M 

'2/i'y       eS  i 

'2,1" 

Cet  éclat  est  proportionnel  à  la  quantité  Q  de  lumière  reçue  par 
le  système,  ou  au  produit  de  la  surface  S  par  la  quantité  4r  qui  re- 
présente l'éclairement  du  point  sur  l'unité  de  surface 

Si  E  représente  l'éclat  intrinsèque  de  la  région  du  ciel  sur  la- 
quelle se  détache  une  étoile,  le  rapport  des  éclats  intrinsèques  des 
images  de  l'étoile  et  du  ciel  est,  en  faisant  n'  =  1 , 

~--/^Ys 

Ce  rapport  est  proportionnel  à  la  surface  S  du  système  optique. 
On  comprend  ainsi  que  l'emploi  des  lunettes  permette   d'aug- 


124  CHAPITRE    II. 

menter  la  visibilité  des  étoiles  et  même  d'en  distinguer  un  grand 
nombre  pendant  le  jour  (  '  ). 

97.  Lentilles.  — -  Lorsque  les  milieux  extrêmes  sont  identiques 
n  =  nr),  les  longueurs  focales  F  et  F'  sont  égales  et  les  points 
nodaux  sont  situés  sur  les  plans  principaux  correspondants. 

Tel  est  le  cas  des  lentilles,  qui  sont  composées  d'un  corps 
transparent  compris  entre  deux  surfaces  sphériques  et  placé  dans 
un  milieu  de  nature  différente.  L'axe  du  système  est  la  droite  qui 
joint  les  centres  des  deux  sphères;  nous  supposerons  qu'on 
n'utilise  que  la  portion  des  lentilles  voisine  de  l'axe. 

En  appelant  n  l'indice  de  réfraction  de  la  lentille  par  rapport  au 
milieu  qui  l'entoure,  on  fera  dans  les  expressions  générales  rela- 
tives à  deux  surfaces  (86)  n{  =  ns  =  i  et  n2  =  n. 

La  position  du  centre  optique  se  détermine  directement. 

Si    les  centres   de  courbure   des    surfaces    S,   et  S2  (fig-  46) 


sont  en  Oi  et  02,  il  est  clair  qu'un  rayon  intermédiaire  M,  M2 
passe  par  le  centre  optique  C  de  la  lentille  quand  Jes  angles  de 
ce  rayon  avec  les  surfaces  sont  les  mêmes  aux  points  M{  et  M2, 
c'est-à-dire  quand  les  normales  01M1  et  02M2  sont  parallèles, 
auquel  cas  le  rayon  émergent  M2B'  est  parallèle  au  rayon  inci- 
dent BM1 . 

Les  triangles  CM4  0<  et  GM202  donnent  les  relations 

CMt       CM2         M,  M, 


i\i  i\.j  K2  —  1m 


(')  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  X,  p    509. 
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qui  deviennent,  pour  les  directions  voisines  de  Taxe, 

CC,  _  CC,  _      C,C9  e 

Rt  R2         R2  —  Ri        R2  —  l^i 

Les  distances  de  centre  optique  aux  deux  surfaces  sont  propor- 
tionnelles aux  rayons  de  courbure. 

Le  centre  optique  se  trouve  en  dehors  ou  dans  l'épaisseur  de  la 
lentille  suivant  que  les  rayons  R,  et  R2  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires. 

On  déterminerait  de  la  même  manière  la  position  des  points 
nodaux  N,  et  N2,  qui  sont  conjugués  du  point  C  par  rapport  aux 
surfaces  S<  et  S2. 

On  a  d'ailleurs 


n         n  —  1 
F  -R, 


11  n  —  1 

et  les  formules  déjà  trouvées  pour  deux  surfaces  (87)  donnent 

_D=_A_(Rs_Rl)+e  =  _^_(R!_Rl)[I  +  ^i_A_] 

1  1  /  1  1  \  l~         n  —  \         e 

f  ~  ftf;  - {n  ~ J)  Vr;  _  r J  L1_i — ^r~  sv^vl  ' 


e  —  Ri+R,        n  —  ï  R2— R, 


p  —  e -=- — e 


-\- 


a     R2— R, 
La  distance  des  foyers  principaux  est 

_  _  2/iR1Ri  +  (/t-i)ig(e-R|  +  Rî) 

2     +  P  ~       n(n  —  i)(R2  —  R1)  +  (n  —  ife    ' 

et  la  distance  des  plans  de  Rravais  (89) 

Si  les  surfaces  S,  et  S2  sont  concentriques,  le  centre  optique 
est  au  centre  commun  des  surfaces,  et  la  condition  e  =  Ri  —  R2 
donne 

_            e                                            n  —  ie 
D  = ou  F  = 


R,R, 
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98.  —  La  lentille  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  F 
est  positif  ou  négatif. 

Supposons,  par  exemple,  avec  n  >  i ,  que  R<  ^>  o  et  R2  <C  o, 
c'est-à-dire  que  la  lentille  soit  biconvexe.  Les  longueurs  focales 
des  deux  surfaces  sont  alors  positives  et  la  lentille  est  pratique- 
ment convergente  quand  D  >  o,  c'est-à-dire,  en  mettant  en  évi- 
dence les  signes  des  rayons  de  courbure,  pour  la  condition 

e<Rj  +  R2. 

n 

Les  distances  des  surfaces  aux  foyers  correspondants  (93)  sont 

R,  nY\t  —  (n  —  \)e 

n  —  i   n  (  Rt  -+-  R2  )  —  (  n  —  î  )  e 
,         R2  «R,  —  (  n  —  i  )  e 

n  —  i   n  (  Rt  -+-  R2  )  —  (  n  ■ —  i )  e 

Le  système  est  convergent  et  les  deux  foyers  situés  dans  l'inté- 
rieur de  la  lentille  quand  la  quantité  e  est  plus  grande  que 

chacun  des  rayons  de  courbure  et  plus  petite  que  leur  somme. 

99.  —  Jl  est  surtout  utile  d'examiner  le  cas  où  le  rapport  de  l'é- 
paisseur e  de  la  lentille  à  la  différence  R2 — -R<  des  rayons  de 
courbure  est  très  petit. 

Si  l'on  peut  négliger  le  carré  de  ce  rapport,  on  a  simplement 

n  —  i 

p= e 

n 

et,  en  appelant  F0  la  longueur  focale  qui  correspondrait  à  une 
épaisseur  nulle, 

^  =  (n_I)(i._i.„ 


F      F0\       R2  — Ri 
p 


R2  — Ri 

Lorsque  n  >  i ,  le  signe  de  F0  et,  par  conséquent,  le  caractère  de 
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la  lentille  est  donné  par  le  signe  de  la  différence  ^ ~-  •  La  len- 

tille  est  convergente  ou  divergente  suivant  que  l'épaisseur  est  plus 
grande  ou  plus  petite  au  milieu  que  sur  les  bords. 

L'inverse  aurait  lieu  si  la  lentille  avait  un  indice  de  réfraction 
moindre  (/i<C  1)  que  le  milieu  extérieur. 

100.  Structure  de  VOEU.  —  L'œil  se  compose  d'une  série  de 
milieux  transparents  renfermés  dans  une  enveloppe  de  forme 
ovoïde,  la  sclérotique,  à  peu  près  de  révolution  autour  du  dia- 
mètre horizontal  antéro-postérieur .  Celte  enveloppe,  qui  constitue 
le  globe  de  Vœil,  est  transparente  en  avant  et  forme  une  sorte  de 
fenêtre  circulaire,  la  cornée  ;  elle  est  percée  en  arrière  d'une  ouver- 
ture par  laquelle  passent  le  nerf  optique  et  une  partie  des  vais- 
seaux destinés  à  la  nutrition  de  l'organe.  Une  lentille  biconvexe,  le 
cristallin,  de  structure  feuilletée,  est  suspendue  dans  cette  cavité 
et  le  partage  en  deux  chambres,  l'une  antérieure  remplie  d'hu- 
meur aqueuse,  l'autre  postérieure  remplie  d'une  masse  géla- 
tineuse qui  est  Yliumeur  vitrée.  Le  fond  de  la  cavité  est  tapissé 
par  l'épanouissement  du  nerf  optique  qui  forme  la  rétine;  les 
images  des  objets  extérieurs  se  dessinent  sur  la  rétine  et  donnent 
une  vision  d'autant  plus  nette  qu'elles  sont  elles-mêmes  plus 
pures.  Enfin  un  diaphragme,  Yiris,  situé  en  avant  du  cristallin, 
est  percé  d'une  ouverture  circulaire  de  grandeur  variable,  la  pu- 
pille, qui  permet  de  limiter  l'étendue  des  surfaces  utilisées  pour 
la  production  des  images. 

Cet  ensemble  de  plusieurs  milieux  successifs  constitue  un  sys- 
tème optique  convergent. 

Dans  un  œil  normal,  d'après  les  mesures  de  M.  Helmholtz,  les 
plans  principaux  sont  situés  dans  la  chambre  antérieure  et  à  la 
distance  de  omm,42.  Les  points  nodaux,  séparés  par  la  même 
distance,  sont  au  voisinage  de  la  face  postérieure  du  cristallin; 
on  peut,  sans  erreur  sensible,  supposer  qu'ils  se  confondent  et 
que  les  rayons  correspondants  sont  superposés;  ces  rayons  con- 
stituent des  lignes  de  direction. 

Les  longueurs  focales  sont  sensiblement,  d'après  Listing, 

F  =  i5mn\         F'—_  2omm, 
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et  la  distance  d'un  plan  principal  au  point  nodal  correspondant 

—  Y' F  =  5mm. 


F 


tion  en 

à 
à 


101  Vision.  -  Lorsque  l'œil  est  en  repos,  la  rétine  se  trouve 
Généralement  dans  le  plan  focal  principal  et  reçort  une  .mage 
nette  de"  objets  situés  à  une  très  grande  distance;  mats,  sou 
"ton  de  muscles  particuliers  dont  l'effet  le  plus  important  est 
de  édifier  le  cristallin,  l'œil  peut  s'accommoder  de  manière  a 
voir  ne  ement  à  volonté  les  objets  dont  la  dislance  varie  depiu  s 
•iùfini  usqu'à  une  valeur  plus  petite  P.  Un  point  situé  sur  1  axe 
JncTpaï  à  la  distance  limite  P  de  vision  rapprochée  porte  le  nom 
de  ZL  pro^mum.  Ce  qu'on  appelle  quelquefois  dtstance 
Je  ^!on  disLcte  est  une  longueur  mal  défime  comprise  entre  la 

^u^andtavail  d'accommodation  équivaut  à  l'interposi 
on  en  avant  de  l'œil  d'une  lentille  convergente  ?^  de  donne 
l'infini  l'image  virtuelle  d'un  objet  Situe  a  la  distance  P,  c 
dire  dont  la  longueur  focale  A  serait  égale  a  P. 
L'inverse  *  de  cette  longueur  focale  peut  être  considéré  comme 
la  mesure  de  l'accommodation;  chez  les  enfants  la  distance  A  est 
de  om,io  ou  même  om,io. 

Un  œil  ainsi  constitué  est  normal  ou  emmétrope  {n  ^xpe  , 
dans  la  mesure).  Il  voit  sans  effort  le  croissant  de  la  Lune  limite 
p:  des  bords  nets  ;  il  peut  voir  aussi,  par  accommodation,  les  ob- 

^SÏ  l^Sï^  défectueuses 
prises  dans  le  travail  du  jenne  âge,  que  la  rétine  se  trouve  an  delà 
du  foyer  principal.  L'œil  est  dit  alors  myope  ou  brachymetrope 
Î;?Z,  courte  ne  voit  pas  ^^^g^SZ 

;£tT-^-™^ si  1,accomodTs 

sU     même  dans  les  deux  cas,  la  vision  reste  nette  a  une  pin 
Instance  que  pour  l'œil  normal,  car  la  d.stance  P  a  laquelle 

s^tïïs  p'-  q---  ru:  rrnv  ed:longueur 

focale  A  donne  une  image  virtuelle  à  la  distance  R  est 


p-ïTJ 
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Enfin  l'œil  est  hypermétrope  (ôicép,  au  delà)  quand  la  rétine 
est  en  avant  du  foyer  principal.  En  l'absence  de  toute  accommo- 
dation, les  images  ne  sont  nettes  sur  la  rétine  que  si  elles  corres- 
pondent à  un  faisceau  de  rayons  déjà  convergents,  produit,  par 
exemple,  par  une  lentille  placée  en  avant  de  l'œil.  On  peut  faire 
alors  R<<  o  et  la  distance  du punctum proximum  devient 

11         i 

P  ~  A  ~~~  H' 

elle  peut  elle-même  être  négative. 

La  faculté  d'accommodation,  qui  est  très  grande  pour  des 
organes  jeunes,  diminue  peu  à  peu;  la  presbytie,  d'après  l'éty- 
mologie  du  mot  (iup£a6ùç,  vieillard),  correspond  à  la  perte  plus 
ou  moins  complète  de  cette  faculté. 

Les  oculistes  ont  l'habitude  d'appeler  presbyte  une  vue  pour 
laquelle  la  vision  rapprochée  esta  une  distance  plus  grande  (om.5o 
par  exemple)  que  celle  qui  sert  habituellement  pour  la  lecture, 
de  sorte  qu'il  soit  nécessaire  d'armer  l'œil  d'un  verre  convergent 
pour  le  travail  ordinaire. 

La  vision  n'est  pas  également  nette  sur  toute  l'étendue  de  la 
rétine;  le  maximum  de  pénétration  a  lieu  lorsque  les  images  se 
forment  sur  une  région  spéciale,  la  tacite  jaune,  et  particulière- 
ment sur  une  petite  cavité  de  cette  tache,  fovea  centralis,  où  les 
éléments  anatomiques  du  nerf  optique  se  terminent  par  des 
cônes  qui  forment  une  sorte  de  pavage  extrêmement  serré.  La 
fovea  centralis  est  très  rapprochée  de  l'axe  principal  du  système 
optique;  la  ligne  visuelle,  qu'on  appelle  souvent  axe  optique  de 
l'œil,  est  la  ligne  de  direction  qui  passe  par  la  fovea  centralis; 
c'est  la  direction  suivant  laquelle  se  fait  la  vision  attentive. 

Le  champ  qui  correspond  à  la  vision  attentive,  ou  au  maximum 
de  pénétration,  est  ainsi  extrêmement  restreint;  mais  le  champ 
pratique  est  en  réalité  très  grand,  puisqu'il  s'étend  presque  jusqu'à 
900  autour  de  l'axe  principal. 

102.  Aberrations.  —  Les  surfaces  qui  limitent  les  milieux  suc- 
cessifs de  l'œil  ne  sont  pas  rigoureusement  centrées  sur  un  même 
axe;  elles  ne  sont  pas  non  plus  de  révolution  et  ne  jouissent  pas 
des  mêmes  propriétés  dans  tous  les  azimuts.  Outre  les  défauts 
M.-  I.  9 
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ordinaires,  aberrations  de  sphéricité  et  de  réfrangibilités,  des 
images  fournies  au  voisinage  de  l'axe  par  les  systèmes  optiques 
centrés,  on  y  trouve  aussi  l'astigmatisme  (57)  et  même  des  alté- 
rations de  symétrie  plus  complexes. 

Il  est  digne  de  remarque  cependant  que,  pour  un  œil  bien  con- 
stitué et  une  ouverture  convenable  de  la  pupille,  les  erreurs  de 
réfraction  qui  proviennent  de  tous  ces  défauts  n'apportent  pas  de 
troubles  sérieux  dans  la  vision  et  que  l'angle  de  pénétration  cor- 
respond encore  sensiblement  à  l'ouverture  de  la  pupille. 

L'ouverture  de  la  pupille  se  règle  d'une  manière  spontanée  par 
la  quantité  de  lumière  qui  pénètre  dans  l'œil;  elle  s'agrandit  pour 
un  éclairage  faible  et  se  rétrécit  quand  la  lumière  est  plus  vive. 

Lorsque  les  images  se  forment  en  avant  ou  en  arrière  de  la 
rétine,  le  faisceau  de  rayons  qui  correspond  à  un  point  est  coupé 
par  la  rétine  suivant  un  cercle  plus  ou  moins  grand,  qu'on  appelle 
quelquefois  d'une  manière  impropre  cercle  de  diffusion.  La 
vision  n'est  pas  nette,  mais  on  peut  l'améliorer,  soit  en  rétrécis- 
sant l'ouverture  du  faisceau  par  un  écran  percé  d'un  trou,  soit 
même  en  approchant  les  objets  de  l'œil,  afin  que  les  cercles  de 
deux  points  différents  soient  aussi  séparés  que  possible.  Nous 
nous  bornons  à  signaler  ces  différentes  particularités;  l'étude  de 
la  vision  exigerait  beaucoup  de  développements. 

103.  Acuité  visuelle.  —  Si  l'on  appelle  d  le  diamètre  de  la  pu- 
pille, on  voit,  en  faisant  n  =  t  (94),  que  l'angle  apparent  visible 

par  l'œil  est  -,  c'est-à-dire  en  raison  inverse  du  diamètre  de  la 
1  a 

pupille. 

Si  l'on  suppose  que  la  pupille  ait  un  diamètre  de  4mm  et  qu'on 
adopte  la  constante  de  Foucault,  l'œil  pourrait  résoudre  une  étoile 
double  dont  l'angle  serait 

— -  \"  —  3o  . 
0,4 

La  distance  du  second  point  nodal  de  l'œil  à  la  rétine  étant 
de  i5in,n,  cet  angle  correspond  sur  la  rétine  à  une  longueur  de 

K      3o  K 

I  5 =  0,mn,  002 20, 

200000 
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qui  représente  très  sensiblement  le  diamètre  moyen  des  cônes  sur 
la  fovea  centralis.  La  structure  anatomique  de  la  rétine  est  donc 
en  harmonie  avec  la  pureté  des  images  que  comporte  l'ouverture 
de  la  pupille. 

'Toutefois  cette  limite  n'est  jamais  atteinte.  D'après  les  obser- 
\  alions  de  Hooke,  on  ne  peut  pas  résoudre  à  l'œil  nu  une  étoile 
double  dont  l'angle  est  inférieur  à  60"  ou  i',  et  Bergman  cite  le 
cas  exceptionnel  d'un  enfant  qui  distinguait  des  lignes  parallèles 
distantes  seulement  de  do".  On  doit  donc  considérer  la  minute 
d'arc  comme  la  limite  pratique  de  l'acuité  visuelle,  ce  qui  corres- 
pond à  un  diamètre  utile  de  2mm  pour  la  pupille. 

Un  œil  normal,  dont  la  moindre  distance  P  de  vision  distincte 
est  de  2ocm,  est  ainsi  capable  de  distinguer  sur  un  objet  des  détails 
dont  la  distance  x  serait 

x  ,  60 

v  — 


200  200000 

ou 

x  =  omm,o6, 

c'est-à-dire  un  peu  moins  de  -^  de  millimètre.  Une  vue  myope  qui 
vise  à  iocm  distinguerait  -~  de  millimètre. 

104.  Eclat  apparent.  —  L'éclat  apparent  d'un  objet  peut  être 
défini  par  la  quantité  de  lumière  qu'il  produit  sur  l'unité  de  sur- 
face de  la  rétine.  Cette  quantité  n'est  autre  chose  que  l'éclat  in- 
trinsèque de  l'image  dans  le  cône  des  rayons  réfractés. 

Si  l'objet  a  un  angle  apparent  notable,  cet  éclat  apparent  E'  (95) 
est  indépendant  de  sa  distance. 

S'il  n'a  pas  de  dimensions  apparentes  appréciables,  comme  une 
étoile,  il  produit  sur  la  rétine  une  tache  centrale  (96)  dont  l'éclat 
intrinsèque  est  proportionnel  à  la  surface  s  de  la  pupille. 

Le  rapport  de  l'éclat  apparent  d'une  étoile  à  celui  de  la  région 
du  ciel  qui  l'entoure, 

e'  e     fi 

est  proportionnel  à  l'éclairement  —  de  l'étoile  et  à  la  surface  s  de 
la  pupille. 
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L'ouverture  plus  grande  de  la  pupille  pendant  la  nuit  contribue 
donc,  en  même  temps  que  l'affaiblissement  de  l'éclat  du  ciel,  à 
faciliter  la  visibilité  des  étoiles  à  l'œil  nu. 

105.  Vision  dans  les  lunettes.  —  Lorsque  l'œil  observe  les 
images  produites  dans  un  système  optique,  l'angle  de  pénétration 
est  uniquement  défini  par  le  système  (94),  pourvu  que  l'œil  puisse 
distinguer  les  dimensions  correspondantes  de  l'image;  cet  angle 
est  en  raison  inverse  du  diamètre  D  de  la  surface  utile.  Le  béné- 
fice de  l'instrument  est  le  même  que  si  l'ouverture  de  la  pupille 
avait  l'étendue  de  cette  surface. 

Pour  un  objet  de  dimensions  apparentes  appréciables,  l'éclat 
apparent  n'est  jamais  supérieur  à  celui  de  l'objet. 

Pour  une  étoile,  si  la  tache  centrale  correspondante  est  assez 
grande,  son  éclat  apparent  (96)  est  proportionnel  à  la  surface 
utile  S  du  système,  et  le  bénéfice  de  la  lunette  est  représenté  par 

le  rapport  —  ==  I  -j  1  ;  c  est  encore  comme  si  1  ouverture  de  la  pu- 
pille était  égale  à  celle  de  l'instrument.  Si  Ton  fait  d  =  2mm,  on 
voit  que,  dans  une  lunette  de  20cm,  le  rapport  de  l'éclat  apparent 
d'une  étoile  et  du  ciel  sera  ioooo  fois  plus  grand  qu'à  l'œil  nu. 

Toutefois,  lorsque  l'angle  apparent  de  la  tache  centrale  pour 
l'œil  est  plus  petit  que  l'acuité  visuelle,  l'image  de  l'étoile  se 
comporte  plutôt  comme  un  point  lumineux  et  le  rapport  des  éclats 
apparents  de  l'étoile  et  du  ciel  diminue. 

106.  Loupe.  —  Lorsqu'on  veut  examiner  les  détails  d'un  objet, 
on  l'approche  de  l'œil  à  la  plus  petite  distance  P  de  vision  distincte, 
afin  que  les  images  produites  sur  la  rétine  soient  aussi  grandes 
que  possible  et  que,  par  suite,  la  distance  des  points  que  l'on 
pourra  distinguer  soit  diminuée. 

On  améliore  la  vision  en  plaçant  entre  l'œil  et  l'objet  une  len- 
tille convergente,  ou  loupe,  qui  permet  de  rapprocher  l'objet  et 
d'augmenter  ainsi  son  angle  apparent. 

L'objet  AB  =  1  (fig.  47)  est  placé  entre  le  foyer  K  et  le  plan 
principal  correspondant,  à  la  distance  x  du  foyer,  afin  que  l'image 
A'W  =  Y  soit  virtuelle  et  à  une  distance  de  vision  distincte. 

L'œil  ou,  plus  exactement,  son  premier  point  nodal,  étant  placé 
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en  O,  soient  d  sa  distance  au  second  foyer  K/  et  A  sa  dislance  A'O 
à  l'image.  La  distance  A'K/  de  l'image  au  second  foyer  ¥J  étant 
A  —  o,  on  a,   en  appelant/la  longueur  focale  de  la  loupe, 


0 

—  y 


i     x       y 

et  l'angle  apparent  de  l'image  est 

V  __  I  A  —  8  _  1/         o\ 

Fig-  47- 
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0 
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Lorsque  l'œil  est  situé  au  delà  du  foyer  K/  (o  >>  o),  l'angle  ap- 
parent est  maximum  quand  A  a  la  plus  grande  valeur  possible  R, 
c'est-à-dire  quand  l'image  est  située  au  punctum  remotum.  L'in- 
verse a  lieu  quand  l'œil  est  situé  entre  la  loupe  et  Je  foyer 
K/ (o  <  o)  et  A  doit  prendre  alors  la  moindre  valeur  P.  C'est  habi- 
luellement  dans  ces  conditions  que  l'on  observe  en  mettant  la 
loupe  aussi  près  que  possible  de  l'œil. 

Cette  expression  se  réduit  à  —  pour  o  —  o  ou  A  =  ce,  c'est-à-dire 

quand  l'œil  est  au  foyer  principal  K'  ou  quand  la  vue  est  normale 
sans  accommodation. 

On  appelle  quelquefois  puissance  de  la  loupe  l'inverse  j  de  sa 

longueur  focale;  c'est  l'angle  apparent  dans  la  loupe  d'un  objet  de 
longueur  égale  à  l'unité,  pour  un  œil  normal. 

Il  est  important  de  ne  pas  confondre  l'angle  apparent  de  l'image 
avec  l'agrandissement  qu'elle  paraît  prendre  à  mesure  que  l'œil 
s'écarte  de  la  loupe.  Ce  dernier  effet  est  une  illusion  qui  tient  à 
ce  que  l'étendue  de  l'objet  visible  dans  la  loupe  diminue  de  plus 
en  plus. 

On  peut  appeler  grossissement  G  de  la  loupe  le  rapport  des 
angles  apparents  d'un  même  objet  vu  à  la  loupe  ou  à  l'œil  nu; 
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c'est  la  mesure  du  bénéfice  que  Ton  trouve  dans  l'emploi  de  cet 
instrument.  Le  grossissement  ainsi  défini  dépend  des  conditions 
de  l'expérience;  en  supposant  que  la  vision  directe  se  fasse  à  la 
moindre  distance  P,  on  aura 

r     r  p     p 

Pour  la  vision  normale,  cette  expression  est  indépendante  de  la 
position  de  l'œil;  dans  les  autres  cas,  le  grossissement  croît  de  la 
même  manière  que  l'angle  apparent  de  l'image. 

Le  grossissement  d'une  loupe  est  d'ailleurs  une  quantité  qui  ne 
présente  pas  d'intérêt;  ce  qu'il  importe  de  connaître  est  l'angle 
apparent  sous  lequel  on  voit  l'image  d'une  longueur  très  petite  I 

d'un  obiet,  c'est-à-dire  sensiblement-- 

La  moindre  distance  des  détails  que  l'on  peut  distinguer  à  la 
loupe  sur  un  objet  est  proportionnelle  à  sa  longueur  focale;  elle 
serait  de  jj^ô  ^e  millimètre  pour  une  longueur  focale  de  icm. 

107.  —  L'étendue  de  la  loupe  utilisée  pour  la  vision  d'un  point 
B  est  définie  parle  cône  de  rayons  émanant  de  l'image  B'  qui  abou- 
tissent à  la  pupille.  On  peut  considérer  que  le  champ  est  limité 
par  la  condition  que  la  droite  B'O  passe  au  bord  de  la  loupe,  ou 
plus  généralement  au  bord  de  la  surface  utilisée  des  plans  prin- 
cipaux. En  appelant  d  le  diamètre  de  cette  surface,  /  le  champ  ou 
l'angle  de  sommet  N  dans  lequel  se  trouve  l'étendue  visible  de 

l'objet,  on  aura 

d  F 


tang-  - 


ou,  sensiblement, 


/  I  F 


f-l         2  (/H-  o)  A-/ 


/         d 

tang-  = 


2(/4-8) 


Le  champ  est  maximum  quand  l'œil  est  aussi  rapproché  que 
possible  de  la  loupe. 

Les  aberrations  de  toute  nature  ne  permettent  en  réalité  de 
profiler  du  maximum  de  pénétration  que  dans  une  étendue  beau- 
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coup  moindre  des  images.  Cet  inconvénient  n'est  pas  grave  quand 
on  utilise  la  loupe  pour  examiner  les  détails  d'un  objet,  parce 
qu'on  amène  successivement  les  différents  points  au  milieu  du 
champ;  mais,  si  l'on  veut  viser  les  divisions  d'un  vernier,  par 
exemple,  dans  les  instruments  de  précision,  il  est  préférable  de 
limiter  le  champ  à  la  partie  réellement  utile.  La  loupe  est  alors 
montée  à  l'extrémité  d'un  tube  de  longueur  convenable  fermé  à 
l'autre  bout  par  un  diaphragme  à  ouverture  circulaire,  ou  œilleton, 
qui  marque  la  place  de  l'œil. 

On  diminue  beaucoup  les  aberrations  en  substituant  à  la  lentille 
simple  l'ensemble  de  deux  ou  plusieurs  lentilles  assez  rapprochées 
pour  constitner  un  système  convergent. 

108.  Oculaires.  —  La  loupe  simple  est  quelquefois  employée, 
comme  oculaire,  pour  examiner  les  images  fournies  par  un  sys- 
tème optique,  mais  les  oculaires  sont  formés  souvent  de  deux 
lentilles  différentes.  Pour  apprécier  les  propriétés  d'un  système  de 
deux  lentilles,  dont  les  longueurs  focales  sont  f{  et  /o,  séparées 
par  la  distance  <f,  nous  négligerons  les  épaisseurs  de  ces  lentilles. 

Les  relations  générales  du  n°  90  donnent  alors 

E>  =/,+/2  -d, 
SF-D=/1+/2+rf; 

par  suite,  la  longueur  focale  f  du  système  résultant,  la  distance  A 
des  foyers  et  la  distance  p  des  plans  principaux  ont  pour  expres- 
sions 

f-  _JiD_ 

_  2/,  /,  -  d-  _  fiJ\fi  —  d* 

~A+A-d-J     /,/,    "' 
—      ~d%      —  __  f  d*' 


Les  valeurs  de  f]  etf2  étant  positives,  le  système  est  convergent 
quand  la  distance  cl  des  verres  est  inférieure  à  la  somme  fi  +  f2  des 
longueurs  focales,  mais  la  distance  des  plans  principaux  est  alors 
négative,  c'est-à-dire  que  le  second  plan  principal  est  placé  en 
avant  du  premier. 
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La  distance  x  du  foyer  antérieur  à  la  première  lentille  est 


x-f     fi-,     f°--d    -,/*-* 


ce  foyer  n'est  en  dehors  de  l'intervalle  des  verres  que  pour  la  con- 
dition f2  >*  d. 

L'oculaire  positif  de  Ramsden  est  formé  de  deux  lentilles  égales 
dont  la  distance  est  environ  les  §  de  leur  longueur  focale;  on  a 
alors 

3  ,  ,  _        ./'.  _  /• 

4 


/  —  tJu  r  -  3  ' 


Les  lentilles  sont  plan-convexes  et  les  deux  surfaces  planes  à 
l'extérieur  du  système,  conditions  très  avantageuses  pour  réduire 
les  aberrations. 

On  emploie  souvent,  surtout  pour  les  microscopes,  un  oculaire 
imaginé  par  Huygens  et  dit  négatif,  quoiqu'il  soit  encore  con- 
vergent, parce  que  le  foyer  antérieur  se  trouve  dans  l'intervalle  des 
deux  verres  ;  on  a  alors 

fi>d>fi. 

Les  rayons  fournis  par  un  système  optique  doivent  alors  être 
interceptés  par  l'oculaire  avant  la  formation  des  images,  pour  que 
ces  images  se  trouvent  auprès  du  foyer  principal  et  que  l'œil  les 
aperçoive  nettement.  Le  second  foyer  est  en  dehors  de  l'intervalle 
des  verres,  de  sorte  que  cet  appareil  retourné  se  comporte  coin  me 
un  oculaire  positif  de  Ramsden. 

Lorsque  les  lentilles  sont  plan-convexes,  il  est  préférable,  pour 
diminuer  les  aberrations,  que  les  surfaces  planes  soient  toutes 
deux  du  côté  où  le  foyer  principal  est  extérieur  au  système.  On 
applique  habituellement  la  règle  de  Dollond 

\f\—d—if^ 
qui  donne 

p  =  —  a/,  ~~d. 
Enfin  l'oculaire  de  Galilée  est  une  simple  lentille  biconcave  ou 
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un  système  de  lentilles  divergent.  Cet  oculaire  est  placé  encore 
sur  le  trajet  des  rayons,  de  manière  que  la  première  image  se  forme 
au  voisinage  du  foyer  situé  au  delà  de  l'oculaire.  L'image  reçue 
par  l'oeil  est  alors  virtuelle  et  renversée  par  rapport  à  la  première. 
Le  diamètre  des  verres  dans  les  oculaires  est  relativement  assez 
grand,  environ  le  tiers  de  la  longueur  focale. 

109.  Instruments  d'Optique.  —  Un  instrument  d'Optique 
composé  est  formé  généralement  d'un  miroir  ou  d'un  système  de 
lentilles  achromatiques  qui  sert  d'objectif,  pour  produire  une 
première  image  des  objets,  que  l'on  examine  ensuite  avec  un 
oculaire. 

Au  lieu  de  considérer  le  système  optique  résultant  de  l'ensemble 
des  surfaces,  il  est  préférable  d'examiner  séparément  les  propriétés 
de  l'objectif  et  de  l'oculaire,  parce  que  la  mise  au  point  pour  les 
différentes  distances  ou  les  différentes  vues  exige  que  l'on  modifie 
leur  situation  relative. 

Le  mot  de  télescope  devrait  désigner  d'une  manière  générale 
tout  instrument  destiné  à  l'observation  des  objets  éloignés,  mais 
on  réserve  ce  nom,  au  moins  en  France,  à  ceux  dont  l'objectif  est 
un  miroir  et  l'on  appelle  lunettes  ceux  dont  l'objectif  est  un  système 
de  lentilles. 

L'objectif  des  lunettes  ou  télescopes  a  une  longueur  focale  et 
un  diamètre  plus  grands  que  ceux  de  l'oculaire,  afin  d'augmenter 
autant  que  possible  les  dimensions  de  la  première  image. 

Dans  les  microscopes  au  contraire,  qui  sont  destinés  à  l'obser- 
vation des  objets  très  petits,  la  longueur  focale  de  l'objectif  est 
très  courte,  et  l'objet  est  assez  rapproché  du  foyer  pricipal  pour 
donner  une  première  image  déjà  très  agrandie. 

La  moindre  distance  des  objets  que  l'on  puisse  distinguer  au- 
jourd'hui avec  les  meilleurs  microscopes  paraît  être  d'environ  y^ 
de  millimètre,  c'est-à-dire  dix  fois  plus  petite  qu'avec  une  loupe 
de  icm  de  longueur  focale  et  trois  cents  fois  plus  faible  que  pour 
un  œil  normal.  Il  est  peu  probable  que  l'on  puisse  dépasser  cette 
limite  qui  est  déjà  un  peu  inférieure  à  la  valeur  moyenne  des  lon- 
gueurs d'onde  lumineuses;  des  objets  de  dimensions  plus  petites 
n'apportent  pas  de  trouble  à  la  propagation  des  ondes  et  ne  peu- 
vent être  visibles.  L'emploi  de  la  Photographie  permettrait  d'uti- 
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liser  des  radiations  ultra-violettes  dont  la  longueur  d'onde  peut 
diminuer  jusqu'à  0^,21  et  rendrait  sans  doute  apparents  des 
objets  dont  les  dimensions  ne  dépasseraient  pas  — ^  de  milli- 
mètre;  c'est  la  limite  extrême  compatible  avec  la  constitution  des 
vibrations  connues. 

Nous  examinerons,  en  particulier,  le  cas  des  lunettes,  en  suppo- 
sant que  l'objectif  est  un  système  de  lentilles,  mais  tous  les  résul- 
tats s'appliquent  sans  aucune  modification  aux  miroirs. 

Les  deux  systèmes  optiques  de  l'objectif  et  de  l'oculaire  étant 
situés  dans  l'air,  nous  appellerons  F  el  f  leurs  longueurs  focales, 
D  et  d  les  diamètres  des  surfaces  utiles  de  leurs  plans  principaux 
et  nous  admettrons  d'abord  que  l'oculaire  est  positif.  A  étant  la 
distance  de  l'objet  au  premier  point  nodal  N  de  l'objectif  {fig.  48), 
la  distance  x  de  l'image  A/  au  second  foyer  K/  est 

F2 


A  — F 

Fig.  48. 


K'  A' 


n'    k' 


L'angle  apparent  sous  lequel  on  verrait  l'objet  I  du  point  N  est 
égal  à  l'angle  apparent  de  l'image  F  vue  du  point  N'  ou  sensible- 


•  Cette 


ment,  puisqu'il  s'agit  toujours  d'angles  très  petits, 

image  étant  située  pour   un  œil  normal   au    foyer  de  l'oculaire, 

l'angle  sous  lequel  on  la  voit  est 


—  F 


Le  grossissement  de  la  lunette  est  le  rapport  des  angles  sous 
lesquels  on  voit  l'image  dans  l'instrument  et  l'objet  à  l'œil  nu, 
c'est-à-dire,  en  ne  tenant  pas  compte  du  signe, 


Gzz 


/  / 


A—  F 


il  est  sensiblement  égal  au  rapport  des  longueurs  focales  de  l'ob- 
jectif et  de  l'oculaire,  toutes  les  fois  que  la  distance  de  l'objet  est 
très  grande  par  rapport  à  la  longueur  focale  F. 
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Parmi  les  faisceaux  de  rayons  qui  forment  les  différents  points 
de  l'image,  les  uns  tombent  en  totalité  sur  l'oculaire,  les  autres  en 
partie  seulement.  Une  portion  de  l'image,  de  diamètre  d ',  utilise 
ainsi  tout  l'objectif,  tandis  que  l'éclat  et  la  pureté  des  points  qui 
l'entourent  diminue  graduellement. 

Le  diamètre  d'  est  déterminé  par  la  condition  que  le  rayon 
aboutissant  à  l'un  des  points  de  cette  circonférence  et  qui  émane 
du  bord  opposé  de  l'objectif  tombe  sur  le  bord  de  l'oculaire.  En 
appelant^  la  distance  au  foyer  K'  à  laquelle  cette  droite  coupe 
l'axe,  on  a 

D  +  d  D  d  D  +  rf' 

F  -h  x  -\-f  ~  F  —  y  ~  y  —  x  ~  F  +  a;' 
ou 

d  f  (d  D     \  i       (d  D 


F  -+-  x        F  -+-  x  -+-  f  \f        F  -+-  x  J        G  4-  i  \f        F  h-  x 

Limité  à  cette  portion  de  l'image,  le  champ  L  a  pour  expres- 
sion 

d'  i       (d  D 


F  h-  x       G  -h  i  \/       F  -h  x 

Le  dernier  terme  de  la  parenthèse  est  en  général  très  petit  par 
rapport  au  premier,  de  sorte  qu'on  a  sensiblement 


G  +  i/       f  +  #4-/ 

Cette  condition  signifie  que  l'axe  secondaire  N'B'  qui  correspond 
au  bord  extrême  de  l'image  tombe  à  la  limite  de  la  surface  utile  de 
l'oculaire;  les  bords  du  champ  n'utilisent  ainsi  que  la  moitié  de 
l'objectif. 

Dans  tous  les  cas,  le  champ  varie  en  sens  inverse  du  grossisse- 
ment. On  limite  souvent  le  champ  par  un  diaphragme  percé 
d'une  ouverture  circulaire  dans  le  plan  de  limage. 

La  pénétration  de  la  lunette  ne  dépend  que  de  l'objectif,  mais 
à  la  condition  que  l'oculaire  permette  de  voir  la  tache  centrale 
sous  un  angle  supérieur  à  i\  Si  le  diamètre  D  de  l'objectif  est 
évalué  en  centimètres  et  que,  pour  simplifier,  on  prenne  1 2cm 
comme  diamètre  de  l'objectif  capable  de  dédoubler  i",   l'angle 
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limite  de  pénétration  est  s  =  £;  il  faut  donc  que  l'on  ail 


[2 


GiD>6°" 


La  plus  petite  valeur  du  dernier  rapport  correspond  à  x--o, 

F 
ce  qui  donne /<  gg- 

Dans  les  lunettes  de  dimensions  moyennes,  telles  que  les  con- 
struisent MM.  Brunner,  la  longueur  focale  est  d'environ  dix  fois 
le  diamètre  de  l'objectif;  cette  longueur  est  généralement  plus 
grande,  quinze  ou  même  vingt  fois  le  diamètre  de  1  objectif,  pour 
L  grands  instruments  d'Astronomie.  La  longueur  focale  peut  etic 
moindre  dans  les  télescopes,  parce  qu'on  n'a  pas  à  lutter  contre 
les  aberrations  de  réfrangibilité,  mais  le  diamètre  n  atteint  jamais 
le  cinquième  de  la  longueur  focale,  de  sorte  que  le  rapport^ 
est  toujours  plus  grand  que  l'unité. 

Un  oculaire  d'un  centimètre  de  longueur  focale  suffira  donc  pou 
rendre  visibles  tons  les  détails  d'une  image  qui  sont  réellement 
séparés  par  l'objectif.  On  pent  même  remarquer  que   sauf  pour 
le!  miroirs,  la  longueur  focale  est  an  moins  dix  fois  le  diamcti 
de  l'objectif;  les  moindres  détails  de  l'image  paraissent  donc  a 
l'œil  sons  nn  angle  de  a',  bien  supérieur  à  l'acuité  ™f*- 

On  n'a  guère  construit  de  lunettes  n.  de  télescopes  don  la  sur 
face  utile  dépourvue  d'aberrations,  eût  un  diamètre  réel  emen 
supérieur  à  o>»,  60,  ce  qui  correspondrait  à  une  F"«  d 
o>  on  trois  cents  fois  moindre  que  l'acuité  visuelle.  Les  lunette 
et  les  microscopes  multiplient  donc  la  puissance  optique  de  1  œil 
sensiblement  par  le  même  nombre. 

Pour  voir  la  tacbe  centrale  et  les  anneaux  qui  l'entourent,, 1  su  fit 
d'observer  l'image  d'une  étoile  dans  une  bonne  lunette  II  es  plus 
commode  de  vis'er  un  mur  blanc  couvert  de  plâtre  et  claire  par 
le  soleil;  il  se  trouve  toujours  dans  le  plâtre  des  parce  les  crista  - 
lue  de  gypse  qui  réfléchissent  vers  l'observateur  la  lumière  du 
soLlet^comVrtent  comme  de  véritables  étorles  avec _  un  cha- 
mètre  apparent  insensible.  Les  images  de  ces  points  br  liant  se 
montrent  alors  comme  des  taches  circulaires  entourées  de  1res 
beaux  anneaux  de  diffraction. 
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110.  Anneau  oculaire.  —  Tous  les  rayons  émanés  de  l'objectif, 
après  avoir  traversé  l'oculaire,  forment  un  faisceau  dont  la  moindre 
section  correspond  à  l'image  même  de  l'objectif,  ou  plus  exacte- 
ment celle  du  second  plan  principal.  La  distance  x!  de  celte  image 
au  second  foyer  de  l'oculaire  est 

el  sa  distance  au  second  plan  principal 

son  diamètre  o  est  donné  par  la  condition 

o        x' i 

D  =  7  =  G' 

C'est  cette  image  de  l'objectif  qu'on  appelle  Vanneau  oculaire. 
Il  faut  évidemment  que  la  pupille  de  l'observateur  soit  dans  le 
plan  de  l'anneau  oculaire  pour  qu'elle  utilise  le  mieux  possible 
l'objectif;  on  y  place  habituellement  un  œilleton. 

Si  le  diamètre  de  l'anneau  oculaire  est  égal  an  diamètre  naturel 
de  la  pupille,  tous  les  rayons  qui  tombent  sur  l'objectif  pénètrent 
dans  l'œil;  on  a  alors  le  maximum  de  clarté  et  cette  circonstance 
correspond  à  des  oculaires  de  icm  à  4cm  de  longueur  focale. 

Si  le  diamètre  de  l'anneau  oculaire  déborde  la  pupille,  les  rayons 
qui  proviennent  des  bords  de  l'objectif  n'entrent  plus  dans  l'œil  et 
le  diamètre  utile  de  l'objectif  n'est  plus  que  le  produit  du  diamètre 
de  la  pupille  par  le  grossissement.  L'éclat  apparent  des  images 
n'est  pas  modifié,  mais  la  pénétration  est  notablement  diminuée; 
le  résultat  est  le  même  que  si  l'objectif  était  diaphragmé  par  un 
écran  qui  cacherait  une  zone  sur  les  bords.  L'oculaire  est  alors 
trop  faible. 

Si  le  diamètre  de  l'anneau  oculaire  est  plus  petit  que  celui  delà 
pupille,  les  images  sont  vues  (104)  par  une  ouverture  plus  petite 
et  l'éclat  apparent  diminue  en  proportion.  Les  oculaires  à  très 
court  foyer  ont  donc  aussi  l'inconvénient  d'affaiblir  beaucoup 
l'éclat  apparent  des  images. 
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111.  Axe  optique.  —  Pour  employer  une  lunette  à  la  mesure 
des  angles,  on  place  sur  le  diaphragme  qui  limite  le  champ  un 
réticule,  formé  par  exemple  de  deux  fils  croisés  très  fins,  et  on 
laisse  l'oculaire  mobile  pour  régler  sa  distance  au  réticule  suivant 
la  vue  de  l'observateur.  La  ligne  qui  joint  le  second  point  nodal 
de  l'objectif  à  la  croisée  du  réticule  est  Vaxe  optique  de  la  lu- 
nette; c'est  une  droite  parallèle  (et  sensiblement  identique  si 
l'objectif  est  bien  centré)  à  celle  qui  joint  le  premier  point  nodal 
à  l'objet  dont  l'image  se  forme  sur  la  croisée  des  fils.  Quand  on 
vise  successivement  deux  points  A  et  B,  la  lunette  tourne  d'un 
angle  égal  à  l'angle  apparent  des  deux  points  vus  du  centre  de 
rotation,  à  la  condition  toutefois  que  ces  deux  points  soient  à 
la  même  distance,  afin  qu'on  ne  soit  pas  obligé  de  déplacer  le 
plan  du  réticule  pour  que  les  images  s'y  produisent  nettement 
dans  les  deux  cas. 

La  précision  du  pointé  des  lunettes  peut  être  notablement  supé- 
rieure à  celle  qui  résulterait  de  la  pénétration  de  l'objectif,  car  on 
conçoit  facilement  que  l'angle  apparent  des  fils  dans  l'oculaire 
reste  notablement  inférieur  à  celui  de  la  tache  centrale  et  paraisse 
couper  cette  tache  à  des  distances  du  centre  parfaitement  distinctes. 
11  est  assez  facile  de  rendre  l'erreur  du  pointé  dix  fois  moindre 
que  l'angle  de  pénétration,  c'est-à-dire  de  faire  des  mesures  à  0^,1 
avec  un  microscope  qui  voit  il*,  et  de  déterminer  une  direction  à 
o",\  avec  une  lunette  de  1  2cm  d'objectif  qui  voit  la  seconde. 

J  12.  Lunette  terrestre.  Lunette  de  Galilée.  —  Quand  l'ocu- 
laire est  positif,  comme  nous  l'avons  supposé,  l'image  F,  qui  est 
renversée  par  l'objectif,  paraît  également  renversée  dans  l'oculaire. 
Cette  inversion  a  des  inconvénients  pour  l'observation  des  objets 
terrestres.  On  place  alors  à  la  suite  de  l'image  A'B'  un  système 
de  lentilles,  ou  redresseur,  pour  en  produire  une  image  réelle  de 
sens  opposé,  au  foyer  de  l'oculaire.  L'ensemble  de  l'objectif,  du 
redresseur  et  de  l'oculaire  constitue  la  lunette  terrestre. 

On  obtient  le  redressement  d'une  manière  directe  dans  la 
lunette  de  Galilée,  où  l'oculaire  est  divergent.  Cet  oculaire  doit 
être  placé  alors  entre  l'objectif  et  l'image  A'B',  ce  qui  diminue 
la  longueur  totale  de  l'instrument. 

Le  faisceau  de  rayons  convergents  qui  forme  l'image  B'  est  in- 
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terceplé  par  l'oculaire  et  transformé,  pour  un  œil  normal,  en 
rayons  parallèles  à  la  direction  primitive  IV  B',  de  sorte  que  les 
images  sont  redressées. 

Le  grossissement  a  la  même  expression  G  =  — -z 

L'anneau  oculaire  est  virtuel  :  sa  distance  au  foyer  antérieur  de 
l'oculaire  est  encore 

b  -+-  x       G 

et  sa  distance  à  la  lentille  oculaire,  si  l'on  néglige  l'épaisseur  de 
cette  dernière, 

J      G~J      G     ' 

r  j-        <  D 

enfin,  son  diamètre  est  o  =  — . 

Ur 

Il  est  donc  impossible  de  placer  la  pupille  à  l'anneau  oculaire 
et,  par  suite,  d'utiliser  toute  l'étendue  de  l'objectif.  On  n'emploie, 
en  réalité,  pour  la  vision  d'un  point  B,  que  la  portion  découpée  par 
un  faisceau  de  rayons  parallèles  partant  de  la  pupille  et  tombant 
sur  l'objectif  après  avoir  traversé  l'oculaire.  Le  diamètre  D'  de  la 
surface  utile  de  l'objectif  est  proportionnelle  au  grossissement-  en 
effet,  en  appelant/»  le  diamètre  de  la  pupille,  on  a 

p  D'  D' 


ou 


ce  qui  était  d'ailleurs  évident. 

L'angle  de  pénétration  est  ainsi  en  raison  inverse  du  grossisse- 
ment et  ne  dépend  plus  seulement  de  l'objectif. 

L'image  des  objets  extérieurs  se  voit  sur  un  cercle  limité  par  le 
contour  apparent  un  peu  vague  de  l'objectif,  et  la  clarté  diminue 
graduellement  sur  les  bords  parce  que  la  portion  utilisée  des 
faisceaux  devient  plus  petite. 

On  peut  encore  définir  le  champ  par  la  condition  que  le  rayon 
qui  provient  du  bord  de  l'objectif  tombe  au  centre  de  la  pupille, 
ce  qui  équivaut  à  utiliser  la  moitié  du  faisceau  ordinaire;  le  rayon 
réfracté  correspondant  émane  du  bord  de  l'anneau  oculaire. 
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En  appelant  z  la  distance  de  l'oculaire  à  la  pupille  P  et  z'  sa 
distance  au  point  P'  où  le  prolongement  du  rayon  considéré  vient 
couper  l'axe,  on  a 

D'autre  part,  le  diamètre  d!  de  la  première  image  correspon- 
dante est  donné  parla  relation 

d' _  f-z>  p 


D       F -h  *-/+*'        (F +  *)(/+ s)-/»' 

et  le  champ  est 

,  d>  D  / 


G(/  +  *)-/ 


Le  champ  augmente  à  mesure  que  l'œil  se  rapproche  de  l'ocu- 
laire; le  maximum,  pour  z  =  o,  est 


D  î  D 


F  +  ar  G  — î        /    G(G-i) 

Les  aberrations  ne  permettent  pas  d'employer  des  oculaires 
divergents  à  court  foyer.  Le  grossissement  est  alors  très  limité 
(3  ou  4)  et,  comme  l'objectif  n'est  utilisé  qu'en  partie  pour  chaque 
point  de  l'image,  il  est  permis  de  lui  donner  un  plus  grand  dia- 
mètre, relativement  à  sa  longueur  focale,  que  dans  les  lunettes  à 
oculaire  convergent.  Cette  circonstance  contribue  à  augmenter  le 
champ. 

La  lunette  de  Galilée  ne  permet  pas  l'emploi  d'un  réticule  et 
ne  peut  servir  à  la  mesure  des  angles. 

113.  Eléments  d' un  système  optique.  —  La  détermination  ex- 
périmentale des  éléments  d'un  système  optique  présente  quelques 
difficultés  parce  que  les  plans  principaux  ne  sont  généralement 
pas  accessibles;  il  peut  en  être  de  même  pour  les  foyers  et,  dans 
plusieurs  cas,  il  est  utile  d'avoir  recours  à  la  relation  générale  (91) 
qui  existe  entre  deux  systèmes  de  points  conjugués. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'un  système  convergent 
placé  dans  l'air  et  dont  les  foyers  principaux  K  et  K/  sont  en 
dehors  des  surfaces  extrêmes  3]  et  2'  des  milieux  qui  limitent  le 
système  (fig.  49). 
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On  peut  déterminer  d'abord  les  foyers  principaux  K  et  K'  en 
cherchant  l'image  d'un  objet  situé  à  une  grande  distance,  ou  les  po- 
sitions dans  lesquelles  il  faut  placer  un  objet  pour  qu'il  soit  vu  nette- 
ment à  travers  le  système  par  une  lunette  pointée  sur  l'infini,  c'est- 
à-dire  réglée  pour  la  vision  d'un  objet  très  éloigné.  On  connaît 
ainsi  la  distance  KK'  =  A  des  deux  foyers  principaux  et  leurs 
distances  KM  =  a,  KM'  =  a'  aux  surfaces  limites. 

Plaçant  ensuite  un  objet  en  un  point  quelconque  A,  on  dé- 
termine sa  distance  AK  =  —  <p  au  premier  foyer  et  la  distance 
Vk'=  —  cp'  de  son  image  au  second  foyer,  ce  qui  donne 

On  peut  choisir  le  point  A  sur  la  surface  S,  où  l'on  fera  des  traits 
à  l'encre  pour  en  observer  l'image. 

Si  l'un  des  quatre  points  K  et  K',  A  et  A'  est  dans  l'intérieur 
du  système  et  inaccessible,   ou  il  suffira  de  substituer  à  l'objet 

Fig.  49. 


l'image  réelle  formée  par  un  système  convergent,  ou  d'observer 
avec  un  microscope  qui  vise  à  une  distance  déterminée. 

Connaissant  les  valeurs  de  F  et  de  A,  on  en  déduit  la  position 
des  plans  principaux,  leur  distance  p  =  A  —  2F,  ainsi  que  la 
distance  des  plans  de  Bravais  0  =  y/Aa  —  4  F2  =  y/A2  —  4  f'f  • 

On  voit  aisément  comment  doit  être  modifiée  l'observation  si 
le  système  est  placé  dans  un  liquide  ou  entre  deux  liquides  diffé- 
rents. 

114.  Lunette  astronomique.  —  Lorsqu'une  lunette  est  pointée 
sur  l'infini  pour  un  œil  normal,  le  second  foyer  principal  K'  de 
l'objectif  {fig.  48)  coïncide  avec  le  foyer  de  l'oculaire. 

Dans  ce  cas,  la  distance  D  étant  nulle  (90),  les  foyers  principaux 

du  système  résultant  sont  à  l'infini,  ce  qui  était  évident,  puisqu'un 

faisceau  incident  de  rayons  parallèles  forme  encore  à  la  sortie  un 

faisceau  de  rayons  parallèles;  la  dislance  des  plans  principaux  est 

M.  — J.  10 
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également  infinie,  de  sorte  que  la  théorie  générale  ne  s'applique 
pas  simplement. 

Toutefois  il  existe  encore  un  plan  de  Bravais.  En  effet,  si  Ton 
appelle  cp  la  distance  d'un  objet  au  premier  foyer  K  de  l'objectif, 
cp'  =  K'A'  la  distance  de  son  image  au  second  foyer  K',  lequel 
coïncide  avec  le  foyer  de  l'oculaire,  et  y"  la  distance  de  la  seconde 
image  À"  au  second  foyer  k'  de  l'oculaire,  on  a 

ou 

1  —  Yl 

Soit  A,  la  distance  des  foyers  extérieurs  K  et  k'  de  l'objectif  et 
de  l'oculaire.  Pour  que  l'image  soit  dans  le  plan  de  l'objet,  il  faul 

qu'on  ait 

cp    _  cp  -h  At 
OU 

La  valeur  de  ®"  étant  négative,  le  plan  de  Bravais  se  trouve  du 
côté  de  l'oculaire,  au  delà  du  foyer  k'. 

L'objet  I  et  les  deux  images  F  et  F'  donnent  les  relations 


-  F          F 

'Si 

1                cp 

=  F' 

-!"__     ./ 

—  cp" 

F       ~  —  cp' 

/  ' 

—  V        F  co" 

f    I 

"T~  ^/7 

-  F~"G 

par  suite 


Le  rapport  de  la  grandeur  d'une  image  à  celle  de  l'objet  est 
donc  indépendant  de  sa  position  et  égal  à  l'inverse  du  grossisse- 
ment de  la  lunette;  c'est  la  généralisation  de  la  propriété  que  nous 
avons  constatée  déjà  (HO)  pour  l'image  de  l'objectif  sur  l'anneau 
oculaire  dans  une  lunette  quelconque.  L'image  F  est  renversée  ou 
droite,  suivant  que  l'oculaire  est  positif  ou  négatif. 

La  détermination  du  grossissement  peut  donc  se  faire  simple- 
ment par  le  rapport  de  la  grandeur  d'un  objet  et  de  son  image. 

La  mesure  est  particulièrement  facile  quand  on  utilise  le  plan 


SYSTÈMES    OPTIQUES.  147 

de  Bravais,  puisque  les  deux  longueurs  à  évaluer  se  trouvent  sur 
la  même  surface.  On  emploiera  alors  comme  objet  l'image  réelle 
fournie  par  un  système  convergent  en  interposant  la  lunette  sur  le 
trajet  des  rayons  qui  vont  former  l'image. 

On  prend  souvent  comme  objet  la  surface  antérieure  de  l'ob- 
jectif, sur  laquelle  on  trace  des  traits  à  l'encre  pour  reconnaître 
la  position  de  l'image.  Si  l'oculaire  est  positif,  cette  image  est 
très  voisine  de  l'anneau  oculaire. 

115.  Proportions  des  lunettes  et  des  échelles.  —  Il  faut  évi- 
demment que,  dans  un  instrument  composé  bien  construit,  il  y 
ait  une  harmonie  entre  la  lecture  des  divisions  et  la  précision  du 
pointé  par  les  lunettes. 

On  peut,  sur  un  cercle  de  4ocm  de  diamètre,  estimer  la  seconde 
d'angle  à  la  loupe  par  les  verniers,  ce  qui  correspond  à  une  exac- 
titude de  i^  pour  la  position  des  traits,  ou  au  tiers  de  l'acuité  vi- 
suelle avec  une  loupe  de  icm.  D'autre  part,  un  objectif  de  4cm  de 
diamètre  voit  3"  et  permet  facilement  de  pointer  à  i"  près. 

L'instrument  est  donc  bien  équilibré  quand  le  diamètre  de  l'ob- 
jectif est  le  dixième  de  celui  du  cercle,  ou  quand  la  longueur 
focale  de  la  lunette  est  égale  au  diamètre  du  cercle;  cependant 
on  emploie  souvent  des  lunettes  plus  puissantes  pour  rendre  les 
observations  plus  rapides. 

Dans  la  plupart  des  cas,  la  précision  des  pointés  est  supérieure 
à  celle  que  donnerait  la  lecture  des  verniers  à  la  loupe  et  il  est 
utile  d'observer  les  divisions  au  microscope;  comme  l'exactitude 
du  tracé  des  divisions  dépasse  rarement  i^,  on  détermine  les 
erreurs  de  graduation  par  une  étude  préalable. 

Dans  le  grand  cercle  mural  de  Gambey,  par  exemple,  installé  à 
l'Observatoire  de  Paris,  l'objectif  a  ioclu  de  diamètre;  il  voit  donc 
à  peine  la  seconde,  mais  il  permet  d'apprécier  au  dixième  de  se- 
conde le  passage  d'une  étoile  entre  deux  fils. 

Le  diamètre  du  cercle  est  de  2m,  de  sorte  que  la  seconde  cor- 
respond à  5^.  Les  traits  sont  tracés  de  5' en  5',  c'est-à-dire  distants 
de  i,nm,5;  on  les  observe  avec  six  microscopes  fixes  distribués 
sur  la  circonférence  et  munis  de  vis  micrométriques  dont  chaque 
tour,  subdivisé  en  6o  parties,  vaut  i'.  Une  division  du  tambour 
vaut  donc  i"  et  l'on  estime  également  le  dixième. 
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116.  Collimateurs.  —  Lorsqu'un  objet  est  situé  dans  le  plan 
focal  principal  d'un  système  optique,  les  rayons  émis  par  chaque 
point  sont  ensuite  parallèles  entre  eux  et  se  comportent  comme 
s'ils  provenaient  d'un  point  situé  à  l'infini.  L'angle  apparent  de 
l'objet  dans  le  faisceau  émergent  est  égal  à  son  angle  apparent  vu 
du  premier  point  nodal,  à  la  distance  focale  F. 

Les  appareils  ainsi  constitués  portent  le  nom  de  collimateurs. 
Ils  sont  très  souvent  employés  en  Astronomie  pour  fournir  des 
directions  de  repère,  en  plaçant  un  réticule  au  foyer  principal 
d'un  objectif. 

On  en  fait  aussi  un  grand  usage  en  Physique,  soit  pour  la  mesure 
des  angles  en  plaçant  au  foyer  une  fente  étroite  éclairée,  soit 
pour  l'étude  de  certains  phénomènes  d'Optique  en  remplaçant  la 
fente  par  des  ouvertures  de  formes  convenables. 

117.  Goniomètres  et  Spectroscopes.  —  L'emploi  d'une  lunette 
à  réticule  qui  peut  tourner  sur  un  cercle  gradué  permet  de  déter- 
miner la  distance  angulaire  de  deux  points  A  et  B.  L'axe  de  rota- 
tion étant  perpendiculaire  au  plan  des  axes  optiques  de  la  lunette 
dans  les  deux  cas,  le  déplacement  angulaire  de  l'instrument,  quand 
on  passe  d'un  pointé  à  l'autre,  est  égal  à  l'angle  des  axes  optiques, 
c'est-à-dire  à  l'angle  des  deux  droites  qui  joignent,  dans  les  deux 
cas,  les  points  A  et  B  au  premier  point  nodal  de  l'objectif. 

Si  les  points  A  et  B  ne  sont  pas  à  la  même  distance,  le  réticule 
est  monté  sur  un  tube  à  glissement,  et  commandé  par  une  cré- 
maillère, qui  permet  de  le  placer  pour  chaque  observation  dans  le 
plan  de  l'image;  on  doit  s'assurer  par  une  étude  préalable  que  ce 
déplacement  ne  change  pas  la  direction  de  l'axe  optique. 

Lorsque  l'axe  optique  passe  par  l'axe  de  rotation,  on  obtient 
ainsi  directement  l'angle  apparent  des  deux  points  rapporté  à  l'axe 
de  rotation.  Si  l'axe  optique  est  excentré,  on  doit  faire  une  correc- 
lion,  dite  de  parallaxe,  pour  rapporter  l'angle  apparent  des  deux 
points  au  centre  de  rotation  O  {fig.  5o).  Soient  D  et  D'  les  dis- 
tances des  deux  points,  8  l'angle  AGB  des  axes  optiques  donnés 
par  l'instrument,  a  et  b  leurs  distances  à  l'axe  O,  la  dernière  étant 
égale  à  dza  suivant  que  la  lunette  est  restée  du  même  côté  de  l'axe 
ou  qu'elle  a  été  placée  de  l'autre  côté  en  la  retournant  bout  pour 
bout,  o'  l'angle  au  centre  AOB  qu'il  s'agit  de  déterminer,  a  et   (3 
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les  angles  CAO  et  CBO  ;  on  a  évidemment 

8'—  S+  (a—  (3), 
et,  comme  il  s'agit  toujours  d'angles  très  petits, 

v       >    ,    a  à         *  /  i  i 

*=Î+D-D'  =  0-,-b(5=î:.d: 

La  correction  de  parallaxe  est  nulle  quand  b  =  a  et  D'=  D. 

Si  la  lunette  est  montée  sur  des  colliers  ou  mobile  autour  d'un 
second  axe  perpendiculaire  au  premier,  et  qu'elle  ait  été  retournée 
sur  ses  colliers  ou  sur  l'axe  secondaire,  l'axe  optique  étant  resté 

Fis-.  5o. 


parallèle  à  sa  direction  primitive,  la  correction  de  parallaxe  est 

*-'=•(*  +  *)• 

Cette  correction  est  nulle  quand  les  objets  sont  à  l'infini;  les 
deux  opérations  permettent  précisément  de  vérifier  si  le  retour- 
nement de  la  lunette  a  déplacé  l'axe  optique  et,  par  suite,  de 
calculer  l'erreur  ou  de  corriger  le  réglage. 

De  même,  si  l'on  vise  un  point  A  en  plaçant  la  lunette  succes- 
sivement dans  les  deux  positions,  la  différence  des  lectures  sur  le 

cercle  donnera  le  double  de  la  parallaxe  -  • 

Dans  les  théodolites  en  particulier  il  arrive  fréquemment  que 
les  lunettes  sont  ainsi  excentrées. 
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118  -  Les  goniomètres  utilisés  pour  la  mesure  des  angles 
des  cristaux  se  composent  généralement  d'un  cercle  divisé  mobde 
autour  d'un  axe  horizontal  et  dont  on  peut  déterminer  la  rotalion 
par  des  verniers  fixes.  Le  cristal  est  collé  sur  une  monture  atta- 
chée au  cercle;  il  est  réglé  de  manière  que  l'arête  dont  on  veut 
mesurer  l'angle  soit  parallèle  à  l'axe  de  rotation  et  passe  sensi- 
blement par  cet  axe. 

On  vise  dans  une  des  faces  du  cristal  l'image  d  un  objet  exté- 
rieur par  exemple  un  barreau  de  fenêtre,  et  l'on  tourne  le  cercle 
Jusqu'à  ce  que  cette  image  coïncide  avec  celle  du  même  objet  dans 
un  miroir  fixe  parallèle  à  l'axe;  après  avoir  observé  le  vermer  on 
tourne  le  cercle  de  façon  que  la  même  image  sur  la  seconde  (ace 
se  produise  dans  la  même  direction,  et  l'on  fait  une  nouvelle  lec- 
ture. Comme  la  seconde  face  s'est  alors  substituée  à  la  première, 
l'angle  cherché  est  égal  à  la  rotation  du  cercle. 

La  précision  de  cette  méthode  ne  permet  guère  de  dépasser  la 
minute  et  l'on  doit  recourir  à  l'emploi  des  lunettes  quand  on  veut 
obtenir  l'exactitude  que  comportent  un  grand  nombre  d  expé- 
riences d'Optique. 

La  lunette  est  portée  alors  par  un  équipage  qui  peut  tourner 
autour  d'un  axe  vertical,  et  elle  vise  dans  la  direction  de  l'axe.  La 
rotation  est  évaluée,  par  un  cercle  et  des  verniers.  L'axe  porte  une 
plate-forme  mobile,  d'une  manière  indépendante,  sur  laquelle  on 
place,  par  exemple,  le  prisme  P  {fig.  5.)  dont  l'angle  est  à  me- 
surer, et  des  vis  de  réglage  permettent  de  rendre  son  arête  exac- 
tement parallèle  à  l'axe. 

Deux  méthodes  peuvent  être  employées. 

Lorsque  la  rotation  de  la  plate-forme  est  elle-même  donnée 
par  un  cercle  divisé,  on  vise  un  point  extérieur  S  par  réflexion 
sur  une  des  faces  du  prisme,  en  laissant  la  lunette  invariable. 

On  tourne  alors  la  plate-forme  de  manière  à  viser  le  même 
point  sur  l'autre  face;  la  rotation  observée  est  égale  à  l'angle  du 
prisme  et  il  n'y  a  pas  d'erreur  appréciable  si  le  plan  bissecteur  de 
l'arête  du  prisme  passe  sensiblement  par  l'axe  de  rotation. 

Lorsque  l'instrument  ne  permet  pas  de  mesurer  la  rotation  de 
la  plate-forme,  on  peut  laisser  le  prisme  immobile  et  viser  le  point 
S  par  réflexion  sur  les  deux  faces,  en  plaçant  successivement  la 
lunette  dans  les  deux  positions  L  et  L'. 
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Soient 


A  l'angle  donné  par  le  déplacement  de  la  lunette; 

A  l'angle  du  prisme  ; 

a  l'angle  des  rayons  incidents  SM  et  SM'  qui  correspondent  aux 

deux  directions  de  l'axe  optique; 
f)  et  8'  les  angles  de  ces  rayons  avec  les  faces  correspondantes  du 

prisme. 

Fia.  5i. 


Les  relations 


donnent 


A 

= 

2(6 

4- 

■6')  + 

*, 

A 

~ 

:6-f- 

6' 

4-  a 

A  — 

A 

-t-  a 

L'erreur  de  parallaxe  -  n'est  négligeable  que  si  le  point  S   est 

extrêmement  éloigné-,  on  prendra   comme  mire,  par  exemple,  la 
flèche  d'un  clocher  ou  la  tige  d'un  paratonnerre. 


119.  —  On  évite  la  recherche  d'un  repère  éloigné  par  l'emploi 
d'un  collimateur.  Si  le  changement  de  direction  des  rayons  est 
produit  par  réflexion,  réfraction  ou  diffraction  sur  une  surface 
plane,  on  dispose  cette  surface  au  centre  de  la  plate-forme  paral- 
lèlement à  Taxe  de  rotation  et  de  manière  que  le  rayon  dévié  soit 
perpendiculaire  à  l'axe;   la  déviation   est  donnée  par  le  déplace- 
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ment  de  la  lunette  qui  vise  alternativement,   dans   les   deux  cas, 
l'ouverture  placée  au  foyer  du  collimateur. 

On  doit  prendre  alors  quelques  précautions  pour  tirer  le  meilleur 
parti  des  lunettes;  nous  examinerons  encore  comme  exemple  le 
cas  d'un  prisme. 

Si  l'on  mesure  l'angle  du  prisme  par  la  seconde  méthode,  en 
pointant  la  lumière  réfléchie  à  droite  et  à  gauche,  une  partie  seu- 
lement des  rayons  qui  émanent  du  collimateur  (la  moitié  quand 
le  plan  bissecteur  du  prisme  est  dirigé  vers  le  collimateur)  est 
reçue  par  la  lunette.  Le  faisceau  est  dissymétrique  et  l'image 
éprouve  par  diffraction  un  petit  déplacement  latéral  s;  ces  dépla- 
cements se  faisant  en  sens  contraires  pour  les  deux  lectures, 
l'angle  A  observé  sera  en  erreur  de  zb  2 s  et  l'angle  calculé  pour 
le  prisme  en  erreur  d'une  quantité  inconnue  e. 

En  outre,  le  travail  du  polissage  dans  la  fabrication  des  prismes 
a  pour  résultat,  sauf  l'emploi  de  précautions  tout  à  fait  exception- 
nelles, de  courber  les  surfaces  dans  le  voisinage  de  l'arête.  Les 
rayons  parallèles  qui  tombent  sur  cette  région  ne  restent  plus 
parallèles  après  la  réflexion;  ils  nuisent  à  la  pureté  des  images  et 
peuvent  produire  un  changement  de  mise  au  point.  On  utilise 
ainsi,  par  cette  méthode,  la  région  la  plus  mauvaise  des  surfaces 
et  celle  qui  ne  servira  pas  dans  les  mesures  de  réfraction.  Les  con- 
structeurs prennent  souvent  le  soin  d'abattre  sur  les  angles  du 
prisme  les  parties  qui  correspondent  aux  surfaces  courbes,  mais 
alors  la  portion  utilisée  sur  l'objectif  du  collimateur  est  encore 
réduite  et  le  déplacement  s  exagéré. 

On  doit  donc  mesurer  l'angle  du  prisme,  soit  par  la  rotation  de 
la  plate-forme,  soit  par  l'observation  d'une  mire  éloignée. 

Pour  mesurer  la  déviation  produite  par  le  prisme,  on  le  dispose 
sur  la  plate-forme  de  manière  que  le  plan  bissecteur  de  l'arête  uti- 
lisée passe  sensiblement  par  l'axe  de  rotation  et  l'on  fait  en  sorte 
que  la  totalité  du  faisceau  lumineux,  qui  sort  du  collimateur, 
tombe  sur  la  première  surface  assez  loin  de  l'arête. 

Le  collimateur  étant  muni  d'une  fente  étroite  éclairée,  on  ob- 
tient un  spectre  pur  dans  la  lunette  placée  sur  le  trajet  des  rayons 
émergents.  11  est  facile,  en  observant  les  déplacements  de  cette 
image,  de  faire  tourner  la  plate-forme  à  la  main,  de  manière  que  le 
prisme  soit  très  sensiblement  au  minimum  de  déviation  (67)  pour 
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la  région  du  spectre  que  l'on  veut  observer,  et  l'on  pointe  le  réti- 
cule sur  une  raie  déterminée,  obscure  ou  brillante.  La  déviation 
minimum  D  s'obtiendrait  par  l'angle  de  la  lunette  dans  cette  posi- 
tion avec  celle  qu'elle  prend  quand  on  enlève  le  prisme  pour 
observer  directement  le  collimateur,  mais  il  est  plus  simple  de  faire 
tourner  la  plate-forme  de  manière  à  présenter  au  collimateur  la 
seconde  face  du  prisme  et  l'on  pointe  la  lunette  sur  le  même 
repère  pour  la  déviation  de  l'autre  côté.  Le  déplacement  de  la 
lunette  donne  le  double  de  la  déviation  minimum.  On  connaît 
ainsi  les  angles  D  et  A  qui  permettent  de  calculer  l'indice  de  ré- 
fraction (68). 

Cette  double  observation  à  droite  et  à  gauche  présente  encore 
un  avantage  important.  Les  objectifs  n'étant  jamais  rigoureusement 
achromatiques,  les  aberrations  de  réfrangibilités  qui  proviennent 
du  collimateur  et  de  la  lunette  s'ajoutent  et  le  réticule  doit  être 
déplacé  pour  passer  d'une  couleur  à  l'autre  du  spectre.  Ce  dépla- 
cement n'est  plus  nécessaire  quand  on  observe  à  droite  et  à  gauche 
au  minimum  de  déviation;  on  évite  ainsi  l'erreur  qui  pourrai I 
résulter  d'un  défaut  de  réglage  de  l'axe  optique. 

120.  —  L'ensemble  d'un  collimateur,  d'un  ou  plusieurs  prismes 
réfringents  et  d'une  lunette  constitue  un  spectroscope. 

Quand  on  se  propose  uniquement  d'étudier  la  composition  d'un 
spectre,  il  peut  être  avantageux  (74)  que  la  direction  du  prisme 
ne  corresponde  pas  exactement  au  minimum  de  déviation,  mais  on 
ne  s'en  écarte  jamais  beaucoup,  à  moins  que,  en  vue  d'une  étude 
spéciale,  les  objectifs  du  collimateur  et  de  la  lunette  ne  soient  de 
dimensions  très  différentes. 

Si  le  spectroscope  est  formé  de  plusieurs  prismes,  on  les  dis- 
pose sur  une  même  plate-forme  et  la  lunette  doit  pouvoir  prendre 
toutes  les  directions  possibles.  On  règle  la  position  de  tous  les 
prismes  successivement,  à  partir  du  collimateur,  de  façon  que 
chacun  d'eux  reçoive  toute  la  lumière  qui  émane  du  précédent  et 
soit  à  peu  près  au  minimum  de  déviation.  Les  défauts  des  surfaces 
ne  tardent  pas  le  plus  souvent  à  modifier  successivement  la  mise 
au  point  de  la  lunette;  il  est  bon  de  déplacer  en  même  temps  la 
fente  du  collimateur  de  manière  que  la  région  que  l'on  veut  ob- 
server soit  au  point  quand  le  réticule  de  la  lunette  occupe  sa  posi- 
tion moyenne. 
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Dans  les  spectroscopes  dits  à  vision  directe,  l'appareil  réfrin- 
gent est  formé  de  plusieurs  prismes  successifs  collés  ensemble, 
alternativement  de  natures  différentes  et  de  sens  contraires  (79). 
Si  Ton  emploie  plusieurs  systèmes  semblables,  on  règle  chacun 
d'eux  comme  un  prisme  simple. 

Ces  indications  rapides  relatives  à  l'emploi  des  prismes  suffiront 
pour  que  dans  des  circonstances  analogues,  et  quelle  que  soit  la 
nul ure  dos  phénomènes  à  observer,  on  prenne  le  même  genre  de 
précautions. 

121 .  Groupement  des  Rayons  ou  des  Ondes.  —  Supposons 
qu'une  portion  de  l'espace  soit  traversée  par  des  rayons  de  direc- 
tions quelconques  et  indépendants  les  uns  des  autres,  ou  occupée 
par  la  superposition  d'un  ensemble  quelconque  de  systèmes 
d'ondes  sans  aucune  relation  régulière.  Telle  serait,  par  exemple, 
la  lumière  que  laisse  passer  une  fenêtre  éclairée  par  les  objets 
extérieurs,  les  nuages  ou  le  ciel.  On  peut  combiner  d'une  infinité 
de  manières  les  rayons  ou  les  ondes  qui  correspondent  à  des  vi- 
brations de  même  période. 

i°  On  peut  considérer  les  rayons  comme  formés  d'une  série  de 
faisceaux  coniques  ayant  pour  sommets  les  différents  points  A, 
A',  .  .  .  d'une  surface  arbitraire  S  (ftg-  52  )  située  sur  le  trajet  du 
système,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  ondes  comme  la  résultante 
d'une  série  de  systèmes  réguliers  d'ondes  sphériques  S,  S',  ... 
ayant  pour  centres  les  points  A,  A',  .... 

En  effet,  quel  que  soit  le  mode  d'éclairement  général,  chacun 
des  points  A  de  la  surface  S  se  trouve  dans  un  état  vibratoire 
déterminé,  qui  définit  l'état  vibratoire  des  ondes  sphériques  S 
ayant  pour  centre  le  point  A,  ces  ondes  pouvant  être  postérieures 
ou  antérieures  à  la  surface  S. 

La  vibration  en  un  point  P,  d'après  le  principe  d'Huygens, 
est  la  résultante  des  vibrations  émises  par  les  différents  points  de 
la  surface  2,  c'est-à-dire  des  ondes  sphériques  S,  S',  ...  ayant 
pour  centres  les  points  A,  A',  .... 

L'état  vibratoire  d'un  point  Vi  antérieur  à  la  surface  S  est,  de 
même,  la  résultante  des  vibrations  dues  à  une  série  d'ondes  sphé- 
riques convergentes  S,,  S',,  .  .  .  ayant  pour  centres  A,  A', 

i°  Si  la  surface  arbitraire  S  est  supposée  à  l'infini,  la  lumière 
générale  sera  remplacée  par  des  systèmes  de  rayons  parallèles  ou 
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d'ondes  planes  de  directions  différentes,  l'état  vibratoire  de  chaque 
système  étant  défini  par  la  vibration  réelle  du  point  de  la  surface  S 
pris  dans  la  direction  correspondante,  ou  du  point  situé  suivant 
la  même  direction  dans  le  plan  focal  principal  d'un  objectif  qui 
recevrait  le  faisceau. 

3°   Enfin,  on  pourrait  aussi  considérer  le  faisceau  de  lumière  gé- 
nérale comme  formé  de  différents  systèmes  de  rayons  normaux  à 


une  même  surface,  ou  d'ondes  quelconques.  L'état  vibratoire  sur 
une  de  ces  ondes  serait  alors  défini  par  la  vibration  réelle  des 
points  situés  sur  la  surface  caustique  correspondante  dans  l'espace 
compris  entre  deux  surfaces  arbitraires  S,  etS2. 

On  a  souvent  à  faire  usage  de  ces  groupements  artificiels  des 
rayons  ou  des  ondes  et  l'on  choisit,  dans  chaque  cas  particulier,  le 
mode  qui  convient  le  mieux  pour  mettre  en  évidence  les  phéno- 
mènes à  observer. 
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122.  Expérience  d'Young.  -  Toutes  les  considérations  pré- 
cédentes reposent  sur  la  composition  géométrique  des  mouvements 
vibratoires,  c'est-à-dire  sur  le  principe  des  interférences.  La  dit- 
fraction  au  foyer  des  instruments  d'optique  en  est  déjà  une  con- 
firmation, mais  il  est  nécessaire  de  mettre  ce  principe  important 
hors  de  doute  par  une  vérification  expérimentale. 

Les  phénomènes  de  diffraction  ont  été  observés  depuis  long- 
temps. Grimaldi  a  constaté  que,  si  la  lumière  solaire  directe  entre 
dans  une  chambre  obscure  par  un  trou  très  petit,  la  tache  brillante 
reçue  sur  un  écran  s'élargit  d'autant  plus  que  l'ouverture  est  plus 
étVoite,  à  partir  d'une  certaine  dimension;  en  outre  les  bords  de 
cette  image  sont  légèrement  colorés.  Ces  deux  effets  sont  dus  a  la 
diffraction  ('),  à  ce  qu'on  appelait  V inflexion  des  rayons    Gri- 
maldi crut  même  reconnaître,  dans  la  partie  commune  des  taches 
fournies  par  deux  trous  voisins,  des  effets  qui  semblent  indiquer 
que  la  lumière  en  .'ajoutant  à  de  la  lumière  peut  produire  del  obs- 
curité. Le  texte  de  Grimaldi  (»)  est  bien  l'énoncé  d  un  phéno- 
mène d'interférence  et  on  lui  a  attribué  souvent  le  mente  de  cette 
découverte,  mais  les  conditions  de  l'expérience  qu  il  décrit  assez, 
confusément  ne  permettaient  de  rien  observer  de  semblable. 

Delisle  (•)  reconnut   l'existence  d'un  point  bnllant,  entoure 
d'anneaux,  au  centre  de  l'ombre  d'un  écran  opaque  circulaire  de 


corporis  aliunde,  ac  prius  illustratam  (Ibid.,  Prop   XXII). 
(.)  Delisle,  Mém.  de  VAcad.  des  Sciences,  p.  .66;  i7i5. 
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très  petites  dimensions.  Maraldi  (')  a  constaté,  dans  l'ombre  d'un 
cheveu  ou  d'une  aiguille,  éclairés  par  le  soleil,  une  bande  centrale 
brillante  bordée  de  deux  bandes  noires  et  de  plusieurs  autres 
franges  colorées.  Ce  sont  là  de  véritables  phénomènes  d'interfé- 
rence dont  les  auteurs  n'ont  pas  saisi  toute  la  portée. 

C'est  à  Thomas  Young  (2)  que  l'on  doit  la  première  expérience 
bien  démonstrative  et  la  plupart  des  conséquences  qu'elle  com- 
porte au  point  de  vue  de  la  théorie  de  la  lumière. 

Pour  comprendre  l'expérience  d'Young,  il  est  nécessaire  d'exa- 
miner d'abord  brièvement  la  diffraction  produite  par  une  petite 
ouverture.  Lorsque  la  lumière  partie  d'une  source  de  dimensions 
très  restreintes  S,  comme  un  trou  très  fin  éclairé  par  le  soleil, 
tombe  normalement  sur  un  écran  opaque  E  (fig.  53)  percé  d'une 

Fie.  53. 


ouverture  circulaire  d'assez  petit  diamètre  AB,  si  l'on  reçoit  le 
faisceau  émergent  à  une  certaine  distance  sur  une  feuille  de  papier 
blanc  MN  perpendiculaire  à  sa  direction  moyenne,  on  observe 
d'abord  une  tache  centrale  d'un  diamètre  PQ  plus  grand  que  celui  du 
cercle  A'B'  qui  serait  dessiné  par  les  droites  s'appuyant  sur  le 
bord  de  l'ouverture.  Cette  tache  centrale  est  entourée  d'un  anneau 
sombre  et  d'une  série  d'anneaux  colorés,  qui  tiennent  à  ce  que  les 
systèmes  d'anneaux  relatifs  aux  différentes  lumières  qui  constituent 
la  lumière  blanche  ont  des  diamètres  différents.  Avec  une  source 
homogène,  ou  en  observant  au  travers  d'un  verre  rouge,  qui  ne 
laisse  passer  que  de  la  lumière  sensiblement  homogène,  la  tache 
centrale  serait  entourée  d'un  grand  nombre  d'anneaux  alternati- 
vement sombres  et  brillants. 


(')  Maraldi,  Mém.  de  l'Acacl.  des  Sciences,  p.  m;  i723. 
(2)  Young,  Lectures  on  Natural  philosophy ;  London,  1807. 
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Le  rayon  CP  du  premier  anneau  obscur  est  défini,  comme  pour 
la  tache  centrale  au  foyer  des  lunettes  (31),  par  la  condition  que 
la  résultante  des  vibrations  émises  au  point  P  par  les  zones  élé- 
mentaires comprises  dans  l'ouverture  AB  soit  un  minimum.  Un 
peu  plus  loin,  l'amplitude  de  la  vibration  résultante  augmente,  et 
passe  ensuite  par  une  série  de  maxima  et  de  minima;  dans  tous  les 
cas,  le  diamètre  de  la  tache  centrale  est  encore  en  raison  inverse  du 
diamètre  de  l'ouverture  AB. 

Au  lieu  d'examiner  l'éclairement  du  papier  situé  dans  le  plan 
MN,  on  peut  supprimer  ce  papier  et  recevoir  la  lumière  dans  l'œil 
armé  d'une  loupe  pour  viser  dans  le  plan  MN,  ou  même  s'éloigner 
davantage  et  viser  à  l'œil  nu. 

Le  phénomène  se  montre  avec  beaucoup  plus  d'éclat  quand  on 
regarde  l'image  conjuguée  de  la  source  S  dans  une  lunette,  parce 
que  la  tache  centrale  devient  beaucoup  plus  petite. 

Si  l'on  remplace  l'ouverture  circulaire  par  une  fente  à  bords  pa- 
rallèles, la  tache  centrale  est  une  bande  parallèle  à  la  fente,  à  droite 
et  à  gauche  de  laquelle  se  trouvent  des  franges  colorées. 

Le  phénomène  reste  le  même,  mais  il  acquiert  plus  d'éclat  quand 
on  remplace  aussi  la  source  S  par  une  ligne  lumineuse  très  fine 
parallèle  aux  bords  de  la  fente. 

Enfin  on  obtient  les  mêmes  bandes  de  diffraction  quand  on 
couvre  l'objectif  d'une  lunette  par  une  fente  et  qu'on  observe,  soit 
une  étoile  ou  un  point  brillant,  soit  une  ligne  lumineuse  parallèle 
à  la  fente. 

123.  —   Voici  maintenant  l'expérience  d'Young. 

La  lumière  émanant  d'un  orifice  S  très  étroit  {fi g.  54)  éclairé 
par  le  soleil  tombe  sur  un  écran  E  percé  de  deux  trous  circulaires 
A  et  A'  assez  petits  pour  que  les  taches  centrales  correspondantes 
dans  le  plan  MM'  empiètent  l'une  sur  l'autre. 

On  aperçoit  alors  dans  la  partie  commune  une  série  de  lignes 
parallèles  très  rapprochées  et  perpendiculaires  au  plan  SAA';  ce 
sont  des  franges  d'interférence. 

La  frange  centrale,  blanche  et  brillante,  est  bordée,  à  droite  et 
à  gauche,  d'une  frange  noire  suivie  de  franges  irisées  de  couleurs 
plus  ou  moins  vives.  On  peut  habituellement  compter  une  dizaine 
de  ces  franges  irisées  de  chaque  coté;  elles  disparaissent  ensuite 
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dans  un  éclairage  uniforme  ou  dans  les  anneaux  de  diffraction 
propres  à  chacune  des  ouvertures. 

Les  bandes  apparaissent  aussi,  mais  avec  moins  d'éclat,  dans  l'in- 
tervalle des  taclies  centrales  relatives  aux  deux  ouvertures  quand 
ces  taches  n'ont  plus  de  partie  commune. 

Avec  une  source  homogène,  ou  au  travers  d'un  verre  rouge,  le 
champ  d'observation  est  couvert  d'un  grand  nombre  de  franges 
équidis tantes,  alternativement  brillantes  et  obscures,  et  la  frange 
centrale  elle-même  ne  se  distingue  plus  des  autres. 


■>»■ 


On  augmente  l'éclat  du  phénomène,  sans  modifier  la  forme  ni 
la  distance  des  franges  rectilignes,  en  remplaçant  les  trous  A  et  A' 
par  deux  fentes  parallèles  d'égale  largeur,  dont  les  bords  sont  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  figure,  car  les  franges  produites  par 
les  différentes  parties  de  ces  fentes,  considérées  deux  à  deux,  se 
superposent. 

L'éclat  augmente  encore  quand  on  substitue  à  la  source  S  une 
fente  étroite  éclairée  ou  l'image  rectiligne  du  soleil  au  foyer  d'une 
lentille  cylindrique  (');  l'ajustement  est  alors  plus  délicat,  parce 
que  les  franges  d'interférence  n'apparaissent  que  si  cette  source 
rectiligne  est  très  exactement  parallèle  aux  fentes  A  et  A'. 

Enfin  la  quantité  de  lumière  utilisée  devient  beaucoup  plus 
grande  quand  on  emploie  une  lunette  et  qu'on  observe  dans  !<• 
plan  où  se  forme  l'image  de  la  source.  L'objectif  est  couvert  par 
un  écran  percé  de  deux  trous  circulaires  ou  de  deux  fentes  paral- 
lèles et  l'on  observe  l'image  d'un  point  lumineux  ou  d'une  ligne 
parallèle  aux  fentes.  Dans  ce  cas,  les  taches  centrales  de  diffrac- 
tion produites  par  les  deux  trous,  ou  les  bandes  centrales  relatives 


(')  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  X,  p.  691 
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aux  deux  fentes,  sont  exactement  superposées  et  les  franges  d'in- 
terférence se  dessinent  avec  un  très  vif  éclat. 

On  aperçoit  les  mêmes  apparences  dans  l'ombre  d'une  tige  rec- 
tiligne  de  quelques  millimètres  de  diamètre  éclairée  par  une  fente 
étroite  (Expérience  de  Maraldi). 

124.  Calcul  des  franges.  --  L'explication  du  phénomène  ne 
présente  aucune  difficulté. 

Si  l'angle  apparent  de  l'orifice  S  (Jlg.  54)  qui  sert  de  source  de 
lumière  est  insensible  et  que  les  dimensions  des  ouvertures  A  et 
et  A'  soient  de  même  ordre  que  la  longueur  d'onde,  la  source  S 
étant  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  la  distance 
AA'  ces  deux  ouvertures  se  comportent  comme  deux  sources 
identiques,  puisque,  étant  à  la  même  distance  de  la  source  S  et 
très  rapprochées,  leurs  vibrations  sont  concordantes. 

Soient  2  d  la  distance  AA',  b  la  distance  du  milieu  O  au  plan  MM 
dans  lequel  on  observe  les  franges;  le  milieu  C  de  la  frange  cen- 
trale est  situé  sur  une  droite  CO  perpendiculaire  à  AA  ,  puisque 
les  vibrations  envoyées  en  ce  point  par  les  sources  A  et  A  sont 
toujours  concordantes.  Pour  un  point  P  situé  à  la  dislance  Cl  -  *, 
les  distances  p  et  ?'  aux  deux  sources  A  et  A  sont 


p'^^+O  +  rf)2, 


ce  qui  donne 


A  =  p'-p 


X. 


La  distance  *,  à  laquelle  les  franges  sont  observables,  étant 
toujours  très  petite  par  rapport  à  b,  la  somme  p'-t-  p  d.llere  1res 
peu  de  ib  et  l'on  peut  écrire 


La  différence  de  marche  relative  au  point  P  es.  donc  propor- 
tionnelle à  sa  distance  x  au  milieu  de  la  frange  centrale.  L  ampli- 
tude de  la  vibration  résultante  est  maximum  ou  nulle  suivant  que 
cette  différence  de  marche  est  un  nombre  pair  ou  impair  de  demi- 
longueurs  d'onde.  Les  distances  x  varient  comme  les  nombre, 
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o,  2,  4)6,  ...  pour  lesmaxima  et  comme  les  nombres  r,  3,  5,  7,  ... 
pour  les  minima;  ces  franges  sont  donc  équidistantes  dans  la 
lumière  homogène. 

La  distance  au  centre  xp  de  la  frange  d'ordre p  (  à  =  p-  )  est 
donnée  par  la  condition 

X        id 

Cette  distance  est  proportionnelle  à  la  longueur  d'onde  A,  à 
l'ordre/»  de  la  frange,  à  la  distance  b  du  plan  MN  d'observation 
et  en  raison  inverse  de  la  distance  id  àes  deux  ouvertures. 

L'angle  apparent  fip  des  deux  franges  d'ordre  p,  à  droite  et  à 
gauche,  vues  du  point  O, 

est  indépendant  de  la  distance  du  plan  MM'. 

id 
Enfin  le  rapport^  est  l'angle  apparent  a  des  ouvertures  vues 

du  point  G,  et  l'on  peut  écrire 

X 

La  distance  d'une  frange  d'ordre  déterminé  est  donc  propor- 
tionnelle à  l'ordre  de  la  frange,  à  la  longueur  d'onde  et  en  raison 
inverse  de  l'angle  apparent  des  deux  sources. 

Pour  un  angle  apparent  a  de  3o',  qui  correspond  environ  à 
l'angle  de  icm  vu  à  la  distance  de  im,  la  distance  de  deux  minima 
consécutifs,  ou  la  largeur  d'une  frange,  est 

-  =iooX,  environ  ,jj0-  de  millimètre. 

Le  même  calcul  s'applique  aux  franges  observées  à  l'aide  d'une 
lunette,  avec  cette  seule  différence  que  l'on  doit  remplacer  les 
points  A  et  A'  par  leurs  images  par  rapport  à  l'objectif. 

Enfin,  si  ces  ouvertures  ont  des  dimensions  notables,  nous  ver- 
rons encore  qu'elles  se  comportent  comme  deux  points  A  et  V 
dont  les  vibrations  sont  concordantes. 

M.-r.  ,, 
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125.  —  Quand  la  source  est  formée  de  lumière  blanche,  les 
différentes  couleurs  homogènes  qui  la  constituent  donnent  des 
systèmes  de  franges  dont  l'écarlement  n'est  pas  le  même  et  le 
passage  du  maximum  de  lumière  à  l'obscurité  dans  chaque  sys- 
tème se  fait  par  tous  les  intermédiaires. 

En  ne  prenant  que  les  couleurs  de  longueurs  d'onde  extrêmes, 
le  rouge  et  le  bleu,  qui  limitent  la  partie  la  plus  brillante  du 
spectre,  on  prévoit  facilement  quel  sera  l'effet  produit  par  la 
superposition  des  franges  de  toutes  couleurs.  Les  bandes  R  et  B 
{fig*  55)  qui  représentent  les    maxima  successifs  pour  les  deux 

Fiff.  55. 
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couleurs  montrent  que  la  frange  centrale,  formée  par  la  superpo- 
sition des  maxima  R0  et  B0  situés  au  centre  G,  est  déjà  bordée  à 
droite  et  à  gauche  d'une  teinte  rougeâtre;  la  première  frange  bril- 
lante (B4,  R,)  est  bordée  de  bleu  à  l'intérieur  et  de  rouge  à  l'ex- 
térieur. Il  en  est  de  même  pour  les  suivantes,  mais  il  arrive 
bientôt  que  les  franges  voisines  empiètent  l'une  sur  l'autre;  plus 
loin,  il  y  a  superposition  en  un  même  point  de  plusieurs  couleurs 
appartenant  à  des  franges  d'ordres  différents,  et  cette  superposi- 
tion finit  par  reproduire  la  lumière  blanche. 

Pour  les  couleurs  les  plus  brillantes  du  spectre  les  longueurs 
d'onde  sont  comprises  entre  0^,68  (raieB)  et  0^,48  (raie  F); 
elles  varient  à  peu  près  de  4  à  3.  La  troisième  frange  brillante  du 
rouge  R3  tombe  sur  la  quatrième  du  bleu  B4  ;  la  sixième  frange  du 
rouge  est  en  même  temps  le  huitième  maximum  du  bleu  et  le 
septième  maximum  du  jaune  intermédiaire  (A=  oP,  58).  Les  co- 
lorations disparaissent,  en  effet,  à  partir  de  la  huitième  ou  dixième 
frange,  dans  un  éclairement  uniforme. 
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On  peut  séparer  les  résultats  relatifs  aux  différentes  couleurs  en 
observant  le  phénomène  à  l'aide  d'un  spectroscope  dont  la  fente 
est  située  dans  le  plan  des  franges  et  perpendiculaire  à  leur  di- 
rection commune. 

Le  spectre  parait  alors  traversé  par  une  série  de  lignes  noires 
{fig.  56)  qui  correspondent  aux   minima;    le  système  est  symé- 

Fis.  56. 
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trique  par  rapport  à  une  bande  brillante  rectiligne  CC  qui  cor- 
respond à  la  frange  centrale.  Les  lignes  noires  sont  des  courbes 
dont  la  forme  dépend  de  la  loi  de  dispersion  et  dont  les  distances 
successives  en  chaque  point  du  spectre  sont  proportionnelles  aux 
longueurs  d'onde;  d'une  extrémité  à  l'autre,  ces  distances  varient 
à  peu  près  dans  le  rapport  de  2  a  i . 

On  peut  obtenir  ainsi,  pour  chaque  couleur  homogène,  un 
nombre  de  franges  beaucoup  plus  grand  que  dans  l'observation 
directe  du  phénomène. 

126.  Angle  apparent  de  la  source.  —  Les  franges  ne  sont  vi- 
sibles que  si  l'angle  apparent  de  la  source  située  en  avant  des 
ouvertures  est  suffisamment  petit.  En  effet,  chacun  des  points  de 
cette  source  produit  un  système  de  franges  particulier,  centré  par 
rapport  à  la  droite  qui  le  joint  au  milieu  O  de  la  distance  AA'. 
Pour  qu'il  n'y  ait  pas  confusion  complète  des  franges,  il  est  né- 
cessaire que  l'angle  apparent  s  de  la  source  vue  du  point  O  soit 
plus  petit  que  l'angle  apparent   d'une  demi-frange   vue   du  même 

point,  c'est-à-dire  qu'on  ait  s  <  T- . 

Pour  réaliser  l'expérience,  on  devra  donc  satisfaire  à  deux  con- 
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dirions:  i°  les  fentes  A  et  A'  doivent  être  assez  étroites  pour  que 
les  taches  centrales  qui  leur  correspondent  aient  une  partie  com- 
mune; 2°  l'angle  apparent  de  la  source  doit  être  plus  petit  que  le 
quotient  de  la  demi-longueur  d'onde  par  la  distance  des  fentes. 

127.  —  M.  Fizeau  a  fait  remarquer  que  cette  dernière  condition 
permet  de  déterminer  une  limite  supérieure  du  diamètre  apparent 
des  étoiles. 

Si  l'on  couvre  un  objectif  de  lunette  ou  le  miroir  d'un  télescope 
par  un  obturateur  qui  ne  laisse  libres  que  deux  parties  situées  aux. 
extrémités  d'un  diamètre,  l'instrument  pointé  sur  une  étoile  don- 
nera des  franges  dont  la  largeur  sera  réglée  par  la  distance  A  A' 
des  bords  de  l'obturateur,  c'est-à-dire  par  le  diamètre  D  de  l'ob- 
jectif. Si  les  franges  restent  visibles,  il  en  résulte  que  le  diamètre 

apparent  de  l'étoile  est  plus  petit  que  -jr-«  Tel  est  l'angle  apparent 

minimum  que  l'instrument  peut  mettre  en  évidence. 
Si  l'on  fait  1  =  o«\  5  et  D  —  1 2cn\  l'an; 

of,4a, 
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tandis  que  l'angle  de  pénétration  d'un  objectif  de  ce  diamètre  n'est 
pas  inférieur  à  1" '. 

L'expérience  a  été  réalisée  par  M.  Stéphan  (  '  )  avec  deux  ouver- 
tures éloignées  de  5ocm,  et  les  franges  n'ont  disparu  pour  aucune 
étoile,  même  les  plus  brillantes,  sauf  pour  Sirius.  On  en  conclut 
que  l'angle  apparent  des  étoiles  est  inférieur  à  o",  1  et  que  le  dia- 
mètre de  Sirius  est  peut-être  appréciable. 

128.  Franges  au  foyer  des  lunettes.  —  Le  problème  peut 
être  traité  d'une  manière  plus  complète  quand  on  emploie  deux 
fentes  et  qu'on  observe  au  moyen  d'une  lunette. 

Supposons  d'abord  que  les  fentes  sont  éclairées  par  des  ondes 
planes,  parallèles  à  l'écran  E  {fi g»  5^)  dans  lequel  elles  sont  dé- 
coupées, c'est-à-dire  que  la  source  est  à  l'infini  ou  au  foyer  d'un 


(')  Stéphan,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVI,  p.  ro< 
1873. 
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collimateur,  et  qu'on  reçoive  la  lumière  émergente  sur  un  ob- 
jectif. La  vibration  diffractée  à  l'infini,  par  une  des  fentes,  dans 
une  direction  déterminée,  est  de  même  nature  (121  )  que  celle  qui 
se  produit  dans  le  plan  focal  CM  de  l'objectif  sur  une  droite  paral- 
lèle NM  qui  passe  par  le  second  point  nodal  IN. 


En  considérant  le  phénomène  dans  un  plan  perpendiculaire  aux 
fentes,  la  vibration  produite  au  point  M  dans  une  direction  G  par 
la  fente  AB  est  proportionnelle  à  la  résultante  des  vibrations 
émises  par  les  différents  points  de  l'ouverture  suivant  la  même 
direction.  Cette  vibration  est  nulle  quand  l'arc  AB  de  l'onde  pri- 
mitive contient  un  nombre  pair  d'arcs  élémentaires,  c'est-à-dire 
quand  la  différence  de  marche  A  =  AQ  relative  aux  bords  est  un 
nombre  entier  de  longueurs  d'onde.  On  a  donc,  en  appelant  ia 
la  largeur  de  la  fente  AB, 


ou 


ABsinO  - 
sin6 


ia  sin6  z=z  m  À 
///  À 

2« 


Le  facteur  m  est  un  nombre  entier  différent  de  zéro,  puisque 
les  vibrations  sont  concordantes  pour  la  direction  normale. 

Comme  l'angle  9  est  toujours  très  petit,  tant  que  la  distance  ia 
n'est  pas  de  même  ordre  que  la  longueur  d'onde,  on  peut  écrire 


8  =  m  — 

2« 
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.  La  diffraction  d'une  fenle  unique  donnera  ains!  dans  le  plan 
focal  une  série  de  bandes  parallèles  aux  bords,  dont  les  maxima 
diminuent  très  rapidement  et  qui  sont  séparées  par  des  mm.ma 
d'intensité  nulle  équidistants,  à  l'exception  du  minimum  suivant 
la  normale  qui  est  remplacé  par  un  maximum. 

L'angle  apparent  de  la  bande  centrale  vue  du  point  N  est  1  angle 
des  deux  premiers  minima,  à  gauche  et  à  droite  du  centre  L, 
c'esl-à-dire  en  faisant  m  =  i , 


^> 


Si  l'on  considère  maintenant  deux  lentes  voisines  identiques, 
AB  et  A'B',  séparées  par  un  intervalle  id,  la  vibration  résultante 
est  encore  nulle  lorsque  les  vibrations  émises  par  deux  points  cor- 
respondants A  et  B',  B  et  A',  et  en  général  deux  points  des  deux 
fentes  dont  la  distance  est  i{d  +  a),  sont  discordantes. 

L'angle  §p  des  deux  franges  d'ordre  p,  qui  correspondent  a  la 

différence  de  marche  p  -,  est  donné  par  la  condition 


\'  =  B'Q'—2(d  +  a)  sin  ^  =  p  - 


ou 


Ji> 


'P  2{d-\-  a)' 


et  l'interférence  est  complète  quand  p  est  un  nombre  impair. 

Ces  minima  nuls,  qui  correspondent  aux  franges  d'interférence 
des  deux  fentes,  sont  équidistants.  Les  deux  ouvertures  se  com- 
portent comme  deux  fentes  sans  dimensions  transversales  sépa- 
rées par  un  intervalle  2(rf+  a),  c'est-à-dire  comme  deux  points 
situés  sur  la  ligne  médiane  de  chacune  d'elles. 


(')  Remarquons  en  passa 


nt  que,  si  l'on  observait  ainsi  une  étoile  avec  un  ob- 
iecVf  couvert  d'une  ouverture  rectangulaire  de  largeur  ,a  =  D,  ce  qui  équivau- 
!;,,;,[  àTmploi  d'un  objectif  cylindrique,  l'image  de  l'étoile  aurait  comme  tache 
centrale  une  bande  parallèle  aux  bords  d'angle  apparent  -  =  ^  •  Pour  une  lar- 
geur de  ia«,  l'angle  minimum  de  séparation  de  deux  étoiles  voisines  (32)  serait 

>,        oi*,5         „  Ro 
seulement  —  ou  -^-  =  °  'b 
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En  appelant  F  la  longueur  locale  de  l'objectif,  la  distance 
GP  =  xp  de  la  frange  d'interférence  d'ordre  p  est 

1      l  4  (  «  -+■  «  j 

Les  franges  d'interférence  sont  plus  rapprochées  que  les  mi- 
nima  de  diffraction  relatifs  à  chacune  des  fentes  et,  si  le  rapport 
de  la  distance  des  fentes. à  leur  largeur  est  assez  grand,  les  franges 
visibles  à  la  lumière  blanche  se  trouvent  en  totalité  dans  la  bande 
centrale  d'une  fente  unique. 

Il  estclair  que  le  phénomène  ne  change  pas  de  nature  quand  on 
remplace  la  source,  que  nous  avons  supposée  réduite  à  un  point, 
par  une  fente  éclairée  très  étroite  parallèle  aux  franges. 

Enfin  on  peut  placer  la  source  à  une  distance  finie  et  observer 
dans  le  plan  focal  conjugué.  En  effet,  si  l'écran  des  fentes  est  très 
rapproché  de  l'objectif,  on  ne  change  pas  sensiblement  les  phé- 
nomènes en  supposant  que  cet  objectif  est  formé  de  deux  objec- 
tifs distincts,  dont  l'un,  placé  en  avant  de  l'écran,  a  son  foyer  prin- 
cipal sur  la  source  et  rend  les  rayons  incidents  parallèles,  tandis 
que  l'autre,  situé  derrière,  a  son  foyer  principal  dans  le  plan  de 
l'image.  L'ensemble  de  ces  deux  objectifs  forme  un  système  équi- 
valent au  premier  et  l'on  se  retrouve  dans  le  cas  précédent. 

129.  Déplacement  des  franges,  —  Young  avait  constaté  que 
les  franges  disparaissent  dans  l'expérience  de  Maraldi  quand  on 
intercepte  la  lumière  sur  l'un  des  bords  de  l'écran;  Arago  (') 
remarqua  qu'une  lame  de  verre  interposée  produit  le  même  effet 
et  que  les  franges  se  montrent  de  nouveau  si  la  lame  couvre  les 
deux  bords.  Il  en  est  ainsi  encore  quand  on  couvre  l'une  des  fentes 
ou  les  deux  fentes  dans  l'expérience  de  Young.  Fresnel  prévit  aus- 
sitôt qu'une  lame  très  mince  sur  l'une  des  ouvertures  ne  produi- 
rait qu'un  déplacement  latéral  des  franges  et  que  l'expérience 
permettrait  d'évaluer  la  perte  de  vitesse  de  la  lumière  dans  le 
milieu  interposé. 

La  lame  transparente;  en  effet,  augmente  la  longueur  optique 
du  rayon  qui  la  traverse,   de  sorte  que  le  point  P0  du  champ  où 

(l)  Fresnel,  Œuvres,  t.  ï,  p.  75. 
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la  différence  des  chemins  optiques  est  nulle  se  rapproche  néces- 
sairement de  l'ouverture  couverte  A  (ftg.  58). 

Soient  e  l'épaisseur  de  la  lame,  n  son  indice  de  réfraction  :  l'ac- 
croissement de  chemin  ou  le  retard  qu'elle  imprime  aux  rayons 
qui  la  traversent  normalement  (41)  est 

A0r=(/i  —  i)e. 

Fie.   58. 


C        l'n        I> 


La  différence  de  marche  est  donc  nulle  pour  un  point  P0,  tel  que 
le  retard  géométrique  soit  précisément  égal  à  A0,  c'est-à-dire  au 
point  où  se  trouvait  primitivement  une  frange  d'ordre 


2\ 

X 


(n-i) 


ie 


L'expérience  réussit  bien  avec  des  lames  de  mica  qui  produisent 
un  déplacement  inférieur  à  20  franges  ou  à  10  franges  brillantes, 
c'est-à-dire,  en  faisant  ra  =  i,5,  des  lames  dont  l'épaisseur  ne 
dépasse  pas  20  longueurs  d'onde,  ou  ~  de  millimètre. 

Toutefois,  Fresnel  reconnut,  dans  ses  premières  expériences 
sur  la  topaze,  que  la  frange  centrale  du  système  déplacé  n'occupe 
pas  exactement  la  position  qu'indiquerait  le  calcul;  il  attribua 
ce  résultat,  au  moins  en  grande  partie,  à  la  dispersion  de  double 
réfraction  qui  modifie  la  superposition  des  franges  ('). 

Le  retard  A0=  (/i  —  i)e  étant  variable  d'une  couleur  à  l'autre, 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  268. 
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l'effet  d'une  lame  interposée  est  le  même  que  si,  le  système  de 
franges  étant  déplacé  en  bloc,  on  l'examinait  ensuite  au  travers 
d'un  prisme  (');  il  peut  arriver  aussi  qu'on  ne  reconnaisse  plus 
de  frange  centrale,  les  couleurs  étant  distribuées  symétriquement 
de  part  et  d'autre  d'une  frange  noire,  ou  même  ne  présentant  plus 
aucune  symélrie.  Considérons,  d'une  manière  générale,  le  retard 
A0  comme  une  fonction  de  la  longueur  d'onde  /Çk)]  le  déplace- 
ment 


de  la  frange  qui  correspond  à  une  différence  de  marche  nulle  est 
variable  avec  la  couleur.  L'interposition  de  la  lame  transparente  a 
donc  pour  résultat  de  faire  glisser  d'une  quantité  inégale  les  sys- 
tèmes de  franges  appartenant  aux  différentes  couleurs  comprises 
dans  la  lumière  blanche,  exactement  comme  si  l'on  examinait  le 
système  primitif  au  travers  d'un  prisme  parallèle  aux  franges.  Il 
peut  y  avoir  coïncidence  plus  ou  moins  approchée,  soit  sur  une 
frange  brillante,  soit  sur  une  frange  obscure,  soit  sur  une  région 
intermédiaire,  et  cette  coïncidence  n'a  qu'une  relation  éloignée 
avec  le  point  où  la  différence  de  marche  est  nulle  pour  une  lon- 
gueur d'onde  déterminée. 

M.  Cornu  ('-)  appelle  frange  achromatique  cette  région  où  la 
coïncidence  a  lieu  pour  les  couleurs  les  plus  brillantes  du  spectre 
de  manière  à  produire  à  l'œil  l'impression  d'une  coïncidence  com- 
plète. Le  point  ainsi  déterminé  correspond  au  même  état  pour  les 
couleurs  les  plus  importantes,  c'est-à-dire  qu'elles  s'y  trouvent 
dans  la  même  phase. 

Soit  xK  la  distance  CP<  du  point  considéré  :  le  retard  géomé- 
trique est  A,  =  a^,,  le  retard  optique  A,  —  A0  et  la  différence  de 
phase 

*.-*._*■-/(*) 

2  TT 2  71  ■ 


Cette  différence  de  phase  est  sensiblement  la  même  pour  des 
couleurs   voisines  lorsque   sa   dérivée   par  rapport  à  la  longueur 


(*)  Stokes,  Br.  Ass.  Rep.,  IIe  Partie,  p.  20;  i85o. 

(-)  Cornu,  Comptes   rendus   de  l'Académie  des  Sciences,   t.  XCIII,  p.  809; 
1881. 
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d'onde  est  nulle,  ce  qui  donne  la  condition 

il=/(X)-X/(X)  =  i0[I-^]; 

on  voit  que  A,  a  une  valeur  très  différente  de  A0. 

Si  A0  et  pv  se  rapportent  à  la  longueur  d'onde  A  de  la  lumière 
la  plus  importante  du  spectre  et  qu'on  appelle  ps  l'ordre  de  la 
frange  primitive  sur  laquelle  se  trouve  actuellement  la  frange 
achromatique,  on  aura 

__    2A0  2/(X) 

Pi=  — -  — /j0— 2y'(A). 

Le  déplacement  de  la  frange  achromatique,  à  partir  du  point 
où  la  différence  de  marche  est  nulle,  est 

Pi  —  Po  =  -  2 /'(à), 

et  l'erreur  relative  commise  par  le  calcul  approché 

Po  /(À) 

Dans  la  plupart  des  cas,  le  retard  A0  augmente  à  mesure  que  la 
longueur  d'onde  diminue,  de  sorte  que  la  dérivée  /'( à)  est  néga- 
tive et  pK  >>  pn.  Quand  une  frange  paraît  achromatique,  elle  est 
donc  plus  éloignée  que  celle  qui  correspond  au  même  chemin  op- 
tique. Le  contraire  pourrait  arriver  pour  des  différences  de  dis- 
persion ou  pour  des  retards  produits  par  diffraction. 

Pour  avoir  une  idée  de  cette  erreur,  dans  le  cas  de  l'interpo- 
sition d'une  lame,  nous  remarquerons  que  l'expression  de  l'indice 
de  réfraction  en  fonction  de  la  longueur  d'onde  est  de  la  forme 

.        B        C 

/i  —  A  -+-  —  +  — , 

A2  X4 

ce  qui  donne 

X/'(X)  _  «      /2B       4C\  _  2      /  G 


/(À)  /i  — i\  X*         X*  /  n  —  i  \  '    X4 

Si  l'on  applique  ces  résultats  à  un  milieu  très  dispersif,  comme 


~  =.0,0068; 

1  en  résulte 

Pt  — Pu         */(*) 

>o                /U) 
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le  sulfure  de  carbone,  on  a,  d'après  les  mesures  de  Verdet,  pour 

la  raie  D  du  spectre, 

//  =  1  ,6240, 

\       i,58i8, 


0,157 


M.  Hurion  (')  a  trouvé  par  expérience 

Pi  —  Pu        297  —  256 

— —  =  „n =0,16. 

Dans  ce  cas,  l'excès  de  déplacement  de  la  frange  achromatique 
atteint  presque  un  sixième,  mais  il  est  beaucoup  plus  faible  avec 
des  milieux  moins  dispersifs. 

Le  déplacement  des  franges  du  côté  de  la  lame  se  trouve  ainsi 
confirmé  ;  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  est  donc  moindre 
dans  un  milieu  réfringent  que  dans  l'air  ou  le  vide,  conséquence 
incompatible  avec  la  théorie  de  l'émission  (5). 

130.  Miroirs  de  Frèsnel.  —  On  pouvait  reprocher  aux  expé- 
riences d'Young  que  l'interférence  a  lieu  entre  des  rayons  déjà 
déviés  par  diffraction,  ce  qui  complique  la  nature  du  phénomène. 
Fresnel  (-)  est  arrivé  au  même  résultat,  par  sa  célèbre  expérience 
des  miroirs,  avec  des  rayons  qui  n'avaient  subi  qu'une  réflexion 
ordinaire. 

Deux  miroirs  plans  en  verre  noir  M  et  N  {fi g.  09),  de  forme 
rectangulaire,  mis  en  contact  par  les  arêtes  des  surfaces  réfléchis- 
santes, font  entre  eux  un  angle  très  petit  w.  Il  sont  éclairés  par 
une  source  de  lumière  S  placée  à  une  distance  a. 

Les  images  virtuelles  A  et  B  par  rapport  aux  deux  miroirs  sont 
situées  dans  le  plan  normal  à  l'arête  d'intersection  I  qui  passe  par 
la  source  et  se  comportent  comme  deux  sources  de  lumière  iden- 


(')  Hurion,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  \CV, 
p.  75;  1882. 

(2)  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  i5o. 
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liques.  Les  faisceaux  réfléchis  interfèrent  dans  leur  région  com- 
mune A'IB\ 

D'après  les  propriétés  de  la  lumière  réfléchie   sur  les  miroirs 
plans  (59),  les  images  A  et  B  sont  à  la  même  distance  a  de  l'arête  I, 


'ii- 


leur  angle  apparent  AIB  est  2co,  double  de  l'angle  des  miroirs,  et 

leur  distance 

AB  =  2 d  =.  2  a  sin  a>. 

L'angle  que  fait  avec  le  miroir  M  le  rayon  SI  qui  se  réfléchit 
sur  l'arête  étant  f),  le  rayon  réfléchi  IA'  a  tourné  de  l'angle  28. 

La  perpendiculaire  élevée  au  milieu  O  de  la  distance  des  images 
passe  par  l'arête  I  des  miroirs;  prolongeons-la  d'une  quantité 
1G  =  b  et  examinons  le  phénomène  dans  un  plan  XX'  perpendi- 
culaire à  cette  droite.  Gomme  on  a 

OC  =  01  -4-  IC  —  a  cosco  +■  /,, 

l'angle  apparent  de  deux  sources  vues  du  point  G  est 

AB  2  a  sin  10 

~~  OC        a  costo  -f-  b 
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ou  sensiblement 

o.  a  2  (i) 


a  H-  b  h 

i+  - 

Pour  observer  les  franges  qui  se  produisent  alors  dans  le  plan 
\V,  Fresnel  les  recevait  d'abord  sur  un  verre  légèrement  dépoli, 
qu'il  examinait  par  transparence  avec  une  loupe*,  il  reconnut 
bientôt  qu'on  pouvait  enlever  ce  verre  dépoli  et  que  les  franges 
apparaissaient  plus  belles  dans  le  champ  de  vision.  En  plaçant  un 
réticule  dans  le  plan  focal  de  la  loupe  et  montant  le  système  sur 
un  support  commandé  par  une  vis  micrométrique  qui  permettait  de 
lui  donner  un  déplacement  latéral,  il  pouvait  mesurer  la  distance 
des  franges  successives. 

Fresnel  collait  ses  miroirs  à  la  cire  molle  sur  une  plaque  et  les 
réglait  à  l'œil;  il  imagina  plus  tard  une  construction  méeanique 
ingénieuse  qui  ne  paraît  pas  avoir  été  réalisée  (■). 

Dans  les  appareils  actuels,  un  des  miroirs  M  est  mobile  autour 
d'un  axe  I,  l'autre  N  porté  par  trois  vis  calantes  qui  permettent  de 
lui  donner  de  petits  déplacements  dans  tous  les  sens.  Agissant 
d'abord  sur  le  miroir  M,  on  l'amène  à  être  sensiblement  parallèle 
au  second  et  l'on  déplace  ce  dernier  jusqu'à  ce  qu'ils  soient  dans  le 
même  plan.  La  première  condition  est  réalisée  quand  les  images 
d'un  objet  rectiligne,  tel  qu'un  barreau  de  fenêtre,  vues  dans  les 
deux  miroirs,  sont  exactement  dans  le  prolongement  lune  de 
l'autre;  la  seconde  lorsque,  plaçant  l'œil  dans  le  plan  d'un  des 
miroirs  et  les  regardant  alternativement  l'un  devant  l'autre,  aucun 
d'eux  n'apparaît  en  relief. 

Il  suffit  alors  d'agir  sur  le  premier  miroir  et  de  le  faire  tourner 
d'une  quantité  telle  que  les  deux  images  d'un  point  extérieur 
soient  très  rapprochées.  Quant  à  la  fente,  on  la  rend  parallèle  à 
l'intersection  en  vérifiant  que  les  deux  images  sont  exactement 
parallèles.  Ces  opérations  préliminaires  étant  faites  avec  soin,  on 
est  presque  sûr  d'obtenir  les  franges  dès  la  première  épreuve. 

Pour  supporter  par  une  même  règle  la  fente  qui  sert  de  source, 
les  miroirs  et  la  loupe  d'observation,  on  place  souvent  ces  appâ- 
ta Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  187. 
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reils  presque  en  ligne  droite,  de  façon  que  l'angle  8  est  extrême- 
ment petit.  Cette  disposition  est  défectueuse  :  les  faisceaux  ré- 
fléchis étant  très  étroits,  les  franges  sont  troublées  par  des  bandes 
de  diffraction  ;  en  outre,  les  surfaces  ne  sont  jamais  rigoureusement 
planes  et  tous  leurs  défauts  se  trouvent  exagérés  par  la  réflexion 
rasante.  Il  est  bon  de  porter  la  fente  et  les  miroirs  par  un  même 
support  pour  que  le  réglage  soit  permanent,  mais  la  loupe  d'ob- 
servation peut  en  être  parfaitement  indépendante;  les  franges 
sont  beaucoup  plus  pures  quand  l'inclinaison  des  rayons  incidents 
sur  les  miroirs  est  notable. 

131.  Limites  d'interférence.  —  Avec  de  la  lumière  blanche  on 
distingue  au  plus  une  dizaine  de  franges;  en  interposant  un  verre 
rouge  entre  l'œil  et  la  loupe,  on  en  peut  compter  5o  ou  6o. 

Avec  la  lumière  d'une  lampe  à  alcool  salé,  proposée  par  Brevv- 
ster  ('),  le  champ  est  entièrement  couvert  de  franges  et  l'on  en 
peut  compter  plusieurs  centaines,  si  la  région  commune  aux  deux 
faisceaux  réfléchis  est  assez  étendue  pour  les  contenir. 

On  peut  faire  en  sorte  d'ailleurs  que  le  milieu  de  la  région  com- 
mune soit  occupé  par  des  franges  d'un  ordre  très  élevé,  soit  en 
plaçant  une  lame  transparente  sur  le  trajet  de  l'un  des  faisceaux, 
comme  on  le  verra  plus  loin,  soit  plutôt,  à  l'exemple  de  MM.  Fi- 
zeau  et  Foucault  (2),  en  déplaçant  avec  une  vis  spéciale  l'un  des 
miroirs  parallèlement  à  lui-même.  Cette  dernière  méthode  permet 
de  faire  varier  la  différence  de  marche  d\ine  manière  continue. 

Quand  on  avance  le  miroir  M  en  M'  d'une  quantité  e  (fig*  6o), 
l'image  virtuelle  A  se  trouve  portée  en  A',  à  la  distance  A  A'—  ie. 
La  différence  de  marche  au  point  C  des  rayons  qui  viennent  des 
sources  B  et  A'  est  égale  à  la  différence  A  =  AC  —  A' G  des  rayons 
qui  proviendaient  des  sources  A  et  A'. 

Si  l'on  abaisse  du  point  A'  la  perpendiculaire  A'D  sur  le  rayon 
AC,  la  différence  de  marche  est  sensiblement  égale  à  AA'sinAAM) 
ou  ''.esinAA'D. 


(')  Iîrewster,  Annales  de  chimie  et  de  Physique,  [2],  t.  XXXVII,  p.  4^7  ; 
1828. 

(2)  Fizeau  et  Foucault,  Annales  de  chimie  et  de  Physique,  [3],  t.  XXVI, 
p.  i38,  1 8 'î 9 ;  Comptes  rendus  île  l'Académie  des  Sciences,  i\  novembre  1 8/j 5 . 
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L'angle  AA'D  est  égal  à  l'angle  du  rayon  AC  avec  le  miroir  M, 

c'est-à-dire  à  9  -f-  w ou  sensiblement  Q,  puisque  les  angles  o> 

et  a  sont  très  petits.  L'ordre  p  de  la  frange  qui  se  trouve  au  point 
C  est  donc 


P  =  T  = 


X 


Après  avoir  pointé  le  réticule  de  la  loupe  en  C,  si  l'on  fait 
avancer  d'une  manière  continue  le  miroir  M  par  le  jeu  de  la  vis 
qui  le  commande,  on  verra  les  franges  marcher  de  droite  à  gauche. 
Elles  ne  tardent  pas  à  disparaître  avec  la  lumière  blanche,  parce 
qu'il  y  a  en  même  temps  au  point  G  interférence  pour  certaines 
couleurs  et  maximum  pour  d'autres  couleurs  voisines,  de  sorte 
que  l'impression  générale  est  celle  du  blanc. 

132.  Spectres  cannelés.  —  On  peut  analyser  le  phénomène  en 
plaçant  au  point  G  la  fente  d'un  spectroscope  dans  une  direction 
perpendiculaire  aux  franges,  comme  nous  l'avons  fait  déjà  (125), 
mais  le  phénomène  est  plus  pur  quand  on  dispose  la  fente  paral- 
lèlement aux  franges. 
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Le  speclre  que  l'on  aperçoit  alors  est  dit  cannelé,  c'est-à-dire 
couvert  de  bandes  obscures  transversales  correspondant  aux  diffé- 
rentes longueurs  d'onde  qui  donnent  des  interférences  plus  ou 
moins  complètes  sur  la  fente  du  spectroscope. 

Considérons  deux  minima  du  spectre  sur  des  couleurs  dont  les 
longueurs  d'onde  sont  \  et  V  :  soient  p  l'ordre  de  la  frange  qui  cor- 
respond à  la  plus  grande  A,  et  ni  l'ordre  de  la  frange  relative  à  V, 
à  partir  de  la  première.  La  relation 


donne 


A  A 

p  -  —  (p  -+-  m)  —  =  2  e  sin  6 


p  =  m  r ;—  j  p  -+-  m  —  m 


A  -X"  '       '  X-A' 


Connaissant  le  nombre  m  des  franges  brillantes  et  obscures  qui 
existent  dans  le  spectre  entre  les  longueurs  d'onde  \  et  V,  on  en 
déduit  l'ordre  p  relatif  à  la  plus  grande  longueur  d'onde  et  l'ordre 
p  -\-  m  pour  la  plus  petite.  Les  longueurs  d'onde  extrêmes  du 
rouge  et  du  violet  étant  à  peu  près  dans  le  rapport  de  2  à  1 ,  ce 
qui  donne  \  =  2)/  ou  p  —  m,  Tordre  de  la  dernière  frange  visible 
dans  le  violet  est  à  peu  près  double  du  nombre  des  franges  qui 
existent  dans  le  spectre. 

MM.  Fizeau  et  Foucault  ont  pu  distinguer  ces  bandes  lorsque 
le  déplacement  du  miroir  était  assez  grand  pour  en  produire  1  4  l 
entre  les  raies  E  et  F  du  spectre,  ce  qui  correspond  à  une  diffé- 
rence de  marche  de  1737  longueurs  d'onde  pour  la  raie  F,  située 
au  milieu  du  bleu,  et  à  plus  de  2000  pour  le  violet  extrême.  Cette 
expérience  est  d'autant  plus  importante  à  signaler  qu'elle  a  été  la 
première  application  du  spectroscope  à  l'analyse  des  phénomènes 
d'interférence. 

Avec  la  flamme  de  l'alcool  salé,  M.  Fizeau  a  observé,  par  les 
anneaux  de  Newton,  des  interférences  qui  correspondaient  à  plus 
de  ooooo  longueurs  d'onde  et  j'ai  reconnu  moi-même,  par  la 
double  réfraclion  du  spath  d'Islande,  des  retards  qui  dépassaient 
100 000  longueurs  d'onde. 

133.  Changements  d'état  des  sources.  —  Toutefois,  il  pa- 
raît exister  une  limite  physique   à  la  différence  de  marche  pour 
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laquelle  les  rayons  lumineux  interfèrent.  Cette  limite  tiendrait,  en 
grande  partie,  d'après  Fresnel,  aux  changements  d'état  qui  se  pro- 
duisent sur  la  source  de  lumière. 

Les  changements  d'état  sont  manifestes  quand  la  lumière  est  pro- 
duite par  un  phénomène  de  combustion,  par  un  gaz  ou  un  liquide 
incandescent.  Les  molécules  situées  en  un  point  produisent  un 
certain  nombre  de  vibrations  régulières,  d'une  période  déterminée, 
et  sont  ensuite  remplacées  par  d'autres  molécules  pour  lesquelles 
les  vibrations  de  même  période  éprouvent  brusquement  un  chan- 
gement de  phase.  Il  en  est  de  même,  à  un  degré  moindre,  pour  un 
corps  solide  incandescent,  parce  que  la  température  ne  peut  être 
en  chaque  point  absolument  invariable. 

Soient  t,  -',  ~'r,  ...  les  durées  successives  des  vibrations  régu- 
lières. Supposons,  comme  dans  les  miroirs  de  Fresnel,  qu'on  fasse 
interférer  les  rayons  fournis  par  deux  images  A  et  B  d'une  même 
source  avec  une  différence  de  marche  A. 

Le  mouvement  vibratoire  régulier,  qui  débute  sur  la  source, 
arrive  au  point  d'interférence  à  l'époque   t  par  l'image  A  et  à 

l'époque  t  -\-  ^  par  l'image  B.  Le  changement  brusque  de  phase 

qui  survient  ensuite  sur  la  source  à  l'époque  t  arrive  de  même,  au 

point  d'interférence,  aux  époques  t  +  t  et  ^  +  t+^-  L'interfé- 

A 
rence  sera  donc  régulière  pendant  le  temps  t — ==   et   prendra 

A 
un  autre  caractère  pendant  le  temps  ^?  puisqu'elle  provient  alors 

de  deux  sources  qui  sont  dans  des  états  différents.  Le  phénomène 

ne  peut  être  observé  que  si  cette  seconde  période  est  notablement 

plus  petite  que  la  première,  c'est-à-dire  que  si  la  durée  t  des  vi- 

A 
brations  régulières  est  supérieure  au  temps  —  que  met  la  lumière 

pour  parcourir  la  différence  de  marche,  en  d'autres  termes,  que 
si  le  nombre  des  vibrations  régulières  est  notablement  plus  grand 
que  le  nombre  des  longueurs  d'ondes  comprises  dans  la  différence 
de  marche. 

D'après    les  résultats    obtenus   par  l'emploi   du   verre    rouge, 
Fresnel  croyait  que  le  nombre  de  vibrations  régulières  ne  dépas- 
sait pas  quelques  centaines;  mais  la  lumière  que  laisse  passer  un 
M.  -  I.  12 
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verre,  même  fortement  coloré,  n'est  jamais  assez  homogène  pour 
qu'on  puisse  en  tirer  une  conclusion  de  cette  nature.  Les  expé- 
riences postérieures  montrent  que  les  vibrations  régulières  peu- 
vent dépasser  plus  de  iooooo,  ce  qui  ne  correspond  en  réalité 
qu'à  un  intervalle  de  temps  extrêmement  petit.  En  effet,  la  vitesse 
de  la  lumière  est  de  3.io14  millièmes  de  millimètre  ou  de  6.  io14 
longueur  d'onde;  la  durée  de  six  millions  d'oscillations  est  encore 
contenue  cent  millions  de  fois  dans  une  seconde. 

134.  Défauts  d'homogénéité.  —  C'est  surtout  à  l'imperfection 
des  sources  les  plus  homogènes  que  tient  la  limitation  des  inter- 
férences. 

La  flamme  de  l'alcool  salé,  employée  par  M.  Fizeau,  est  formée 
de  deux  espèces  de  vibrations,  à  peu  près  d'égale  intensité,  qui 
donnent  dans  un  spectre  les  deux  raies  D  extrêmement  voisines, 
dont  les  longueurs  d'onde  diffèrent  d'environ  -^. 

Pour  une  différence  de  marche  convenable  A,  il  y  aura  o,83  lon- 
gueurs d'onde  de  l'une  des  lumières,  984  de  la  seconde  et  les 
franges  des  deux  systèmes  seront  superposées.  Le  même  phéno- 
mène aura  lieu  pour  une  différence  de  marche  égale  à  2  A,  3  A,  ... 
et,  en  général,  un  nombre  entier  de  fois  A.  Pour  les  valeurs  inter- 
médiaires, les  deux  systèmes  de  franges  alternent  et  toute  interfé- 
rence disparaît.  Ces  périodes  d'accord  et  de  désaccord  se  succè- 
dent régulièrement  quand  on  augmente  la  différence  de  marche 
d'une  manière  continue,  et  l'on  comprend  qu'elles  contribuent  à 
troubler  le  phénomène  plus  rapidement  que  si  l'on  opérait  avec  une 
source  absolument  homogène. 

Toutefois  l'existence  des  deux  modes  de  vibration  ne  paraît  pas 
la  cause  qui  contribue  surtout  à  limiter  les  interférences  et  l'on  ne 
réussit  pas  mieux  avec  la  lumière  plus  homogène  des  sels  de  thal- 
lium  qui  ne  donnent  dans  un  spectre  qu'une  raie  verte. 

Les  interférences  d'ordre  élevé  ne  s'obtiennent,  avec  l'alcool 
salé,  que  si  la  flamme  est  très  faible  et  peu  colorée  ou,  mieux  en- 
core, que  si  le  liquide  contient  des  traces  d'un  sel  moins  volatil, 
comme  le  phosphate  de  soude.  Il  en  est  de  même  avec  la  lumière 
du  thallium,  pour  laquelle  on  emploiera,  soit  de  l'alcool  contenant 
en  dissolution  les  traces  d'un  sel,  soit  une  très  petite  étincelle 
entre  des  tiges   du  métal.  D'autre  part,  l'expérience  montre  que. 
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si  l'on  analyse  au  spectroscope  la  lumière  fournie  par  une  source 
homogène,  on  obtient  une  raie  d'autant  plus  fine,  abstraction 
faite  des  effets  de  diffraction,  que  la  lumière  est  plus  faible;  pour 
une  grande  intensité,  la  raie  s'élargit  d'une  manière  sensible, 
comme  si  la  source  de  lumière  produisait,  outre  les  vibrations 
principales,  d'autres  vibrations  correspondant  à  des  périodes  voi- 
sines, plus  grandes  et  plus  petites.  Le  phénomène  serait  compa- 
rable à  celui  qu'on  observe  avec  un  instrument  de  musique,  une 
corde  vibrante  ou  un  tuyau  d'orgue,  dont  le  son  est  d'autant  plus 
pur  qu'il  est  plus  faible. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  le  véritable  obstacle  à  la  production  des 
interférences  d'ordre  très  élevé  serait  la  difficulté  d'obtenir  des 
sources  suffisamment  homogènes. 

13o.  Déterminations  numériques.  —  L'emploi  de  la  loupe  à 
vis  micrométrique  a  permis  à  Fresnel  de  vérifier,  par  de  nom- 
breuses mesures,  que  les  franges  vues  au  travers  d'un  verre  rouge 
sont  rigoureusement  équidistantes,  et  que  la  distance  de  deux 
franges  est  en  raison  inverse  de  l'angle  apparent  des  deux  sources. 
L'expérience  permettrait  aussi  de  calculer  la  longueur  d'onde  de 
la  lumière  que  laisse  passer  le  verre  rouge  par  l'expression 

X  .  ax 

L—-n-z=i%x,         ou         A  =2 

2  p 

Le  micromètre  donne  la  distance  x  de  la  frange  d'ordre  p.  Pour 

mesurer  l'angle  apparent  a  sans  faire  intervenir  toutes  les  données 

de  l'appareil,  Fresnel  plaçait  une  fente   au  point   C   {fig.  5g)  et 

mesurait  au  micromètre  à   une  certaine   distance  L  du  plan  XX' 

la  distance  A1B1  =  idK   des  milieux  A,   et  B,    des  deux   taches 

centrales  produites  respectivement  par  les  sources  A  et  B.  On  a 

évidemment 

idx 

de  sorte  que  l'expression  de  la  longueur  d'onde  ne  renferme  que 
des  nombres  empruntés  à  l'expérience. 

Les  moindres  courbures  des  miroirs  pouvant  altérer  l'exactitude 
des  résultats,  Fresnel  (')  préféra  s'adresser  pour  cette   mesure  à 

(l)  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  325. 
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la  diffraction  d'une  fente  étroite  (128).  Il  trouva  pour  la  lumière 
du  verre  rouge  oH-,638  et  cette  valeur  lui  permit  de  contrôler  très 
exactement  les  mesures  faites  avec  les  miroirs. 

Fresnel  en  a  déduit,  en  utilisant  les  mesures  de  Newton  sur  les 
anneaux  colorés,  les  longueurs  d'onde  de  différentes  couleurs  et 
l'on  a  donné  souvent,  à  tort,  ce  Tableau  de  Fresnel  comme  résul- 
tant de  mesures  directes  sur  les  franges  d'interférence. 

Le  déplacement  des  franges  par  la  méthode  de  MM.  Fizeau  et 
Foucault  (131)  permettrait  une  mesure  plus  exacte  de  la  longueur 
d'onde,  parce  qu'on  opérerait  sur  des  franges   d'ordre  très  élevé. 

Dans  l'expression 

L\e  sinô 

À  = ? 


la  vis  micrométrique  qui  porte  le  miroir  donnerait  le  déplacement 
e  qui  correspond  au  passage  de  p  franges  brillantes  et  obscures 
sur  le  réticule  de  la  lunette  pointée  sur  une  région  déterminée  du 
spectre;  on  mesurerait,  d'autre  part,  la  rotation  2Q  du  rayon  qui 
s'est  réfléchi  sur  l'un  des  miroirs. 

136.  Différentes  formes  de  V expérience  des  miroirs.  —  Au 
lieu  d'observer  directement  les  franges  produites  dans  la  partie 
commune  aux  faisceaux  réfléchis  par  les  deux  miroirs,  il  peut  être 
avantageux,  dans  certains  cas,  d'avoir  recours  à  l'emploi  d'une 
lentille,  afin  d'obtenir  des  images  réelles  des  deux  sources,  qui 
permettront  de  modifier  plus  facilement  la  différence  de  marche 
des  rayons  qui  interfèrent. 

Les  faisceaux  utilisés  des  images  A  et  B  fournis  par  la  réflexion 
commencent  à  empiéter  l'un  sur  l'autre  à  partir  de  l'arête  I  des 
deux  miroirs  (fig-  61)  et  les  franges  d'interférence  se  produisent 
dans  la  région  commune  DIE.  Quand  on  interpose  une  lentille  L 
de  longueur  focale  convenable  sur  leur  trajet,  les  faisceaux  DAD', 
EBE'  forment  des  cônes  convergents  DA'D',  EB'Ey. 

On  observera  d'abord  des  franges  dans  la  partie  commune 
JMDEN  et,  si  les  faisceaux  empiètent  encore  plus  loin,  dans  une 
autre  partie  commune  N'I'M',  les  points  A'  et  B'  étant  les  images 
réelles  des  points  A  et  B. 

Les  franges  situées  dans  un  plan  P  peuvent  être  calculées 
comme  si  A'  et  B'  étaient  des  sources  réelles,  à  vibrations  concor- 
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dantes,  et  que  la  marche  des  rayons  ait  lieu  en  sens  contraire.  En 
effet,  les  vibrations  relatives  aux  deux  faisceaux  devant  être  con- 
cordantes respectivement  sur  les  images  A'  et  B',  leur  différence 
de  phase  en  un  point  du  plan  P  ne  dépend  que  de  la  différence 
des  chemins  qu'elles  ont  à  parcourir  pour  arriver  à  ces  images. 

Fig.  61. 


Dans  le  plan  P',  les  franges  ne  dépendent  évidemment  que  de 
la  différence  des  chemins  rapportés  aux  images  A'  et  B'. 

Cette  disposition  présente  l'avantage  que  les  deux  faisceaux  sont 
séparés  dans  le  voisinage  des  sources  réelles  A'  et  Br.  On  peut 
donc  agir  sur  l'un  d'eux,  en  interposant  par  exemple  une  lame  ré- 
fringente (129),  pour  provoquer  un  déplacement  des  franges. 

On  voit  aisément  que  le  point  V  est  l'image  du  point  I.  La  nou- 
velle région  commune  NT  M'  n'existera  donc  que  si  l'arête  I  des 
miroirs  est  située  au  delà  du  foyer  principal  de  la  lentille  L. 

Il  est  utile  encore  d'examiner  cette  expérience  à  un  autre  point 
de  vue  plus  général. 

Le  phénomène  observé  dans  le  plan  P  est  l'image  par  rapport 
à  la  lentille  L  de  celui  qui  se  produirait  dans  le  plan  conjugué  P' 
si  la  lentille  n'existait  pas.  En  effet,  le  faisceau  primitif  peut  être 
considéré  comme  formé  de  plusieurs  systèmes  d'ondes  concen- 
triques aux  différents  points  du  plan  P'  et  dont  l'état  vibratoire 
est  déterminé,  pour  chacun  des  systèmes,  par  la  vibration  du 
point  correspondant.  Or  les  ondes  relatives  à  l'un  de  ces  points 
sont  réfractées  par  la  lentille  et  convergent  au  point  conjugué  dans 
le  plan  P. 

Dans  le  plan  focal  principal,  le  phénomène  est  l'image  de  celui 
qui  se  produirait  à  l'infini. 

Enfin  dans  un  plan  P',  situé  au  delà  du  foyer  principal,  le  sys- 
tème des  franges  est  l'image  de  celui  qui  se  produit  déjà  dans  le 
plan  conjugué  V"  en  avant  de  la  lentille. 
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137  -Si  les  faces  polies  des  deux  miroirs  constituent  une  sur- 
face convexe,  c'est-à-dire  forment  un  angle  *+  co  supérieur  à  deux 
droites,  on  peut  dire,  pour  abréger,  que  les  mirons  sont  adosses. 
Dans  c'e  cas"  les  images  virtuelles  A  et  B  {fig.  6.)  son, ^dispose 
en  sens  contraire  et  les  faisceaux  correspondants,  n  ayant  pas  de 
partie  commune  après  la  réflexion,  à  partir  de  l'arête  I  des  nnrmrs, 
n'interfèrent  plus  directement. 

A  l'aide  d'une  lentille,  on  peut  les  faire  emp.eter  de  nouveau 
dans  une  région  l'M'J'N',  pourvu  que  le  point  de  rencontre  J  des 
rayons  extrêmes  AD'  et  BE<  utilisés  soit  au  delà  du  foyer  prrne.p 
de  la  lentille,  afin  que  son  image  J'  sort  réelle.  L'extrennt I  de  a 
région  à  franges  est  réelle  et  virtuelle,  suxvant  que  1  arête  I  des 
miroirs  est  au  delà  ou  en  deçà  du  foyer  prmc.pal. 

Les  images  A'  et  B'  étant  réelles  et  séparées,  on  peut  encore 
agir  sur  l'un  des  faisceaux  séparément. 

Fisc.  6t. 


Dans  un  plan  P\  les  franges  d'interférence  dépendent  év.dem- 
ment  de  la  différence  des  distances  aux  images  A'  et  B'. 

L'expérience  présente  même  une  particularité  remarquable.  La 
ré-ion  commune  l'M'J'N'  est  l'image,  par  la  lentille  L,  d  une  re- 
oion  virtuelle  IMJN  ;  le  système  de  franges  observé  dans  le  plan  P 
est  l'image  du  phénomène  qui  se  produirait  dans  le  plan  con- 
iugué  P,  en  avant  des  miroirs,  si  les  sources  AetB  éta.ent  réelles. 
En  supposant  que  le  plan  P'  soit  la  rétine  d'un  observateur  dont 
le  cristallin  est  en  L,  on  verra  un  système  de  franges   dans  le 
plan  P  antérieur  aux  miroirs,  quoique  le  phénomène  n  exxste  pas 
et  que  les  faisceaux  ne  soient  distincts  qu'après  la  reflexion.  C  est 
un  genre  d'illusion  signalé  déjà  par  Fresnel  (')  et  qui  se  rencontre 
dans  d'autres  circonstances. 


(•)  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  219- 
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Au  lieu  de  mettre  la  lentille  sur  le  trajet  des  rayons  déjà  réflé- 
chis, on  arriverait  au  même  résultat  en  faisant  tomber  sur  un 
système  de  deux  miroirs  adossés  un  faisceau  de  rayons,  émanés 
primitivement  d'une  source  unique  S,  et  rendus  convergents  par 
une  lentille  ou  un  miroir  concave,  en  un  point  S'  situé  au  delà 
des  miroirs.  Les  deux  faisceaux  réfléchis  auraient  une  région  com- 
mune après  avoir  formé  des  images  réelles  A'  et  B' du  point  S'. 

138.  Franges  d'un  seul  miroir.  —  Les  lois  géométriques  de 
la  réflexion  sont  compatibles  avec  l'existence  d'une  modification 
brusque  dans  l'état  vibratoire  sur  la  surface  réfléchissante,  pourvu 
qu'elle  soit  la  même  pour  tous  les  points  voisins  (26).  Cette  modi- 
fication ne  peut  être  mise  en  évidence  dans  l'expérience  des  deux 
miroirs,  puisque  les  deux  faisceaux  ont  subi  le  même  effet,  mais 
elle  apparaîtra  si  l'on  fait  interférer  la  lumière  directe  avec  la  lu- 
mière réfléchie  (*  ). 

La  source  S  étant  située  à  une  très  petite  distance  d  du  plan 
d'un  miroir  M  {Jig.  63),  son  image  S'  est  symétrique  et  sa  distance 
à  la  source  est 

Le  faisceau  réfléchi  sur  le  miroir  forme  un  cône  A'S'B'  limité 
par  le  contour  de  la  surface  et  se  trouve  superposé  au  faisceau  ASB 
qui  provient  directement  de  la  source.  Il  peut  donc  y  avoir  in- 
terférence dans  la  partie  commune,  mais  la  frange  centrale  doit 
être  dans  le  plan  de  symétrie  OC  des  deux  sources  S  et  S',  qui  n'est 
autre  que  le  plan  de  la  surface  et  qui  est  situé  en  dehors  de  la  ré- 
gion commune.  On  n'aperçoit  en  effet  les  franges  d'interférence 
que  dans  le  voisinage  de  l'arête  I  du  miroir,  où  le  faisceau  réfléchi 
est  le  plus  rapproché  du  plan  de  symétrie;  la  moitié  seulement  du 
système  est  visible  et  la  frange  centrale  se  trouve  noyée  dans  les 
bandes  de  diffraction,  de  sorte  qu'il  est  difficile  d'en  reconnaître  le 
caractère. 

Pour  amener  le  milieu  des  franges  en  un  point  P  dans  la  région 
commune,  sur  le  plan  XX',  il  suffit  d'établir  un  retard  sur  l'un  des 


(')  Lloyd,  Irish  Trans.,  t.  XVII,  p.  171;  i834. 
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faisceaux  en  interposant  une  lame  réfringente  mince  sur  le  trajet 
des  rayons  directs.  Si  le  déplacement  GP  correspond  à  un  très 
petit  nombre  de  franges,  on  reconnaîtra  que  la  frange  centrale  du 
nouveau  système  est  noire  au  lieu  d'être  blanche.  La  vibration  a 
donc  changé  de  signe  dans  la  réflexion  sur  le  verre,  comme  si  le 
faisceau  avait  subi  un  retard  d'une  demi-longueur  d'onde,  ou  un 
changement  de  phase  égal  à  tc. 

Fi 2.  63. 


On  rend  l'observation  plus  facile  par  l'emploi  d'une  lentille  L 
qui  donne  deux  images  réelles  S1  et  S\  des  sources  et  l'on  vise 
dans  le  plan  PT  qui  passe  par  l'image  Y  de  l'arête  I  du  miroir.  On 
peut  alors  établir  un  retard  sur  l'image  Si  et  amener  le  système 
des  franges  tout  entier  daDs  la  région  commune  aux  deux  fais- 
ceaux qui  interfèrent. 

Toutefois  l'expérience  sous  cette  forme  est  délicate,  et  la  nature 
complexe  (129)  du  déplacement  produit  ne  permet  pas  de  tran- 
cher sans  réserve  la  question  importante  du  changement  de  phase 
dans  la  réflexion. 

439.  Expérience  des  trois  miroirs.  —  Pour  vérifier  certaines 
vues  théoriques,  qu'il  abandonna  lui-même  plus  tard,  sur  le  méca- 
nisme de  la  réflexion,  Fresnel  imagina  l'expérience  célèbre  des 
trois  miroirs  ('),  dans  laquelle  il  fît  interférer  deux  faisceaux  issus 
d'une  même  source  S  {fi g.  64),  dont  l'un  a  subi  une  réflexion  sur 
un  miroir  N  et  l'autre  deux  réflexions  successives  sur  les  miroirs 
M  et  M'. 

Supposons  que  les  plans  des  trois  miroirs  passent  par  la  même 
droite  I;  soient  to  et  u>'  les  angles  des  miroirs  extrêmes  M  et  M' 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  708. 
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avec  le  miroir  intermédiaire  N,  et  9  l'angle  que  fait  avec  le  premier 
miroir  M  le  rayon  SI  qui  tombe  sur  l'arête  commune. 

La  rotation  des  rayons  doublement  réfléchis  (59)  est  2(w  -f-  to') 
et  ils  émanent  de  l'image  B  symétrique  par  rapport  au  miroir  M' 
de  l'image  St  fournie  par  le  miroir  M;  celle  des  rayons  qui  tom- 
bent sur  le  miroir  intermédiaire  N  est  2(10  -h  9)  et  ils  émanent  de 
limage  A  symétrique  de  la  source  S  par  rapport  au  miroir  N. 
L'angle  des  images  A  et  B  vues  du  point  I  est 

2(w  +  w'j  —  2  (  co  +  6  )  —  2  (  (o'  —  6  ) . 


L'angle  9  doit  donc  être  très  voisin  de  l'angle  to'  pour  que  les 
images  A  et  B  soient  très  rapprochées.  En  posant  9  =  w' —  (3  et 
IS  =  a,  on  aura 

/VB  =  2  a  sin{3; 

l'appareil  équivaut  à  deux  miroirs  d'angle  [j. 

Remarquons  cependant  que,  le  miroir  intermédiaire  N  ne  pou- 
vant être  caché  par  les  miroirs  extrêmes,  les  faisceaux  interfé- 
rents  A'AA;/  et  B'BB"  ne  sont  pas  symétriques  par  rapport  au 
plan  OTC  perpendiculaire  au  milieu  O  de  la  distance  des  deux 
images,  qui  passe  par  l'intersection  commune  des  miroirs.  Les 
franges  qui  se  produisent  dans  le  plan  CX  sont  symétriques  par 
rapport  au  point  C;  la  frange  centrale  se  trouvera  donc  sur  le  côté 
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et  même  en  dehors  de  la  région  commune.  Pour  la  ramener  au 
milieu  de  cette  région,  il  faut  augmenter  le  chemin  des  rayons 
doublement  réfléchis  ou  diminuer  celui  des  rayons  qui  corres- 
pondent au  miroir  intermédiaire,  c'est-à-dire  avancer  le  miroir  N 
à  l'aide  d'une  vis  micrométrique  qui  le  déplace  parallèlement  à 
sa  direction  normale. 

Dans  la  disposition  adoptée  par  Fresnel,  les  miroirs  extrêmes 
étaient  également  inclinés  sur  le  miroir  intermédiaire;  on  avait 
donc  co  =  a)'  et  par  suite  9  —  to  — -  t3.  Dans  ce  cas,  les  rayons  ré- 
fléchis sur  le  miroir  M  sont  sensiblement  parallèles  au  miroir  N  et 
font  encore  avec  le  miroir  M'  un  angle  sensiblement  égal  à  9. 

Fresnel  a  réalisé  l'expérience  sous  des  inclinaisons  très  diffé- 
rentes, en  donnant  successivement  à  l'angle  co  les  valeurs  7°3o', 
i5°,  2o°,  25°,  27°3o;,  3o°,  35°,  4°°  0e  maximum  de  cet  angle  est 
évidemment  de  45°,  puisque  alors  les  rayons  seraient  normaux  au 
miroir  intermédiaire)  et  il  a  toujours  vu  le  milieu  du  groupe  de 
franges  occupé  par  une  bande  noire. 

Le  faisceau  doublement  réfléchi  n'a  pas  été  modifié,  car,  les  deux 
réflexions  se  faisant  sous  le  même  angle,  si  la  vibration  change 
de  signe  dans  la  première,  elle  change  également  dans  la  seconde 
et  reprend  son  état  primitif.  L'existence  de  la  frange  centrale  noire 
montre  donc  que,  pour  le  faisceau  réfléchi  sur  le  miroir  intermé- 
diaire, la  composante  de  la  vibration  parallèle  à  un  axe  quelconque 
change  de  signe  par  la  réflexion. 

Fresnel  disposait  ses  miroirs  d'après  une  épure  en  laissant  l'un 
d'eux  mobile  par  une  vis  micrométrique  5  il  a  remarqué  aussi  que 
l'on  doit,  à  mesure  que  l'angle  oj  augmente,  rapprocher  les  miroirs 
extrêmes  de  l'arête  I,  afin  que  le  faisceau  général  utilisé  n'ait  pas 
une  ouverture  angulaire  trop  grande,  auquel  cas  les  vibrations  aux 
différents  points  d'une  même  onde  ne  seraient  pas  absolument 
concordantes  (24). 

On  peut  répéter  l'expérience  très  facilement  à  l'aide  de  l'ap- 
pareil suivant  {fig.  65),  construit  par  M.  Pellin  (').  Les  miroirs 
extrêmes  M  et  M'  sont  fixés  à  des  bras  mobiles  qui  tournent  au- 
tour d'un  axe  I  sur  une  plate-forme  divisée;  ils  peuvent  glisser 


(')  Mascart,  Journal  de  Physique,  [2],  t.  VIII,  p.  187;  1888. 
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dans  des  coulisses  qui  permettent  de  les  rapprocher  de  l'axe.  Le 
miroir  intermédiaire  Nest  monté  sur  la  plate-forme  et  commandé 
par  une  vis  micrométrique,  qui  le  déplace  parallèlement  à  lui- 
même;  une  vis  de  rappel  à  ressort  antagoniste  permet  de  le  faire 
basculer  autour  d'un  axe  horizontal. 

On  met  d'abord  les  miroirs  M  et  M'  dans  le  plan  du  miroir  N  et 
l'on  fait  basculer  le  dernier  pour  le  rendre  parallèle  à  l'intersection 
des  deux  autres;  on  tourne  ensuite  les  deux  premiers  d'angles  ar- 
bitraires 10  et  0/  et  l'on  vise  une  fente  S  {fig.  64).  On  oriente  la 


Fig.  65. 


fente  et  l'on  achève  le  réglage  de  façon  que  les  images  A  et  B 
soient  exactement  parallèles  et  à  la  même  hauteur.  Pour  placer 
ces  images  à  la  distance  convenable,  on  fait  tourner  l'ensemble 
des  trois  miroirs  par  la  plate-forme  elle-même;  l'image  B  de 
double  réflexion  reste  immobile  pendant  cette  rotation  et  l'autre 
se  déplace.  On  fait  en  sorte  que  l'œil  placé  dans  le  plan  GX  d'ob- 
servation voie  en  même  temps  les  deux  images  sous  un  angle  d'un 
demi-degré  environ  (124)  qui  donnera  aux  franges  une  largeur  de 
omm,o5.  On  vise  alors  à  la  loupe  le  champ  éclairé  par  le  faisceau 
commun  et,  si  les  franges  n'existent  pas,  il  suffira  de  faire  avancer 
lentement  le  miroir  N  à  l'aide  de  la  vis  micrométrique  pour  les 
voir  apparaître. 
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L'emploi  d'un  miroir  unique  ou  de  trois  miroirs  présente  même 
un  avantage  particulier.  Avec  deux  miroirs,  les  images  A  et  B 
(ftg-  59)  sont  identiques,  puisque  chacune  d'elles  est  symétrique 
de  la  source  et  les  systèmes  de  franges  ne  sont  pas  exactement 
superposés  pour  tous  les  groupes  de  points  correspondants  deux  à 
deux.  Dans  le  cas  actuel,  au  contraire,  les  images  A  et  B  (fig.  64) 
sont  symétriques  l'une  de  l'autre,  de  sorte  que  la  frange  centrale  a 
exactement  la  même  position  pour  tous  les  groupes  de  points 
correspondants.  On  peut  ainsi  obtenir  un  phénomène  très  pur 
avec  une  fente  plus  large. 

140.  Biprisme.  —  L'expérience  des  interférences  est  si  impor- 
tante et  donne  lieu  à  des  applications  si  nombreuses,  qu'il  est 
utile  de  passer  en  revue  les  principaux  moyens  de  la  produire. 

Fresnel  (<)  a  montré  qu'on  obtient  un  phénomène  absolument 
semblable  à  celui  des  miroirs  en  se  servant  d'un  verre  plan  d'un 
côté  et  dont  l'autre  surface  est  composée  de  deux  plans  formant 
entre  eux  un  angle  saillant  très  obtus.  Cet  appareil  figure  deux 
prismes  identiques  rapprochés  par  leurs  bases.  Les  deux  images 
virtuelles  A  et  B  d'un  point  lumineux  S  (fig.  66)  produites  par  la 
réfraction  sont  très  voisines  et  la  région  commune  A'IB'  des  fais- 
ceaux qui  en  émanent  montre  des  franges  parallèles  à  l'arête  d'in- 
tersection des  faces  obliques. 

On  doit  considérer  ici,  pour  la  source  virtuelle  A,  la  ligne  focale 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  En  appelant  p  et  q  les  dis- 
tances des  points  S  et  A  au  sommet  E  du  prisme,  on  a  (66) 


cos2r  cosV 
cosV   coszi 


mais,  comme  les  angles  i,  i',  r  et  r>  sont  très  petits,  la  distance  q 
est  sensiblement  égale  à  p,  à  un  infiniment  petit  du  second  ordre 
près,  et  l'image  A  se  réduit  à  un  point. 

L'angle  du  prisme  étant  s,  la  déviation  D  =  SIA  du  rayon  est, 
au  même  degré  d'approximation,  égale  à  (n  —  i)e. 

Pour  calculer  la  distance  AB  =  zd  des  images,  nous  poserons 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  33o. 
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SI  =  a;  les  distances  SI,  AI  et  01  ne  diffèrent  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite,  de  l'ordre  de  asinD,  et  l'on  a 

AB  —  id=  2ÏA  sinD  —  :  2«D  =  ia{n  —  i)e. 
Fis.  66. 


boa 


L'angle  apparent  des  sources  vues  du  point  G,  à  la  distance  b 
du  biprisme,  est 

_  AB   _  2  a  (  n  —  1  )  s        2  (  n  —  1)  e 


OC 


a  4- 


1  + 


Kig.  67. 


Le  biprisme  équivaut  en  définitive  à  deux  miroirs  dont  l'angle  co 
serait  égal  à  (n  —  i)e.  Il  est  d'un  réglage  beaucoup  plus  facile, 
mais  les  franges  ne  présentent  pas  tout  à  fait  les  mêmes  colora- 
tions avec  la  lumière  blanche,  parce  que  l'angle  apparent  des 
sources  varie  avec  la  longueur  d'onde. 


l()0 
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Si  lebiprisme  est  formé  de  deux  lames  prismatiques  identiques 
(deux  morceaux  d'une  même  lame),  rapprochées  par  leur  bord 
mince,  les  images  virtuelles  A  et  B  (fig.  67)  ont  permuté;  les 
faisceaux  réfractés  n'ont  plus  de  partie  commune  et  on  les  ramè- 
nerait l'un  sur  l'autre,  avec  des  images  réelles,  par  une  lentille 
convergente. 

L'appareil  équivaut  alors  à  deux  miroirs  adossés. 

141.  Bilames.  —  Deux  lames  de  verre  transparentes  P  et  Q, 
de  même  nature  et  d'égale  épaisseur  e,  réunies  ensemble  comme 
l'indique  \&  fig.  68,  donnent  encore  le  même  résultat  que  le  bi- 
prisme. 

Fie.  G8. 


Pour  les  rayons  qui  passent  au  voisinage  de  l'arête  d'intersec- 
tion I  des  lames,  le  faisceau  émergent  MA'  de  la  lame  P  a  deux 
lignes  focales  en  G  et  A,  la  première  suivant  la  normale  à  la  lame, 
la  seconde  perpendiculaire  au  plan  de  figure.  Les  distances  SC, 
CA  et  JM  sont  de  même  ordre  que  l'épaisseur  de  la  lame  (73),  de 
sorte  qu'à  ce  degré  d'approximation  la  distance  AM  est  sensible- 
ment égale  à  la  distance  a  =  SJ  de  la  source  au  sommet  de  la  bi- 

lame,  et  le  déplacement  latéral  du  ravon  MA'  est  e —  •  Les 

1  '  cos  r 

rayons  réfractés  dans  la  lame  Q  donneront  de  même  deux  lignes 

focales  en  D  et  B. 

Si  la  source  S  est  dans  le  plan  de  symétrie  J1Y  des  lames,  les 

images  A  et  B  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  plan,  à  la  distance 
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2e —     —  ;  en  appelant  2Q  l'angle  des  lames,  on  a  i  — 0. 

cos/-  LL  ■  2 

A  la  distance  b  de  la  biiame,  l'angle  apparent  des  sources  est 

donc 

AB  2  e      sin(/ — r) ïe       i        s\\\{i — /•) 

~  a-x-b        a  -:-  b        cos/*  a  a        cos/' 


Il  suffit  alors  de  faire  tourner  la  biiame  à  partir  de  cette  position 
pour  établir  un  retard  inégal  sur  les  faisceaux  et  provoquer  un  dé- 
placement du  système  de  franges. 

Fig.  69. 


Quand  les  lames  sont  rectangulaires,  i=      et 


2sin(«  —  r) 


2sim 


cos/' 


S1U2J 

/icos/- 


fi 


/, 


v: 


I  — 


V/2/i2 


Les  faisceaux  qui  émanent  des  images  A  et  B  n'ont  pas  de  partie 
commune,  parce  que  leurs  bords  voisins  MA'  et  NB'  sont  paral- 
lèles, mais  il  est  facile  de  les  faire  empiéter  l'un  sur  l'autre  en  les 
recevant  sur  une  lentille  convergente  (136). 

Enfin,  si  l'on  dispose  les  bilames  en  sens  contraire  (fig*  69),  les 
images  virtuelles  permutent  encore,  les  faisceaux  sont  divergents 
au  sortir  de  la  biiame  et  l'on  retrouve  le  cas  des  miroirs  adossés. 
L'emploi  d'une  lentille  permettra  d'obtenir  les  franges  après  la 
production  d'images  réelles  (137). 
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125.  Demi-lentilles.  -  Billet  (  ■  )  coupait  en  deux  moitiés  égales 
L,  et  L2  une  lentille  convergente  sphérique  ou  cylindrique  de  long 
foyer  (fig.  70),  en  les  séparant  ensuite  par  un  petit  intervalle;  le 
système  optique  ainsi  constitué  donne  deux  images  A  et  B  d'une 
même  source  S.  Ces  deux  images  ont  des  vibrations  concordantes 
et  peuvent  servir  comme  sources  voisines.  Les  faisceaux  qui  les 
constituent  ont  une  région  commune  N'NIMM'  dans  laquelle  on 
observe  les  franges  d'interférence. 

Fig.  70. 


La  fente  éclairée  que  l'on  prendra  comme  source  de  lumière 
doit  être  située  dans  le  plan  de  symétrie  des  demi-lentilles  et 
perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  Pour  régler  facilement  l'expé- 
rience, l'une  des  demi-lentilles  peut  être  déplacée  par  une  vis  de 
rappel  parallèlement  à  la  fente,  et  une  vis  micrométrique,  agissant 
sur  l'autre  demi-lentille,  permet  de  faire  varier  leur  écartement  à 

volonté. 

Si  l'on  appelle  F  la  longueur  focale  de  la  lentille,  a  et  b  ses  dis- 
tances à  la  source  S  et  à  l'image  A,  £  l'écartement  des  demi- 
lentilles,  ou  plus  exactement  la  distance  de  leurs  centres  optiques, 
puisque  la  taille  a  enlevé  une  partie  de  la  matière,  la  distance  des 
images  A  et  B  est 

On  trouve  encore  ici  l'avantage  que  les  deux  sources  A  et  B, 
destinées  à  produire  les  interférences,  sont  réelles  et,  par  suite, 
qu'on  peut  agir  sur  l'une  ou  l'autre  séparément. 

Toutefois  l'appareil  exige  un  réglage  délicat  et  les  aberrations 
des  images  A  et  B  sont  dissymétriques  ;  les  franges  ne  sont  donc 
pas  aussi  pures  que  dans  l'expérience  des  miroirs. 


O  Billet,  Traité  d'Optique,  t.  I,  p.  ^7;  l 
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1 13.  Remarques.  —  Le  mouvement  vibratoire  peut  toujours 
être  représenté  par  les  termes  d'ordre  impair  de  la  série  de  Fou- 
rier  (11)  ;  les  projections  sur  un  axe  de  deux  vibrations  identiques, 
sauf  une  différence  de  phase  o,  sont  donc 

./    =  cit  sin(u>*  -h  «j)  -h.  .  .-h  a2p+l  sin[(2/?  4-  i)w£  -f-  a2/;H_t]  -h.  .  ., 
a?'  =  «!  sin(to£  -h  a,—  oj  -h .  .  . 

4-  atJI+i  sin[(2/?  +  i)wi  4-  a2p+1—  (  2/>  4-  i)  o]  4- .  .  . . 

Si  Ton  donne  à  o  une  valeur  particulière  de  la  forme  -        — >  la 

1  2/>  H-  i 

vibration  résultante  x -\- x'  ne  contient  plus  les  termes  d'ordre 
2/?-bi,  3(2/?  -f-  i,  ...  et,  en  général,  d'ordre  (iq  -f-  i)(2/>  +  i). 
Une  partie  des  termes  d'ordre  impair  ayant  ainsi  disparu,  cette 
vibration  aurait  une  constitution  toute  différente  de  celle  des 
vibrations  primitives.  On  n'a  pas  démontré  encore  que  cette  consé- 
quence soit  contradictoire  avec  l'observation;  mais,  comme  tous 
les  phénomènes  s'expliquent  rigoureusement  par  L'hypothèse  des 
vibrations  simples  et  qu'ils  sont  indépendants  de  la  source  de  lu- 
mière, il  est  permis  d'en  conclure  que  l'expression  de  la  vibration 
ne  renferme  pas  de  termes  de  périodes  différentes  ('). 

Les  franges  d'interférence  sont  souvent  compliquées  par  des 
phénomènes  de  diffraction.  Si  les  faisceaux  qui  interfèrent  sont 
très  étroits,  par  exemple  avec  une  lumière  presque  rasante  sur  les 
miroirs  de  Fresnel,  ou  avec  un  biprisme  dont  on  n'utilise  que  la 
portion  très  voisine  de  l'arête,  chacun  des  faisceaux  se  comporte 
en  réalité  comme  s'il  avait  traversé  une  fente  étroite  et  donne  par 
lui-même  une  série  de  bandes  de  diffraction  analogues  à  celles  qui 
se  produisent  au  foyer  des  lunettes  (128)  et  dont  les  minima  sont 
nuls.  Les  teintes  et  les  variations  d'intensité  des  franges  sont  com- 
plètement modifiées  dans  le  voisinage  de  ces  bandes.  Si  le  phéno- 
mène est  symétrique  par  rapport  à  la  frange  centrale,  il  peut 
arriver,  par  exemple,  que  les  deux  faisceaux  aient  séparément  une 
intensité  nulle  sur  cette  frange,  au  moins  pour  certaines  couleurs. 
L'analyse  spectrale  du  phénomène  par  un  prisme  perpendiculaire 
aux   franges  (125)  montre  alors  que  les   bandes  lumineuses  sont 


(»)  Verdkt,  Œuvres,  t.  V",  p.  ^[\6. 
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interrompues  en  des  points  variables  de  l'une  à  l'autre  (*).  Il  faut 
donc  opérer  avec  des  faisceaux  assez  larges  pour  éviter  cet  incon- 
vénient, ce  qu  il  est  facile  de  réaliser,  même  quand  on  utilise 
les  rayons  solaires,  en  concentrant  la  lumière  sur  la  fente  primitive 
par  une  lentille  convergente. 

144.  Interférence  des  rayons  chimiques  et  calorifiques.  — 
Arago  (2)  avait  montré,  dès  1822,  que  la  projection  des  franges 
d'interférence  sur  un  papier  imprégné  de  chlorure  d'argent  donne 
des  maxima  et  des  minima  d'action  chimique  qui  correspondent 
exactement  aux  phénomènes  observés  dans  la  lumière.  MM.  Fizeau 
et  Foucault  (3)  ont  constaté  également  des  maxima  et  des  minima 
de  température  en  déplaçant  dans  les  franges  un  petit  thermo- 
mètre à  alcool  extrêmement  sensible. 

Il  n'y  a  donc  aucune  distinction  essentielle  à  établir  entre  les 
trois  propriétés  des  radiations  et  l'emploi  de  la  photographie,  en 
particulier,  permet  de  reproduire  tous  les  phénomènes  d'Optique 
avec  la  plus  grande  fidélité. 

14o.  Composition  des  couleurs.  —  Les  colorations  très  variées 
que  l'on  observe  dans  les  phénomènes  d'interférence  obtenus  avec 
une  source  de  lumière  blanche,  ou  plus  généralement  de  lumière 
non  homogène,  méritent  d'être  examinées  avec  attention,  mais  il 
est  nécessaire  de  remarquer  tout  d'abord  que  l'impression  pro- 
duite est  un  effet  physiologique,  variable  d'un  observateur  à  l'autre, 
et  qu'on  ne  pourra  en  rendre  compte  que  d'une  manière  approxi- 
mative pour  une  sorte  de  vue  moyenne. 

Les  couleurs  du  spectre  sont  considérées  comme  pures;  elles 
ne  peuvent  être  altérées  par  aucun  phénomène  d'Optique,  si  l'on 
met  à  part,  comme  nous  l'avons  fait  déjà,  les  effets  de  fluores- 
cence et  de  phosphorescence.  Les  couleurs  que  l'on  observe  dans 
la  nature  ou  que  l'on  produit  dans  les  arts  présentent  souvent  la 
plus  grande  analogie  avec  les  couleurs  pures,  quoiqu'elles  donnent 


(  ')  A.  Righi,  Memorie  dell'  Accad.  di Bologna,  série  III,  t.  VIII;  19 avril  1877. 
—  H.-F.  Weber,  Wied.  Ann.,  t.  VIII,  p.  407;  1879. 

(2)  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  142. 

( 3)  Fizeau  et  Foucault,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXV, 
p.  447;  1847. 
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presque  toujours  par  réfraction  un  spectre  plus  ou  moins  étendu 
clans  lequel  certaines  régions  sont  affaiblies  ou  font  défaut. 

Tandis  que  l'oreille  peut  distinguer  plusieurs  notes  simultanées, 
l'œil,  au  contraire,  ne  donne  jamais  qu'une  impression  unique, 
sans  apprécier  si  une  couleur  est  simple  ou  dénature  complexe;  il 
estime  seulement  que  la  couleur  considérée  paraît  pure  ou  qu'elle 
est  rabattue  par  une  certaine  quantité  de  lumière  blanche. 

Deux  couleurs  qui  paraissent  identiques  en  teinte  et  en  éclat, 
quelle  que  soit  leur  composition  réelle,  jouent  le  même  rôle  quand 
on  les  mélange  avec  d'autres  couleurs  de  nature  quelconque  ;  elles 
sont  équivalentes  au  point  de  vue  physiologique.  C'est  là  une 
propriété  fondamentale  qui  n'est  pas  évidente  a  priori  et  qui  a 
été  confirmée  par  toutes  les  expériences. 

Nous  rappellerons  qu'on  obtient  ce  mélange  des  couleurs,  soit  en 
utilisant  l'ensemble  des  rayons  pour  éclairer  une  surface  blanche, 
soit  en  superposant  les  images  sur  la  rétine,  soit  encore  en  les 
faisant  passer  successivement  devant  l'œil  à  intervalles  très  rap- 
prochés, comme  dans  la  méthode  des  disques  tournants. 

Deux  couleurs  sont  complémentaires  quand  leur  mélange  re- 
produit la  lumière  blanche.  Il  est  clair  que,  si  l'on  partage  en  deux 
groupes  arbitraires  les  différents  rayons  d'un  spectre  solaire,  les 
couleurs  résultantes  de  chacun  d'eux  seront  complémentaires;  on 
peut  donc  obtenir  ainsi  un  très  grand  nombre  de  systèmes  de 
couleurs  complémentaires  et  beaucoup  d'autres  combinaisons  con- 
duisent au  même  résultat. 

146.  Règle  de  Newton.  —  C'est  à  Newton  ((  )  que  l'on  doit  la 
première  règle  qui  permet  de  calculer  la  teinte  d'un  mélange  quel- 
conque de  couleurs.  D'après  Newton,  on  se  conforme  bien  à  l'ob- 
servation si  l'on  dit  que  les  longueurs  d'accès  (o)  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  longueurs  d'onde  des  rayons  qui  limitent 
les  sept  couleurs  principales  du  spectre  :  rouge,  orangé,  jaune, 
vert,  bleu,  indigo  et  violet,  sont  proportionnelles  aux  racines 
cubiques  des  carrés  des  nombres  i,  f,  f,  |,  |,  f,  -^  et  |,  repré- 
sentant les  longueurs  d'une  même  corde  qui  rendent  les  diffé- 
rentes notes  d'une  octave  ré,  mi,  fa,  sol,  la,  si,  ut,  ré. 


(«)   Newton,  Oplics.  London,  Liv.  II;  1704. 
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D'autre  part,  de  nombreuses  expériences  l'ont  conduit  à  es- 
timer que,  dans  la  formation  des  teintes,  le  rôle  ou  l'importance 
relative  des  différentes  couleurs  de  la  lumière  solaire  peut  être 
représenté  par  les  fractions  £»  7g»  4-5,  J,  73,  75  et  £. 

Ces  bases  étant  acceptées,  on  divise  un  cercle  en  sept  secteurs 
respectivement  proportionnels  aux  dernières  fractions,  c'est-à-dire 
aux  nombres  80,  4^>  72,  80,  72,  45  et  80,  dont  la  somme  est 
égale  à  6y4->  et  on  les  affecte  aux  couleurs  correspondantes;  nous 
désignerons  leurs  surfaces  respectives  par  R,  O,  J,  V,  B,  I  et  U.  Si 
l'on  applique  au  centre  de  gravité  de  chaque  secteur  un  poids 
proportionnel  à  sa  surface,  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des 
poids  est  évidemment  au  centre  du  cercle;  ce  point  correspond  à 
la  lumière  blanche. 

Supposons  maintenant  que  l'on  mélange  les  couleurs  du  spectre 
dans  un  autre  rapport,  en  prenant  une  fraction  de  chacune  d'elles 
représentée  respectivement  par  /',  0,  J,  e,  0,  i  et  u.  On  applique 
au  centre  de  gravité  de  chaque  secteur  un  poids  proportionnel  au 
produit  correspondant  Rr,  Oo,  J/,  ...  ;  le  centre  de  gravité  M  de 
l'ensemble  de  ces  poids  est  en  général  excentrique. 

La  nature  du  secteur  dans  lequel  se  trouve  le  point  M  indique 
la  teinte  du  mélange,  et  sa  distance  au  bord  du  centre  est  propor- 
tionnelle à  la  quantité  de  lumière  blanche  dont  elle  est  rabattue. 
Si  p  est  le  rayon  du  cercle  et  d  la  distance  du  point  M  au  centre, 
la   couleur  résultante  renferme  une  proportion  de   blanc  égale  a 

?-<l  =  j  _  P  . 
p  d 

Dans  un  phénomène  quelconque,  si  la  composition  de  la  lumière 
varie  d'une  manière  continue,  on  pourra  en  représenter  la  trans- 
formation par  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  points  M. 

La  règle  de  Newton  a  été  utilisée  par  Biol  et  par  Fresnel  pour  le 
calcul  des  colorations  produites  dans  les  lames  cristallines  ou 
dans  les  interférences,  mais  cette  règle  est  évidemment  artificielle. 
On  voit  bien  qu'une  analogie  préconçue  avec  les  notes  de  la  gamme 
a  présidé  au  choix  des  fractions  qui  servent  à  limiter  les  couleurs 
et  à  apprécier  leur  importance;  en  outre,  on  ne  détermine  ainsi 
d'autres  impressions  physiologiques  que  celles  des  couleurs  du 
spectre,  plus  ou  moins  rabattues  de  blanc,  tandis  qu'il  existe 
d'autres  couleurs  quelquefois  très  vives,  comme  le  carmin,  qui  ne 
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présentent  aucune  analogie  avec  celles  que  Ton   trouve  clans  un 
spectre  de  réfraction. 

1  il.  Couleurs  principales.  —  En  réalité,  les  impressions  de 
couleurs  que  l'œil  apprécie  présentent  une  variété  indéfinie,  mais 
on  peut  les  réduire  à  un  petit  nombre,  comprenant  les  couleurs  du 
spectre,  le  blanc  et  une  teinte  nouvelle  que  l'on  obtient  par  le  mé- 
lange de  deu\  couleurs  empruntées  aux  extrémités  du  spectre; 
cette  teinte  est  pourpre  avec  le  rouge  et  le  violet  extrêmes,  rose 
avec  l'orangé  et  le  bleu,  ou  carmin  quand  la  proportion  de  rouge 
est  dominante.  La  sensation  d'une  couleur  quelconque  peut  être 
reproduite,  d'une  manière  presque  rigoureuse,  par  le  mélange  en 
proportions  convenables  d'une  couleur  spectrale  ou  du  pourpre 
avec  de  la  lumière  blanche. 

On  doit  distinguer  dans  une  couleur  trois  qualités  différentes  : 
Y  intensité  ;  le  ton,  c'est-à-dire  la  couleur  spectrale  ou  le  pourpre 
dont  elle  se  rapproche  le  plus;  la  saturation,  ou  le  rapport  des 
intensités  du  ton  et  de  la  lumière  blanche  qui  l'accompagne. 

On  peut  trouver  dans  le  spectre  plusieurs  combinaisons  de  deux 
couleurs  simples,  par  exemple  l'orangé  et  le  bleu,  qui  donnent  du 
blanc  et  paraissent  ainsi  complémentaires.  L'emploi  de  trois  cou- 
leurs spectrales  fournit  un  grand  nombre  de  manières  d'arriver  à 
ce  résultat  et  on  peut  même  les  choisir  de  telle  façon  que  leur  mé- 
lange en  proportions  convenables  reproduise  sensiblement  toutes 
les  couleurs  avec  leurs  qualités  de  ton  et  de  saturation. 

Brewster  (■)  avait  même  émis  l'hypothèse  qu'il  n'existe  que 
trois  couleurs  physiquement  distinctes,  le  rouge,  le  jaune  et  le 
bleu,  et  que  ces  trois  couleurs  fondamentales  se  superposent  en 
proportions  variables  dans  toute  l'étendue  du  spectre. 

L'existence  de  trois  couleurs  distinctes  seulement  est  inadmis- 
sible et  Brewster,  malgré  de  nombreuses  tentatives,  n'a  pu  appuyer 
son  opinion  sur  aucun  fait  expérimental;  mais  il  n'est  pas  im- 
possible qu'il  existe  seulement  trois  sensations  différentes,  corres- 
pondant à  trois  systèmes  de  fibres  nerveuses  qui  seraient  inéga- 
lement affectées  par  un  rayon  quelconque  de  lumière  simple,  et 


(')  Brewster,  Edinb.  IL  S.  Trans.,  t.  XII,  p.  ia3;  T834- 
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qne  le  sentiment  de  couleur  ne  tienne  aux  rapports  de  ces  trois  im- 
pressions. Young  ('),  à  qui  l'on  doit  la  conception  des  trois  sys- 
tèmes de  fibres,  prit  comme  couleurs  fondamentales  le  rouge,  le 
vert  et  le  violet  ;  toutefois  l'étude  anatomique  de  la  rétine  et  les 
particularités  des  vues  anormales  n'apportent  pas  de  preuves  i\ 
l'appui  de  cette  hypothèse. 

448.  E xpériences  de  Maxwell.  —  Quoi  qu'il  en  soit,  il  reste 
établi  qu'une  couleur  simple  ou  complexe  peut  être  exprimée  par 
une  fonction  linéaire  de  trois  couleurs  principales.  La  détermi- 
nation des  coefficients  relatifs  à  chacune  des  couleurs  simples  a  été 
l'objet  d'un  beau  travail  de  Maxwell  (2)  qui  permet  aujourd'hui  de 
traiter  le  problème  de  Newton  à  l'aide  de  Tables  numériques. 

Les  couleurs  principales  ont  été  choisies  par  Maxwell  en  des 
points  très  éloignés  l'un  de  l'autre  sur  le  spectre,  et  dans  des  ré- 
gions où  la  teinte  et  l'intensité  varient  très  lentement,  afin  qu'une 
erreur  de  position  dans  les  expériences  n'influe  pas  d'une  manière 
appréciable  sur  les  résultats. 

Les  coefficients  ont  été  déterminés  de  la  manière  suivante. 
On  combine  les  trois  couleurs  principales  P,  Q  et  R  dans  les 
proportions  qui  conviennent  pour  reproduire  une  couleur  blanche 
identique  pour  l'œil  à  celle  d'une  lumière  L  qui  n'a  pas  subi 
d'analyse  prismatique,  puis  on  établit  la  même  équivalence  entre 
la  lumière  L  et  le  résultat  de  la  combinaison  de  deux  des  couleurs 
principales,  par  exemple  P  et  Q,  avec  une  quatrième  couleur  X, 
qu'il  s'agit  d'exprimer  en  fonction  des  couleurs  principales;  la 
lumière  auxiliaire  L  se  trouve  ainsi  éliminée. 

On  modifie  la  proportion  de  chaque  couleur  en  utilisant  la 
lumière  que  laisse  passer  une  fente  de  largeur  variable  placée  sur 
le  spectre  et  dont  le  milieu  coïncide  sensiblement  avec  le  rayon 
que  l'on  considère. 

Si  les  différentes  lettres  P,  Q,  R  et  X  représentent  respective- 
ment les  quantités  de  lumière  relatives  aux  différentes  couleurs 
pour  l'unité  de  largeur  du  spectre  aux  points  correspondants,  et  p, 
q,  r;  p' ',  q'  et  x  les  largeurs  respectives  des  fentes  dans  les  deux 


(')  Young,  Lectures  on  Natural  Philosophy.  London,  1807. 
(2)  Cl.  Maxwell,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  57;  1860. 
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expériences,  le  résultat  de  la  comparaison  conduit  à  l'équation 

pV  -h  qQ  4-  rR  —p'P   h  g'Q  ■+■  œX; 
d'où  l'on  déduit 

("     x  =  —/- p  +  <Lïf(± +  £R  = aP  +  pQ  ^R- 

Si  l'un  des  coefficients  du  dernier  membre,  a  par  exemple,  a 
une  valeur  négative  —a,,  ce  résultat  signifie  que  les  couleurs  prin- 
cipales Q  et  R  équivalent  à  une  combinaison  de  la  troisième  P 
avec  la  couleur  proposée  X,  car  l'équation  devient 

(2)  X-f-aiP:=pQ-hTR. 

Dans  ce  cas,  les  couleurs  principales  Q  et  R  reproduisent  une 
combinaison  de  blanc  avec  la  couleur  proposée.  Désignons,  en 
effet,  par  a,  b  et  c  les  coefficients  des  couleurs  principales  P,  Q 
et  R  qui  conviennent  pour  reproduire  la  totalité  W  du  banc  du 
spectre  ;  on  a 

(3)  W  =  «P  +  6Q-t-cR. 

En  ajoutant  aux  deux  termes  de  l'équation  (2  )  une  quantité 
quelconque  w  de  blanc,  on  peut  écrire 

X  4-  wW  —  <* (aV  4-  bQ  4-  cR)  —  ol,P  4-  pQ  -f -yR, 

et,  si  l'on  prend  wa  =  a, ,  il  reste 

On  peut  dire  encore  que  les  couleurs  principales  Q  et  R  avec 
la  couleur  complémentaire  de  P  reproduisent  la  couleur  proposée 
X  rabattue  de  blanc,  car,  avec  la  même  valeur  de  w,  on  a 

X  +  -  W  =  ?!  W  -  atP  +  pQ  -h  vR  =  ^  (W  -  aP)  4-  ?Q  H-  yR, 

a  a  1  r*c        1  a  rx         \ 

et  le  terme  W  —  aP  représente,  d'après  l'équation  (3),  la  couleur 
complémentaire  de  P. 
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Le  Tableau  suivant,  donné  par  Maxwell  et  complété  par  lord 
Ravleigh  ('  ),  s'applique  à  un  spectre  prismatique  rapporté  à  une 
échelle  arbitraire. 

La  couleur  principale  P  est  un  rouge  écarta  te  situé  au  tiers  en- 
viron de  la  distance  des  raies  du  spectre  G  et  D;  la  couleur  Q  est 
un  vert  voisin  de  la  raie  E;  la  couleur  R  est  un  bleu  à  peu  près 
au  tiers  de  la  distance  des  raies  F  et  G.  Les  valeurs  des  coeffi- 
cients sont  proportionnelles  à  la  quantité  de  lumière  qui  existe 
dans  une  étendue  de  4dlv  de  l'échelle. 

Expression  des  couleurs  spectrales  eu  fonction 

de  trois  couleurs  principales. 
Numéros 

de  Longueur 

l'échelle.        d'onde  À.       Différence.  Couleurs. 

16 0,698  _r  Rouge 

20.    ...     0,6b  5  Rouge 

24  P . .  .     o,63o  '      ,  Écarlate 

2_i 

28 0,606  Orangé 

i'i. .  .  .       0,583  Jaune 

21 
36 o,562  .  Jaune  vert 

40 0,544  fi  Vert 

h  Q..  .  o,528  r  Vert 

48..  o,5i3  Vert  bleuâtre 

52 o,5oo  Bleu  vert 

56 0,488  Bleu  verdàtre 

j  1 
60. .  .    .     0,477  Bleu 

10 
64 0,467  Bleu 

68  R...  o,457  g  Bleu 

72 0,449  g  Indigo 

76 o,44 1  Indigo 

80 o,4>4  i  Indigo 

84 0,428  Violet 

88 0,422  .  » 

92 o, j 16  » 

96 0,4  ii  ^  » 

100 0,406  » 

Sommes  algébriques -r-3,973     -+-6,52o     -h6,46o 

La  lumière    blanche,    produite    par    l'ensemble   des   rayons   du 


(')  Lord  Kayleigii,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  107;  1886. 


a[PJ. 

P[QJ. 

Y[R]. 

-i  O,  l4o 

» 

» 

0,420 

-1-0,009 

+0,06  3 

I  ,000 

» 

» 

1 , 1 5  > 

o,36o 

— 0,006 

o,8/}6 

0,877 

o,oo5 

o,484 

1 ,  246 

0,03  2 

+0, 127 

1 ,  206 

— 0,008 

» 

1 ,000 

» 

— o,o63 

•    o,739 

-rO,085 

0 ,  o5  5 

0 ,  5o6 

0,282 

0,OJO 

o,34o 

o,4gj 

0,047 

0,190 

0,753 

— o,o33 

o,o33 

0,905 

[  ,000 

+0,019 

0,006 

0,944 

0,025 

+0,016 

0,693 

0 .  00  ) 

— 0,028 

o,479 

1) 

» 

0,333 

)> 

» 

0  ,208 

» 

» 

0,  146 

)) 

» 

o,o83 

0 

» 

0,042 
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spectre,  aurait  pour  expression 

W  =  3,973Ph-6,52oQ  +  6,46oR. 

Comme  les  longueurs  d'onde  relatives  à  chacune  des  couleurs 
sont  indiquées  dans  le  Tableau,  on  peut  utiliser  ces  résultats  pour 
un  phénomène  quelconque  obtenu  avec  la  lumière  solaire. 

I  i9.  Triangle  des  couleurs.  —  Pour  représenter  les  couleurs 
graphiquement,  à  la  manière  de  Newton,  on  imagine  que  des  forces 
parallèles,  proportionnelles  aux  facteurs  correspondants  a,  [3  et  y 
des  couleurs  principales  qui  produisent  une  teinte  équivalente, 
sont  placées  respectivement  aux  trois  sommets  d'un  triangle  équi- 
latéral  et  l'on  détermine  le  centre  M  de  ces  forces  ;  le  point  du  blanc 
est  le  centre  de  trois  forces  de  même  sens  respectivement  propor- 
tionnelles à  3,9^3  —  6,  or2o  —  (3,  460. 

Les  couleurs  pures  du  spectre,  comprenant  presque  toutes  des 
coefficients  négalifs,  seront  situées  en  dehors  du  triangle,  mais 
s'écartent  très  peu  des  côtés.  La  courbe  figurative  du  spectre 
(PL  II)  passe  par  les  trois  sommets  du  triangle,  qui  correspon- 
dent aux  couleurs  principales. 

On  voit,  par  la  forme  de  cette  courbe,  que  le  vert  du  spectre 
ne  peut  être  obtenu  par  un  mélange  de  jaune  et  de  bleu  pins, 
que  le  vert  combiné  avec  le  rouge  donne  toutes  les  couleurs 
orangées  et  jaunes  sensiblement  pures,  et  avec  le  violet  des  bleus 
moins  saturés  que  les  couleurs  correspondantes  du  spectre. 

S'il  s'agit  d'un  phénomène  où  la  composition  de  la  lumière 
varie  d'une  manière  continue,  le  lieu  des  points  M  qui  en  figure 
la  transformation  graduelle  sera  une  courbe  comprise  en  général 
dans  l'intérieur  du  triangle. 

Pour  une  couleur  composée  quelconque  X  =  aP-f-  (3Q  -f-yR, 

dont  le  point  figuratif  est  situé  dans  l'intérieur  du   triangle,   les 

coefficients  a,  [i  et  y  sont  positifs. 

c  Y       •     1         1  -i  -  a     P        Y 

supposons  (pie  L  soit  le  plus  peut  des  trois  rapports  -■>  j  et  -• 

On  peut  écrire 

X=I(ap+*Q  +  cR)  +  a(ï-ïW*(!-2)Q. 
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Cette  expression  signifie  que  la  couleur  peut  être  obtenue  par 
un  mélange  de  lumière  blanche  avec  les  deux  couleurs  principales 
P  etQ. 

Dans  la  construction  graphique,  le  premier  terme  du  second 
membre  représente  une  force  appliquée  au  point  W  du  blanc 
dans  le  triangle,  et  les  deux  autres  termes  une  force  appliquée 
sur  l'un  des  côtés  du  triangle.  Dans  le  cas  actuel,  la  couleur  corres- 
pondant à  ces  deux  termes  est  une  couleur  spectrale  comprise 

entre  les  couleurs  principales  rouge  et  verte;  si  le  rapport  -  était 

le  plus  petit,  la  couleur  à  composer  avec   le  blanc  serait  encore 
sensiblement  un  bleu  spectral;  enfin  cette  couleur  est  un  pourpre 

quand  y  est  le  plus  petit  des  rapports. 

150.  Couleurs  des  interférences.  —  Considérons,  par  exemple, 
le  cas  des  interférences. 

La  projection  sur  un  axe  de  la  vibration  d'un  point  peut  être 
représentée  (19)  par  une  expression  de  la  forme 


.      /27T 

=  a  sin    -= 


-+-  a  )  =  a  sin(w£  H-  a), 


La  vitesse  de  vibration  est 

dx 

V  =  — r-  =  a  m  cos  (wi  +  a). 
dt  v  ' 

Il  est  à  présumer  que  l'action  physiologique  produite  sur  l'œil, 
au  moins  pour  des  sources  de  même  période,  est  à  chaque  instant 
proportionnelle  à  la  force  vive  du  mouvement  vibratoire,  ou  au 
carré  de  la  vitesse 

V-  —  a?  w2  cos2  (  w  t  -h  a  )  — [  1  -h  cos  2  (  00  t  -+-  a  )] . 

La  force  vive  moyenne,  ou  Yintensité  de  la  lumière,  est  pro- 
portionnelle au  carré  moyen  u2  de  la  vitesse  pendant  une  période. 
Comme  le  terme  cos2(to£  4-  a)  prend  alors  toutes  les  valeurs  de 
—  1  à  -H  1 ,  le  carré  moyen  de  la  vitesse  est  simplement 

a2oi%  2  7T2 

„*=__  =  —  a\ 
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Pour  une  lumière  de  période  donnée,  l'intensité  est  donc  pro- 
portionnelle au  carré  de  l'amplitude. 

Si  deux  rayons  d'égale  intensité,  provenant  d'une  même  source, 
se  superposent  en  un  point  et  que  l'un  d'eux  ait  éprouvé  un  retard 

A==  — X,  les  projections  de  leurs  vibrations  sur  un  axe  sont  de 

la  forme  a  sin(W  -\-  a)  et  a  sin(to/  -h  a  —  8). 

D'après  le  principe  des  petits  mouvements  (20),  la  projection 
sur  le  même  axe  de  la  vibration  résultante  est 

a  sin  (  «  t  H-  a  )  4-  a  sin  (to  £  -h  a  —  o  )  =  2  a  cos  -  sin  (  co  t  4-  a 

L'amplitude  de  cette  vibration  est  égale  k  ia  cos  -  et  son  inten- 
sité peut  être  représentée  par 

lar  (o2  cos2  -  =  2fl2w2  cos2?:  -  —  Lia  cos2tt  T  • 
2  X  X 

Les  variations  de  l'intensité  avec  la  perle  de  phase  8  seraient 
figurées  par  une  sinusoïde,  puisqu'on  a 


M[ 


_  o         I  -+-  coso 
cos2  -  —  =        I  i  4-  sin  l  -    —  o 

2  2  2  \  2 


Lorsque  des  lumières  de  périodes  différentes  sont  superposées 
en  un  point,  l'expérience  indique  que  leurs  vibrations  restent 
indépendantes  et  que  l'intensité  résultante  est  toujours  la  somme 
de  leurs  intensités  respectives.  On  doit  donc  simplement  combiner 
leurs  couleurs. 

Si  la  source  de  lumière  utilisée  dans  le  phénomène  des  inter- 
férences est  de  nature  complexe,  l'intensité  totale  en  un  point 

sera  4^w2  cos2tï  r  ,  et  la  teinte  résultante  s'obtiendra  en  prenant 

une  fraction  de  chaque  couleur  égale  au  facteur  cos2tc  -r  • 

Lorsque  la  frangée  centrale  est  noire,  comme  dans  l'expérience 
des  trois  miroirs  ou  dans  l'interférence  des  rayons  directs  avec 
les  rayons  réfléchis  (138),  l'un  des  faisceaux  a  éprouvé,  outre  le 
retard  géométrique  A,  un  changement  de  signe  dû  à  la  réflexion, 

lequel  équivaut  à  un  nouveau  retard  de  -;   la  fraction  relative  à 
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chaque  couleur  est  alors  égale  à 


A         i\  •    0     * 

v  -H  -     =sin-7T- 

A  2  /  A 


L'intensité  est  donc  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  expres- 
sions 4  2  W2COS27tr-  ou 

4 2  m2  sin'2-i-  r-  —  ^Za2  —  [\Zu'2  cos-tt-  y 

A  A 

suivant  qu'il  s'agit  de  franges  à  centre  noir  ou  à  centre  blanc. 

Avec  une  lumière  primitive  blanche,  les  deux  phénomènes  sont 
évidemment  complémentaires,  pour  la  même  différence  de  marche, 
puisque  la  somme  des  intensités  reproduit  une  lumière  fàu-  de 
même  nature  que  la  lumière  primitive. 

On  voit  aussi  que,  si  l'on  connaît  les  facteurs  cos2t:--,  on  en  dé- 
duira, par  différence  avec  l'unité,  les  autres  facteurs  sin2?;^* 

A 

151.  Tables  des  deux  systèmes.  —  Le  Mémoire  de  Lord  Ray- 
leigh  contient  une  Table  des  coefficients  a,  [3  et  y  qui  déter- 
minent,  en   fonction    des    trois  couleurs  principales  P,    Q  et  R, 

l'intensité  et  la  couleur  correspondant  à  l'expression  S//2  cos2--, 

A 

pour  une  série  de  valeurs  de  la  différence  de  marche  A. 

Dans  la  Table  primitive,  les  retards  A  sont  évalués  en  fonction 
du  pouce  de  Paris.  ÎNous  la  reproduirons  sous  une  autre  forme  en 
exprimant  les  retards  en  fonction  de  la  quantité  £  =  oH-,2-5,  qui 
est  la  moitié  de  la  longueur  d'onde  1  =  0^,55  relative  à  la  ré- 
gion la  plus  intense  du  spectre,  et  qui  joue  un  rôle  important 
dans  la  classification  naturelle  des  teintes. 

On  voit,  par  exemple,  que  la  couleur  verte  Q  est  sensiblement 
nulle  et  les  autres  très  faibles  pour  A  =  o£,()y  i  =  oH-,  2724,  ou 
environ  s;  la  couleur  résultante  est  un  pourpre  très  pâle.  L'analyse 
spectrale  montrerait  une  bande  noire  au  point  qui  correspond  à 
la  longueur  d'onde  2 s.  A  mesure  que  le  retard  augmente,  cette 
bande  marche  vers  le  rouge,  en  même  temps  qu'une  nouvelle 
bande  apparaît  du  côté  du  violet,  et  celle-ci  se  trouverait  au  même 
point  que  précédemment  pour  A  =  3s. 
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Coule 

itrs  des 

interférences  à  centre  blanc. 

a  [P.]. 

P[Q]. 

Y[R]- 

A. 

a[P]. 

P[Q]- 

Y[RJ. 

o  0,000  .  . 

'5,97 

6 ,5». 

6,46 

5,n8. 

1,2.8 

1,80 

5,o4 

0,991 . . 

0,  i) 

0 ,  06 

<>>  >9 

5,217. 

0,9)1 

2,22 

4 , 5 1 

I  ,280  .  . 

0,22 

1 ,45 

3,67 

5 ,  >  1 5 . 

o,64 

a,  74 

3  "8 

i,477  -  • 

0,96 

3,32 

5,64 

30   5,  5 1*2  . 

0,46 

3,77 

2,  3i 

1,579    • 

i,46 

4,29 

6,19 

5,7°9- 

o,77 

4 , 5 1 

1 ,43 

5  i , 66 1  . . 

t,93 

5,o3 

6,28 

5,906. 

i,44 

4 , 7;> 

1 ,  53 

1,728.. 

2 ,  3o 

5 , 5 1 

6,19 

6, 102. 

2,23 

4 , 1 1 

2,49 

1,817  •  • 

2,77 

5 ,  99 

5,77 

6. 3oo. 

2-89 

3,70 

3,72 

1,921  . . 

3,22 

6,26 

4,83 

35  6 ,  496 

3,22 

2,96 

4,61 

1 , 982  . . 

3,48 

6,26 

4,2! 

6,595. 

3  ,2.3 

2 , 6  5 

4,75 

10  2 , 1 20  . . 

3,84 

5,85 

2  ,  65 

6,693. 

3,i4 

2,40 

4,7l 

2,291  . . 

3,88 

4,7° 

I  ,  02 

6,792- 

2,97 

2 ,  26 

4,47 

2,J8()  . . 

2,98 

2,08 

0,5g 

6,890. 

2,72 

2,20 

4,o  5 

2,881  .. 

i,38 

0,57 

3,09 

m  6,989. 

2,42 

2,25 

3,55 

')  ,OJI 

0,68 

0 ,  75 

4,75 

7,087. 

2 ,  r  1 

2,39 

3,o  5 

15    3,248.. 

0,19 

i,8.4 

5,87 

7,284. 

I  ,52 

2,83 

2,29 

3,346.. 

0, 16 

2,48 

5,88 

7,481. 

1,14 

3,36 

1,98 

3,44-- 

0,2  3 

3,35 

5,  53 

7,677- 

1  ,04 

3,76 

2,44 

3,544.- 

0 ,  47 

4,12 

4,8; 

va  7,874- 

1,25 

3,96 

3,22 

3,741.. 

1  ,29 

5,26 

3,04 

8,071 . 

1,63 

3,90 

4,01 

•20  3,938  . . 

2,30 

5,  59 

1 ,38 

8 ,  268 . 

2,08 

3,67 

4,18 

4,ï34.. 

3,19 

5,o4 

o,75 

8,465. 

2,45 

3,35 

3,94 

4,33i  .. 

3 ,  68 

3,84 

«:M 

9,661. 

2,65 

3,o  5 

3,48 

4,527  .  . 

3 ,  62 

2,56 

3,o3 

50  8,858. 

2,63 

2  87 

2,77 

4,725.. 

3 ,06 

1 ,61 

4,6o 

9,0 55. 

2,44 

2,79 

2,42 

23  4,823  .  . 

2,64 

1  ,39 

5,i5 

9,252. 

2,  i5 

2,85 

2,62 

4,922. 

2,18 

1 ,35 

5,43 

Pour  les  interférences  à  centre  noir,  données  par  les  valeurs  de 

sin2~v,  la  couleur  correspondant  à  la  même  différence  de  marche 

est  complémentaire  de  celle  du  Tableau  qui  précède.  Les  coeffi- 
cients a',  [}'  et  y'  relatifs  aux.  couleurs  principales  seront,  sauf  pour 
les  valeurs  très  petites  de  A, 

a'  =  3>97  ~  a> 
P'  =  6,52  —  p, 

Y' =  6,46 -y- 
Ouand  le  retard  A  tend  vers  zéro,  la  lumière  s'évanouit,  mais  la 
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couleur  tend  vers  une  limite  que  l'on  obtient  en  combinant  les 

couleurs  constituantes  en  quantités  proportionnelles  à  la  limite  de 

*    •    «>    A      ,        ,    ,.      x  u2    „  ,  n 

u2  sin27t-j  c  est-a-dire  a  —  Lette  couleur,   liguree  par  un  point 

B  du  triangle,  est  un  bleu  présentant  quelque  analogie  avec  le  bleu 
du  ciel  et  les  coefficients  ont  été  donnés  sans  avoir  égard  à  l'in- 
tensité correspondante. 

Couleurs  des  interférences  à  centre  noir. 


A. 

a' [Pi. 

P'[Q]- 

Y'[R]. 

A. 

a-[P]. 

P'[Q]- 

riR]. 

S 

0  0,000  .  . 

1  ,o5 

2,25 

3,n 

5 ,  118.. 

2,69 

4,72 

1,42 

0,991   .. 

3,82 

6,46 

5,87 

5,217.. 

3,o6 

4,3o 

i,95 

I,28o  .  . 

3,/5 

5,07 

2,79 

5 , 3 1 5 . . 

3,33 

3,78 

2,68 

i,477  •  • 

3,oi 

3,20 

0,82 

30   5,5l2.  . 

3,5i 

2,75 

4,i5 

i,579.. 

2,5l 

2,23 

0,27 

5,709.. 

3,20 

2,01 

5,o3 

5  1,661  . . 

2,04 

1 ,49 

0,18 

5,906. . 

2,53 

i,77 

4,93 

1,728.. 

1,67 

1,01 

0,27 

6, 102. . 

i,75 

2,11 

3,97 

1,817.. 

1 ,20 

o,53 

0,69 

6,3oo. . 

1,09 

.2,82 

2,74 

1,921  .. 

0,75 

0,26 

i,63 

35  6,496.  - 

0,76 

3,56 

i,85 

1,982.. 

0,49 

0,26 

2,25 

6,595.. 

o,74 

3,87 

i,7i 

10  2, 120  . . 

0,  i3 

0,67 

3,8l 

6,693. . 

o,83 

4,12 

1,75 

2,291  .. 

0,09 

1,82 

5,44 

6,792.. 

1 ,00 

4,26 

i,99 

2,5.89., 

o,99 

4,44 

5,87 

6,890.. 

1,26 

4,32 

2,41 

2,881  .. 

2,59 

5,95 

3,37 

w  6,989.. 

i,55 

4,27 

2,9T 

3,o5i  .  . 

3,29 

^    nn 

ï,7i 

7,087.. 

1,86 

4,i3 

3,4i 

îs  0,248  .  . 

3,78 

4,68 

<V>9 

7,284.. 

2,45 

3,69 

4,i7 

3,346.. 

3,8i 

4,04 

o,58 

7,48i.. 

2,83 

3,i6 

4,48 

3,445  -  . 

3,74 

3,17 

0,93 

7,677- • 

2,93 

2,76 

4,02 

3,544.. 

3,5o 

2,40 

ï,59 

w  7,874. . 

2,72 

2,56 

3,24 

3,741  .. 

2,68 

1 ,26 

3,42 

8,071.. 

2,35 

2,62 

2,45 

20  3,938.. 

,      1,67 

o,93 

5,o8 

8,268.. 

1,89 

2,85 

2,28 

4,i34. 

•     o,79 

i,48 

5,71 

8,465.. 

I  ,52 

3,17 

2,52 

4,33i., 

0,29 

2,68 

5,02 

8,661.. 

I  ,32 

3,47 

2,98 

4,527. 

o,35 

3,96 

3,43 

ao  8,858.. 

i,34 

3,65 

3,69 

4,725. 

■     0,91 

4,9i 

1,86 

9,o55.. 

i,53 

3,73 

4,04 

25  4,823.  , 

.      i,33 

5,i3 

i,3i 

9,252.. 

i,83 

3,67 

3,84 

4,922. 

•      i,79 

5,17 

i,o3 

La  couleur  bleue  R  s'annule  sensiblement  pour 
A=:  i£,66i  =  oH-,457, 

ce  qui  donne  un  bel  orangé,  et  pour  une  valeur  double  A=3£,322 
qui  donne  un  jaune. 
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152.  Echelle  des  teintes.  —  Lorsque  le  retard  A  croît  d'une 
manière  continue,  la  couleur  se  modifie  graduellement  et  repro- 
duit plusieurs  fois  la  même  teinte  ou  des  teintes  analogues.  Dans 
les  interférences  à  centre  noir,  par  exemple,  on  appelle  couleurs 
de  premier  ordre  celles  qui  coustituent  la  première  frange  bril- 
lante et  pour  lesquelles  le  retard  A  est  sensiblement  compris  entre 
o  et  2î;  de  même  la  seconde  frange  brillante,  où  A  varie  de  2  s  à 
4e,  renferme  les  couleurs  de  second  ordre,  etc.  La  succession  des 
couleurs  ainsi  obtenue  constitue  ce  que  Newton  appelle  l' échelle 
des  teintes.  On  peut  s'en  faire  une  idée  parla  marche  des  courbes 
qui  figurent  le  phénomène  dans  le  triangle  des  trois  couleurs 
(PL  II)  et  traduisent  les  nombres  des  Tables  précédentes.  Les 
numéros  marqués  sur  la  courbe  correspondent  aux  valeurs  succes- 
sives de  le  Table. 

La  courbe  continue,  qui  représente  la  seconde  Table  ou  le  phé- 
nomène des  interférences  à  centre  noir,  indique  une  série  de 
teintes  que  lord  Ravleigh  décrit  de  la  manière  suivante  : 

«  La  courbe,  partant  d'un  point  défini  B,  marche  presque  en 
ligne  droite  dans  la  direction  du  blanc  W,  dont  elle  s'écarte  un 
peu  du  côté  du  vert.  Le  blanc  du  premier  ordre  de  l'échelle  de 
Newton  est  ainsi  un  peu  verdâtre,  ce  qui  doit  être  quand  le  maxi- 
mum de  lumière  a  lieu  pour  la  partie  verte  ou  jaune  du  spectre, 
tandis  que  le  rouge  et  le  bleu  sont  relativement  en  défaut;  mais 
cette  altération  du  blanc  est  très  faible  et  habituellement  inappré- 
ciable. En  quittant  le  blanc,  la  courbe  traverse  le  jaune  et  approche 
très  près  d'un  côté  du  triangle  au  point  qui  représente  la  double 
raie  D  dans  l'orangé,  pour  un  retard  de  i£,66i.  La  couleur  rougit 
alors,  mais  sans  approcher  des  rouges  du  spectre  situés  près  du 
sommet  du  triangle. 

»  Passant  rapidement  par  le  pourpre  de  transition,  elle  devient 
plus  bleue  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  le  magnifique  bleu  ou  violet 
de  second  ordre,  au  voisinage  de  A  =  2%  291.  En  ce  point  elle 
s'approche  beaucoup  de  la  couleur  spectrale  correspondante, 
quoique  celle-ci  soit  un  peu  en  dehors  du  triangle.  Abandonnant 
le  bleu,  la  couleur  se  détériore  rapidement,  devient  plus  verte, 
mais  sans  atteindre  un  beau  vert.  Le  meilleur  jaune  du  second 
ordre,  pour  A  =  3e,  346,  est  à  peu  près  aussi  pur  que  le  meilleur 
du  premier  ordre,  mais  il  incline  moins  vers  l'orangé.  Les  rouges 
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de  second  ordre  sont  moins  purs  que  ceux  du  premier,  mais  leur 
infériorité  diminue  quand  on  s'approche  de  la  seconde  teinte  de 
transition  dans  le  pourpre. 

»  Le  bleu  de  troisième  ordre,  pour  À  =  4£? J  34,  est  d'abord  très 
inférieur  à  la  couleur  correspondante  de  second  ordre,  mais  il  lui 
devient  graduellement  supérieur  et  parait  plus  vert  au  voisinage 
de  A  =  43,33i.  Les  bleus-verts  qui  suivent  étions  les  verts,  de 
4S725  à  4S92^>  sont  des  couleurs  splendides,  hors  de  comparai- 
son avec  les  couleurs  correspondantes  de  second  ordre,  quoique 
encore  très  éloignées  des  couleurs  spectrales  voisines  G.  D'un 
autre  côté,  les  jaunes  dans  le  troisième  ordre  ne  sont  pas  aussi 
purs  que  dans  le  premier  et  le  second,  et  la  courbe  approche 
moins  du  rouge,  quoiqu'elle  présente  un  meilleur  aspect  dans  le 
pourpre  à  5s,9o6. 

»  Dans  la  transition  de  ce  pourpre  au  vert,  le  bleu  est  d'abord 
assez  éloigné  du  bleu  de  premier  ordre,  mais  le  vert,  à  6e,6o,3,  est 
très  beau,  sensiblement  égal  à  l'un  des  verts  du  troisième  ordre. 
Il  est  à  remarquer  que  les  verts  du  quatrième  ordre  présentent 
peu  de  variété,  les  deux  marches  de  la  courbe  en  avant  et  en 
arrière  étant  presque  en  ligne  droite  au  travers  du  blanc. 

»  En  retournant  au  blanc,  dont  elle  s'approche  beaucoup,  la 
courbe  prend  une  courbure  en  sens  contraire,  de  sorte  que  les 
premiers  rouges  qui  suivent  sont  plus  bleus  que  les  derniers. 

)>  La  courbe  tourne  alors  vers  le  coté  jaune  du  blanc  et  atteint 
un  faible  bleu  vert  pour  A  =  8£,858.  » 

Les  points  d'intersection  de  la  courbe  sont  intéressants,  puis- 
qu'ils correspondent  à  des  couleurs  que  l'on  peut  obtenir  avec 
deux  retards  différents.  Le  premier  qui  se  présente  est  un  jaune 
commun  au  premier  et  au  second  ordre,  celui-ci  étant  plus  bril- 
lant d'après  la  Table.  Dans  le  second  et  le  troisième  ordre  l'éclat 
des  couleurs  similaires  diffère  très  peu  :  l'une  a  lieu  dans  le  bleu 
et  une  autre  dans  le  jaune  verdàtre. 

Il  n'y  a  pas  non  plus  une  grande  différence  d'éclat  entre  les 
verts  presque  identiques  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 
L'observation  permet  donc  de  reconnaître,  en  général,  l'ordre 
d'une  teinte  par  son  aspect  et,  quand  il  y  a  doute,  la  distinction 
se  fait  par  la  nature  de  celles  qui  la  précèdent  et  la  suivent  pour 
de  petites  variations  dans  la  différence  de  marche. 
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La  courbe  en  traits  pointillés,  qui  traduit  la  première  Table  ou 
le  phénomène  des  interférences  à  centre  blanc,  devrait  partir  du 
point  W,  qui  correspond  au  blanc,  et  passer  rapidement,  par  un 
jaune  blanc,  à  un  rouge,  puis  à  un  pourpre  très  sombre  pour 
A  =  2s.  La  Table  ne  fournit  pas  cette  partie  dont  l'intensité  est 
tellement  faible  que  la  qualité  de  la  couleur  offre  peu  d'intérêt. 
\  partir  de  A  =  i£,28o,  la  courbe  est  bien  déterminée. 
On  doit  signaler  la  pureté  du  jaune  (2e,  4),  du  jaune  vert  (4£,i3), 
du  bleu  (3£, 35)  et  du  vert  (ô£,22).  Ce  dernier  est  peut-être  le 
plus  beau  vert  des  deux  séries;  il  est  visiblement  supérieur  au 
vert  du  quatrième  ordre  de  la  seconde  (6£,65)  et  moins  jaune  que 
celui  du  troisième  ordre  (4%  92). 

Pour  une  même  différence  de  marche,  les  points  correspon- 
dants des  deux  courbes  sont  sur  une  même  droite  passant  par  le 
blanc  W  et  situés  de  part  et  d'autre,  puisque  les  couleurs  sont 
complémentaires. 

Les  résultats  ainsi  déterminés  sont  entièrement  conformes  à 
ceux  que  donne  l'observation,  surtout  si  l'on  tient  compte  de  cette 
circonstance  que  la  courbe  indique  seulement  la  couleur  et  non 
l'intensité  et  qu'on  doit,  dans  l'appréciation  d'une  couleur,  éviter 
les  effets  de  contraste  produits  par  les  couleurs  voisines.  La  même 
loi  de  succession  des  teintes  se  présente  dans  un  grand  nombre 
de  phénomènes,  particulièrement  dans  les  lames  minces  isotropes 
ou  anisotropes.  La  comparaison  a  été  faite  surtout  par  les  colora- 
tions des  lames  minces  isotropes,  où  les  interférences  se  présen- 
tent habituellement  sous  la  forme  d'anneaux  concentriques  pour 
lesquels  la  différence  de  marche  croît  plus  rapidement  que  le  rayon 
des  anneaux;  les  couleurs  se  resserrent  alors  de  plus  en  plus  et  il 
faut  employer  un  artifice  pour  les  étaler  successivement  de  ma- 
nière à  pouvoir  en  estimer  la  teinte  exactement. 

153.  —  Le  Tableau  suivant,  reproduit  par  Billet  (*)  d'après  les 
observations  de  Brùcke  (2)  sur  les  phénomènes  de  polarisation 
chromatique,  représente  très  exactement  la  succession  des  cou- 
leurs ou  V échelle  des  teintes. 


(')  Billet,  Traité  d'Optique,  t.  I,  p.  490;  x858. 
(-)  Brucke,  Pogg.  Ann.,  t.  LXXXVIII,  p.  363;  i853. 
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Couleur  dos  interférences 


Retard. 

Différence. 

à  centre  blanc. 

à  centre  noir. 

e 
O,00 

» 

1 

Blanc 

Noir  (bleu) 

0,14 

14 

9    1 

Blanc 

Gris  de  fer 

o,35 

21 

oT  "p    1 

Blanc  jaunâtre 

Gris  de  lavande 

0,57 

22 

S  '?  \ 

Blanc  brunâtre 

Gris  bleu 

°)79 

22 

<U                1 

Jaune  brun 

Gris  plus  clair 

0 

o,85 

G 

©  * 

Brun 

Blanc,  légère  teinte  verte 

0  M. 

o,94 
°,97 

9 
3 

2   5 

fe  'a 

0 

Rouge  clair 
Rouge  carmin 

Blanc  presque  pur 
Blanc  jaunâtre             1 

C     ai 

1 ,00 

3 

Rouge  brun  noir 

Jaune  paille               j 

»    V 

1 ,02 

2 

! 

Violet  foncé 

Jaune  paille               1 

0    ET 
o-  S- 

1 , 1 1 

9 

Indigo 

Jaune  clair 

1    a 

I  ,21 

10 

Bleu 

Jaune  brillant 

1,56 

35 

Bleu  verdâtre 

Jaune  orangé 

1,84 

28 

~  © 

Vert  bleuâtre 

Orangé  rougeâtre 

i,95 

1 1 

1    * 

-«3   ° 

Vert  pâle 

Rouge  chaud 

2 ,  00 

5 

®   5 
Cl    en 

Vert  jaunâtre- 

Rouge  plus  foncé 

2,05 

5 

Vert  plus  clair 

Pourpre  sombre 

\ 

\ 

a,  09 

2 , 1  i 
2, /ii 

4 

5 

rt    0 

Jaune  verdâtre 
Jaune  vif 

Violet  intense 
Indigo 

27 

0 

Orangé 

Bleu  de  ciel 

n    M 

2,65 

24 

Orangé  brunâtre 

Bleu  verdâtre 

i-  a» 

<6      S 

2,72 

3,  GO 

7 

Rouge  carmin  clair 

Vert 

3  <p 

28 

Pourpre 

Vert  plus  clair 

3,07 

3Ti5 

7 
8 

/        Pourpre  violacé 
Violet 

Vert  jaunâtre 
Jaune  verdâtre 

1  °   sf 

1&* 

3,3i 

16 

l                  Indigo 

Jaune  pur 

1    0 

3,4r> 
3,63 

14 

m      0> 

ï            Bleu  foncé 

Orangé 

18 

Ta  'g 

v«     0 

1          Bleu  verdâtre 

Orangé  rougeâtre  vif 

4,00 

37 

0) 

!                  Vert 

Rouge  violacé  foncé 

4rio 

10 

Vert  jaunâtre 

Violet  bleuâtre  clair 

\ 

4,i9 

4,58 

4,85 

5,oo 

9 

2   s 

=H        © 

Jaune  impur 

Indigo 

n 

39 
27 
i5 

"        O 

Couleur  de  chair 

Beau  bleu,  teinte  verdâtre 

2    " 

Rouge  mordoré 

Vert  d'eau  bleuâtre 

II 

Violet 

Vert  brillant 

j    v   OR 

5, 19 
5,44 

5,58 

!9 
25 

/   Bleu  violacé  grisâtre 

Jaune  verdâtre 

1    u   1 

Bleu  verdâtre 

Rouge  rose 

1  0.  s 

i4 

-   © 

l             Vert  beau 

Rouge  carmin 

1  -~'  " 

5',89 
6,00 

3i 

-1  £ 

5  S 

1             Vert  clair 

Carmin  pourpre 

11 

45    0 

es    «* 

Vert  jaunâtre 

Gris  violacé 

/ 

6,11 
6,22 
6,34 
6,5g 
7,00 

1 1 

«  2 

es    S 

|        Jaune  verdâtre 
j            Gris  jaune 

Gris  bleu 
Bleu  verdâtre  clair 

h 

12 

25 

41 

-1 

1                Mauve 
Carmin 
\            Gris  rouge 

Vert  bleuâtre 

Vert  beau  clair 

Gris  vert  clair 

3    3 
1  ?  P 
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CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS  DES  VIBRATIONS. 


154.  Composition  des  vibrations.  —  Gomme  les  lumières  de 
couleurs  différentes  ne  se  combinent  pas  physiquement  (150),  on 
ne  doit  considérer  en  Optique  que  la  composition  des  mouvements 
vibratoires  de  même  période. 

Lorsqu'un  point  est  mis  en  vibration  par  plusieurs  sources  dif- 
férentes, la  projection  sur  un  axe  de  la  vibration  résultante  (20) 
est  la  somme  des  projections  de  celles  qui  proviendraient  de  toutes 
les  sources  séparément;  elle  est  de  la  forme 

x  —  a  sin  (  w  t  ■+■  a)  -+-  a'  sin  ( co  t  -h  a '  ) 

-h  a"  sin  (  to  t  -Ha")  4- .  .  .  —  A  sin  (  w  t  -+-  o  ) . 

Pour  trouver  les  valeurs  de  A  et  de  cp,  il  suffit  de  développer  les 
sinus  de  part  et  d'autre  et  d'identifier  les  résultats  en  égalant  sé- 
parément les  coefficients  de  sinw£  et  coscol,  ce  qui  donne 

A  coscp  =  a  cosa  +  a'  cosa'-h  .  .  .-=  Sacosa, 
A  sin  cp  =  a  sin  a  -t-  a1  sin  a'  -f-  .  .  .  —  S  a  sin  a  ; 

par  suite 

A2  =  (2acosa)2-h  (Sasina)2, 

Sa  sina 
angt?  "~  Sacosa* 

Ces  résultats  ont  une  traduction  géométrique  très  simple.  Si,  à 
partir  d'un  point  O  (fig.  71),  on  mène  des  droites  respectivement 
égales  aux  amplitudes  a,  a',  a",  . . . ,  et  faisant  avec  une  droite 
fixe  OX  des  angles  a,  a',  â!r,  . . . ,  on  voit  que  la  résultante  géomé- 
trique de  toutes  ces  grandeurs  sera  égale  à  A  et  fera  avec  la  droite 
0\  un  angle  ce. 
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L'expression  de  l'amplitude  résultante  peut  s'écrire  de  plusieurs 
manières  différentes. 

On  a,  en  développant  les  carrés  de  Sa  cosa  et  Sa  sina, 

A2r=  a--\-  a1'2 -h  a" --h  .  ..-t-  iaa'  cos(a  —  a')  4-  'iaa"  cos(a  —  a" )-+-... 


ou 


Si  l'on  remplace  cos(a  —  a')    par  i  —  2  sin2 3   on    obtient 


encore 


A2:=(Ea)2— 42Wsin2 


loo.    Cas  o\?  c/e«x  vibrations.  —  Pour  deux  vibrations,  il  reste 


Amplement 


A2—-  a2H-«'2    -f:2aa'cos(a — a') 

oc  ■ —  y. 
—  (a  -h  a')2^-  4««'  sin2 ■ 


=  (a  —  a  )"4-  4#"  co 


Quand  les  amplitudes  a  et  a'  sont  égales,  la  dernière  expression 
donne 

A  =  2fl  cos • 


Si  la  différence  de  phase  a  —  a' est  égale  à  un  nombre  entier  de 
circonférences  2 /mît,  c'est-à-dire  la  différence  de  marche  corres- 
pondante A  égale  à  un  nombre  entier  de  longueurs  d'onde  m\, 

A2  —  (a  +  a' f  ou         A  m  a  H-  a'. 
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Dans  ce  cas,  l'amplitude  du  mouvement  résultant  est  égale  à  la 
somme  des  amplitudes  des  mouvements  à  composer;  c'est  un  maxi- 
mum, si  les  amplitudes  a  et  a!  sont  de  même  signe. 

Lorsque  l'on  a  a  —  a'  —  fo.m  +i)tc,  c'est-à-dire  À  =  (2/w  +  i)-, 

il  en  résulte 

A  ~  a  —  a'  ; 

c'est  un  minimum  de  vibration,  une  interférence. 

Enfin,  pour  a  —  a'  —    im  -4-  1)     ou  A  =  (im  +  0  .  > 

2  /  4 

Nous  appellerons  conjuguées  deux  vibrations  telles  que  l'inten- 
sité de  la  résultante  soit  la  somme  des  intensités  des  vibrations 
proposées. 

Pour  des  vibrations  rectilignes  parallèles,  la  différence  de  phase 

est  alors  un  nombre  impair  de  fois     • 

La  phase  du  mouvement  résultant  est  donnée  par  la  condition 

a  sin  a  +  a'  sin  a' 

tanercs  = : ; 

0  '         a  cosa  -+-  a'  cosa' 

ou 

tangep —  tan  g  a  a' sin  (a' — a) 


tang(cp  —  a) 


tangep  tang a        a-h«'cos(a'  —  a.) 


expression  qui  conduirait,  par  l'examen  de  la  différence  de  phase 
cp  — -a,  aux  mêmes  conclusions. 

156.   La  vibration  est  elliptique.  —  Les  projections  d'une  vi- 
bration quelconque  sur  trois  axes  rectangulaires  sont  de  la  forme 

x  -=-  a  sin  (toi  -h  a), 
y  —  b  sin  (tôt  -h  p), 
z  — csin(to£  -H  y). 

Ajoutons  ces  équations  membre  à  membre,  après  les  avoir  multi- 
pliées respectivement  par  les  cosinus  directeurs  /,  ni  et  n  d'une 
droite  L;  il  vient 

Ix  —  m  y  -+-  nz—      sin  u>t(la  cos  a  -4-  mb  cos  (3  -h  ne  cos  y  ) 
-f-  costrtt(la  sin  a  -+-  mb  sin  [3  -\-  ne  siny  ). 
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Si  Ton  pose 

la  cosa       mb  cos(3  -     ne  cosy  =  o, 
la  sina  -\    mb  sin  {3  -h  ne  sin  y  —  -  o, 

c'est-à-dire  si  la  droite  L  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
droites  A  et  B  dont  les  cosinus  directeurs  sont  respectivement 
proportionnels  à  a  cosa,  ^cos^,  c  cosy  et  a  sina,  6  sin  (3,  csiny, 

on  aura 

Ix  +  my  -+-  n  z  —  o. 

Cette  équation  signifie  que  la  vibration  {x,y,  z)  est  située  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  L  et,  par  suite,  parallèle  au 
plan  des  droites  A  et  B.  Donc  la  vibration  est  plane, 

La  projection  de  la  vibration  sur  un  plan  quelconque  (#,  y)  est 
une  ellipse.  On  a,  en  effet, 

OC     .  "Y 

—  sin  3  —  -,-  sin  a       sino>l  sini  3  —  a). 
a  o  , 

•JC  v 

—  cos3 —  --  cosa    _  cosujù  sin  (a  —  S")  ; 
au  v         4 

en  élevant  ces  équations  au  carré  et  les  ajoutant  membre  à  membre, 

on  obtient 

x2        y~        ixy 

~  +  Tï 7T-C0s(a—  p;     .   siu2.  a-      3  >, 

a-         b-         ab  '  ' 

qui  est  l'équation  d'une  ellipse. 

La  vibration  elle-même  est  donc  elliptique. 

Le  carré  de  la  vitesse  de  vibration  est  la  somme  des  carrés  des 
vitesses  des  trois  composantes  rectangulaires 

v*—  w'[a-  cos2(o>£  -h  a)  -+-  62  cos2(w£-f   [J)  -h  c-  cos2 (tut -h  y)]- 

Le  carré  moyen  de  cette  vitesse  est  la  somme  des  carrés  moyens 
des  composantes  ou 

i 

L'intensité  de  la  vibration  est  donc  la  somme  des  intensités  de 
trois  composantes  rectangulaires  quelconques.  En  d'autres  termes, 
des  vibrations  rectangulaires  sont  toujours  conjuguées  (155), 
quelles  que  soient  leurs  différences  de  phase. 
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Si  l'on  pose 

La  constante  r  représente  l'amplitude  de  la  vibration  rcctilignc 
qui  aurait  la  même  intensité.  C'est  une  grandeur  qu'il  est  utile  de 
considérer  dans  plusieurs  problèmes  ;  pour  abréger  le  langage,  nous 
L'appellerons  Y  amplitude  résultante  de  la  vibration  proposée. 

lo7.  Vibrations  transversales.  —  On  verra  plus  loin  que  les 
seules  vibrations  appréciables  en  Optique  sont  celles  qui  sont  si- 
tuées dans  le  plan  de  l'onde  pour  les  milieux  isotropes,  c'est-à-dire 
les  vibrations  perpendiculaires  au  rayon  ou  transversales.  Si  l'on 
prend  les  composantes  x  et  y  dans  le  plan  de  l'onde,  on  aura  donc 
c=  oet«2+62=  r-.  La  différence  de  phase  a  —  3  =  8  des  deux 

composantes  x  et  y  correspond  à  un  retard  A  =  —  X  de  la  seconde 

sur  la  première. 

En  changeant  l'origine  du  temps,  on  peut  écrire  les  deux  com- 
posantes sous  la  forme 

(   x  :-  a  sinw£, 
(i)  •  > 

(  y  —  b  sin(w£  —  o), 

et  l'ellipse  de  vibration  a  pour  équation 

■'-1         v'1  xv 

—r-ï-Tv  —  2  — t  coso  =  sin-o. 

a-         b-  ab 

L'équation  (i)  donne 

y        b  sinftol — o)        b  b    .    „ 

—.— -       — . —       —  =-coso — ■—  smo  cotcol. 
x        a         sinw£  a  a 


Le  rapport  —  est  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x 

le  rayon  vecteur  de  la  molécule  vibrante.  A  mesure  que  le  temps 

augmente,  cotoU  diminue;  le  mouvement  de  la  molécule  se  fait 

donc  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à  droite,  sur  la  partie  supé- 

■    -,                               .                  ,     r             bsino  7    .    rs 

rieure  de  la  trajectoire,  suivant  que  le  facteur ou  ab  smo  est 

positif  ou  négatif.  On  dit  que  la  vibration  est  gauche  dans  le  pre- 
mier cas  et  droite  dans  le  second. 
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158.  Direction  et  rapport  des  axes  de  V ellipse.  —  Pour  obtenir 
les  axes  de  l'ellipse,  nous  projetterons  la  vibration  sur  un  système 
d'axes  rectangulaires  \  et  7]  (fig.  72)  faisant  l'angle  8  avec  Le  pré- 
cédent. Les  nouvelles  projections 

\  —       <2C0s6sinw/  4-  6sin6sin(oo£  —  0)  r=r  A  sin  (tat  4-  a), 
^  —  —  asin8sina>*  4-  &cos6sin(w£  —  8)  —  B  sin  (10/  -h  p) 


donnent 


A2  —  a2  cos20  4-  62  sin2 6  -H  <?£  sin2  0  coso, 
B2--a2sin26  4-  62cos26  —  ab  sin  2 6  coso. 


Il  en  résulte  d'abord  la  relation  évidente 

( 3  )  A2  H-  B2  —  a2  4-  62  =  /'2. 

On  en  déduit  aussi 

/3V  A2—  B2=  (a-—  b2)  COS26  4-  iab  sin 2 6  coso. 

Pour  que  les  amplitudes  A  et  B  correspondent  aux  axes  de 
l'ellipse,  il  faut  choisir  l'angle  0  de  façon  que  la  différence  A2  —  B2 
soit  maximum  ou  minimum,  ce  qui  donne  la  condition 


(4) 


tanç2Ô  —  — r 


lab 


lr 


coso, 


qui  détermine  deux  directions  rectangulaires. 

Si  l'on  égale  les  coefficients  de  sinto*  et  cosw£  dans  les  valeurs 
de  £  et  de  rn  on  a 

j   Acosa—       a  cos6  4--  b  sin6  coso, 
j  A  sin  a  =  —  b  sin  8  sin  0  ; 
1   B  cosp  =  --  a  sin 6  4-  6cos8  coso, 
B  sin  p  =  —  &cos8  sino; 
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par  suite, 

(    AB  sin(a  —  (3)  =  ab  si  no, 

I     VI)  cos(a  —  P)  =  ab  cos2Ô  coso  —  ■ sin  2  8. 

Quand  la  vibration  est  rapportée  aux  axes  de  l'ellipse,  l'angle 

a —  p  est  égal  à  ±-,  d'après  l'équation  (4),  ce  qui  devait  être, 
et  la  première  des  équations  (5)'  se  réduit  à 
(6)  AB=±a6sino. 

Les  équations  (3)  et  (6)  montrent  que  les  carrés  A2  et  B2  des 
axes  de  l'ellipse  sont  les  racines  de  l'équation 

œ- —  r2x  4-  a2  b2  sin2o  =  o. 
En  posant  -  =  tan  a/,  on  en  déduit 


p 


iab           lab 
sin  2  i  =r  — —  — , 

a'2^-  b'1  i1 

.       a*—b*       a?—b* 

COS2J  =   — —   z= , 

a-  -+-  ol  /" 

vab 

tanç2f  =  — ; 

5  a2—  b*3 

ce  sont  des  relations  générales  dont  nous  ferons  dans  la  suite  un 
fréquent  usage. 

L'équation  (4)  peut  alors  s'écrire  plus  simplement 

(7)  tangaQ  =  tang2/:'coso. 

Si  l'on  représente  également  par  tangl  ==  —  le  rapport  des  axes 

de  l'ellipse,  on  a,  au  signe  près, 

/Qv  T  2AB  iab      .    „         .... 

\o)  sin  2  1  =  — —  =  — sino  —  sin2j  si  no. 

A2-f-B2        a2^r-b- 

Les  équations  (7)  et  (8)  donnent  la  direction  et  le  rapport  des 
axes  de  l'ellipse  en  fonction  du  rapport  des  amplitudes  des  com- 
posantes rectangulaires  et  de  leur  différence  de  phase. 
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Des  équations  (3)'  et  (4)  on  déduit 

a}  __  &2 
A2 —  B2^ia2 —  &2)  cos  2  6  -h  (  a2—  b'2)  tanç2  6  sin2  8  =  — —  ; 


COS' 


A2—  B2     OOS2i 

COS2lr=Â^I^c"^' 

J      OT    B2     COS2  6  —  COS2f  .  ,. 

tang2l—  xi  — E~  — ■  —  tang(4-f-  6  )  tang(*  —  0). 

!  A2        cos  2  6  h-  cos  2  «  ° 

Inversement,  la  vibration  elliptique  étant  donnée,  on  peut  dé- 
terminer deux  des  angles  z,  9  et  o  en  fonction  du  troisième,  c'est- 
à-dire  la  différence  de  phase  8  et  le  rapport  des  amplitudes  relatifs 
aux  projections  sur  deux  axes  rectangulaires  dans  l'azimut  9,  ou 
la  direction  des  projections  rectangulaires  et  le  rapport  des  ampli- 
tudes qui  correspondent  à  une  différence  de  phase  o,  ou  enfin 
l'azimut  9  et  la  différence  de  phase  o  quand  on  connaît  le  rapport 
des  amplitudes. 

On  a,  en  effet  : 

i°  En  fonction  de  l'angle  9, 

(    COS2J  —  COS2lcOS2  6; 

l  m)  <  sin  2I  tang2i 


tang2Ôcos2z         S1112O  ' 
20  En  fonction  de  l'angle  ô, 

1  a  n  «  2  l 
sin26—  -, 

}  tanffo 

(»)  .   , 

f      S11Î2Z  —    ; r-  I 


3°  En  fonction  de  l'angle  i, 


cos  21 
cos  2  6  =  -, 

COS21 

(12  )  . 

J         .    .        sin2l 
f       sinorz_  — ;  • 


159.   Forme  de  la  vibration.   —  Il  est  utile   d'examiner  les 
formes  que  prend  successivement  la  vibration  elliptique  (1)  quand 
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la  différence  de  phase  ù,  ou  le  retard  correspondant  A,  varie  d'une 
manière  continue. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  5,  les  abscisses  x   et  y  sont  com- 
prises respectivement  entre  ±  a  et  :      b.  La  trajectoire  de  la  mo- 
lécule   vibrante   est    donc    inscrite    dans 
i  fi  g.  73^  dont  les  côtés  sont  ia  et  ib. 

Pour  8  —  o,  ou  A  =  o,  on  a 


le   rectangle    CDD' G' 


lg.    7a. 


La  vibration  est  alors  rectiligne,  suivant  la  droite  OC  qui  fait 
l'angle  i  avec  l'axe  des  x,  et  son  amplitude  est  r  =  \Ja'2-[-b~. 

On  appelle  plan  de  vibration  le  plan  normal  à  l'onde  qui  com- 
prend la  vibration,  c'est-à-dire  le  plan  qui  passe  par  le  rayon  et  la 
vibration. 

Les  amplitudes  a  et  b  des  projections  rectangulaires  sont  res- 
pectivement égales  à  rcosi  et  /  sini.  Les  coordonnées  x  et  y  de 
la  vibration  (1)  peuvent  être  considérées  comme  les  composantes 
de  la  vibration  rectiligne  rsiniot  parallèle  à  la  direction  OC, 
dont  l'une  y  a  éprouvé  une  perte  de  phase  0. 

Les  valeurs  de  a  et  6  étant  positives,  si  la  perte  de  phase  0  croît 
à  partir  de  zéro,  la  vibration  est  d'abord  gauche  (157)  tant  que 
r/6sino^>o,  c'est-à-dire  que  0  <<  tt.  On  voit  par  l'équation  (  (5) 
que  l'une  des  valeurs  Q,  de  l'angle  8,  d'abord  égale  à  /pour  0  =  0. 
diminue  d'une  manière  continue;  Tun  des  axes  A  de  l'ellipse  E  se 
rapproche  de  l'axe  des  x. 
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Pour 

G  = 

r                    A 

=  -,  ou  A  = 

2 

X 

(  * 

on  a 

61  =  o, 
=       asino>£, 

(    r  -    —6  cosw/;      * 

la  vibration  est  rapportée  aux  axes  de  l'ellipse. 

r  jj  .  «  X       X 

Lorsque  o  est  compris  entre  -  et  tc,  ou  A  entre  ->-  et  -  »  on  a 
1  r  2  4       2 

o>et>  — ï; 

Taxe  A  de  l'ellipse  est  compris  entre  Taxe  des  x  et  la  droite  0(7 
symétrique  de  OC. 

Pour  5  =  tt,  ou  A  =  -  »  on  a 

r  6 

x  a  a    ' 

la  vibration    est  de   nouveau   rectiligne   dans  la  direction  OC  el 
avec  la  même  amplitude  r  —  y/aa  -r-  O'1. 

Un  retard  d'une  demi-longueur  d'onde  sur  l'une  des  compo- 
santes d'une  vibration  rectiligne  la  transforme  donc  en  une  autre 
vibration  rectiligne  symétrique  de  la  première  par  rapport  à  la 
composante  non  retardée;  on  peut  dire  que  cette  vibration  a 
tourné  de  l'angle  ii. 

Enfin,  lorsque  o  croît  de  tz  à  i 7U,  ou  A  de  -  à  X,  la  vibration   est 

droite  et  l'axe  A  de  l'ellipse  revient  de  la  direction  0(7  vers  la 
direction  OC.   L'ellipse  est  encore  rapportée  à  ses  axes  pour  la 

valeur  S  =  3  —  ?  ou  A  =  37j  ce  qui  donne 
2  4         n 

x  =  a  sin  w  t,      - 
y  —  b  cosio£.   * 

D'une  manière  générale,  les  mêmes  formes  de  vibrations  se 
reproduisent  dans  le  même  ordre  quand  on  fait  croître  ù  à  partir 
de  2#?7ï  ou  A  à  partir  de  /?*)>. 

La  vibration  est  gauche  quand  l'angle  3  est  compris  entre  im- 

et  (im-^r  i)tc,  ou  A  entre  rnk  et  (2  m  -f-  1)  -;  elle  est   droite  si  0 
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est  compris  entre  (im  -'-  i)~  et  2  (m  -\-  1)-,  ou  A  entre  (2m -4-  t)  — 

et(/wH    i)a. 

Quand  la  perte  de  phase  0  croit  d'une  manière  continue,  on 
voit  que  le  grand  axe  de  l'ellipse  (en  supposant  «  >-  b)  éprouve 
une  sorte  d'oscillation  dans  l'angle  CGC—  ii  et  le  petit  axe  une 
oscillation  dans  l'angle  formé  par  deux  droites  perpendiculaires 
aux  précédentes. 

Si  les  amplitudes  a  et  b  sont  égales,  c'est-à-dire  si  l'angle  i  = 


4 

7T 
2 


l'angle  28  est  égal  à  -  ;  les  directions  G  G'  et  OG  sont  toujours  les 
axes  de  l'ellipse.  La  vibration  est  circulaire  gauche  pour  0 


i  x  —      a  sintol, 

(  y  zzl  —  «COSto£, 


\ 


et  circulaire  droite  pour  8  =  3 


(  x  --z-  a  snitiu, 

(  y  -:acoswf. 


/ 


Gn  obtiendrait  les  mêmes  résultats,  sauf  un  changement  dans 
le  sens  de  la  rotation,  si  l'on  donnait  à  ô  des  valeurs  négatives 
croissantes,  à  partir  de  zéro  ou  de  ihitz. 

Enfin,  si  l'angle  i  est  négatif,  c'est-à-dire  si  les  amplitudes  a  et 
b  sont  de  signes  contraires,  la  vibration  est  d'abord  rectiligne 
suivant  GC.  La  vibration  elliptique  est  d'abord  droite  ou  gauche 
quand  on  donne  à  o  des  valeurs  positives  ou  négatives  croissantes 
à  partir  de  zéro. 

160.  Composantes  conjuguées.  —  Si  l'on  rapporte  le  mouve- 
ment à  deux  axes  conjugués  de  l'ellipse,  les  expressions  des  com- 
posantes ont  la  même  forme   que   si  elles   étaient  rapportées  aux 

axes  et  leur  différence  de  phase  est  zb  -  •   Gomme   la    somme    des 

1  2 

carrés  des  diamètres  conjugués  est  constante,  on  voit  que  l'in- 
tensité de  la  vibration  résultante  est  égale  à  la  somme  des  intensités 
des  deux  composantes;  on  peut  dire  encore  que  ces  composantes 
sont  des  vibrations  conjuguées  (155). 
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Le  rectangle  des  axes  étant  égal  au  parallélogramme  des  axes 
conjugués,  si  l'on  appelle/?  et  q  les  amplitudes  de  deux  compo- 
santes conjuguées  et  y  l'angle  qu'elles  font  entre  elles,  on  a 

(i3)  7>-t?2  ::-A*+Bs— r*, 

(  1 4  )  pq  sin  y     .  AB   —  ab  sin  o . 

Il  est  à  remarquer  que  les  directions  OC  et  OC  jouissent  tou- 
jours de  cette  propriété,  quelle  que  soit  la  différence  de  phase  S. 

En  effet,  les  composantes  x'  et  y'  de  la  vibration,  parallèles  res- 
pectivement à  OC  et  OC,  donnent 


X  — 

:{X' 

4- y')  cosi, 

,  _  i  /  x             y 
2\cos«        sin? 

y  = 

■■(y 

—  x'  )  sin  i, 

"             2\COSi           S1IW 

Gomme  on  a 

a             b 
cost        sini 

=  sjd1  -\-  b*—  r, 

il  en  résulte 

x'  —  -  [  sin  w  t  —  sin  (  w  t  —  o  )]  =  r  sin  -  cos  (tut  — -  )  > 
y~  -  [  sin  tut  -\-  sin  (  io  £  —  ô  )J  =  r  cos  -  sin  [  u>t 


sinz  -        cos-  - 

2  2 


L'une  de  ces  vibrations  conjuguées^',  située  dans  Pazimut  -f-  i  et 
dont  l'amplitude  est  q  =  r  cos  -i  a  pour  phase  la. phase  moyenne 
des  composantes  rectangulaires  x  et  y  de  la  vibration  proposée  ; 
l'autre,  dans  l'azimut  —  i  et  d'amplitude  p  =  r  sin  -,  a  sur  la  pré- 
cédente une  avance  de  phase  de  -  • 


La  discussion  des  valeurs  des  amplitudes  p  et  q  permettrait  de 
voir  d'une  manière  plus  rapide  comment  varie  la  vibration  avec  la 
différence  de  phase  S. 

On  en  déduit  immédiatement,  par  l'angle  y  —  ii  des  deux  vi- 
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bradons  conjuguées  et  le  rapport  -  —  cot-  de  leurs  amplitudes, 

le  rapport  des  axes  de  l'ellipse  et  l'angle  8  que  fait  l'un  d'eux  avec 
la  bissectrice  des  composantes  conjuguées,  car  on  a  (158) 

sin,2 1  —  gin 2  i  sin 8      — sin  y  sin  8, 
tan£T2  6  =z  tan»  2  «coso  =  tan£v  coso. 


En  appelant  8'  l'angle  9  -+-  i  que  fait  l'un  des  axes  A  de  l'ellipse 
avec  la  vibration  #',  cette  dernière  équation  peut  s'écrire 


tang 

(  2  6'  —  -y  )  —  tang  y  cos  0 

ou 

tan  g  y  -h  tang  (2  6' —  y) 

sin 2 6'              1  -+-  coso 

cot2  - 

2 

_<72 

tang  y  —  tang(2  0' —  y) 

sin  2  (y  —  6')       i — coso 

P* 

On  a  aussi 

tang2  (2  G' 

—  Y  )  cos2  ï  +  sm2  2 1  =  sin2  y. 

161.  Composantes  rectangulaires .  —  Les  amplitudes  A  et  B 
des  composantes  rectangulaires  de  la  vibration  proposée,  par  rap- 
port à  des  axes  0£  et  Oyj  {ftg>  73)  dont  le  premier  fait  avec  l'axe 
Ox  l'angle  f7,  ont  respectivement  pour  valeurs,  en  remarquant  que 
les  projections  des  vibrations  p  et  q  restent  conjuguées, 

(  A2  —  p2  cos2  (t;  —  1)  +  q2  cos2  (  i'  -\-i), 
{  B2—  p°-sin2(i'  —  i)  -h£2sin2(i7-f-iQ- 

On  peut  écrire  ces  expressions  sous  différentes  formes. 
Remplaçant  q2  par  r2  — p2,  on  a  d'abord 

A2=r2cos2(*7-f-0  -h p2 [cos2 {i'—i)  —  cos2(i7-f-  *)]i 
par  suite, 


(i5)' 


A2  0 

—  —  cos2  (  i1  -+-  i)  -h  sin  2  i  sin  2  i1  sin2  - 

r2  2 


B2 0 

— -  =  sin2  (Y  -f-  i)  —  sin  2  i  sin  21'  sin2  - 
/•-  2 


S-   i)                         i                •     o  °               !  —  COSO      ,  -i/i  i 

1  1  on  remplace  sin2  -  par >  les  termes  indépendants  de 

la  différence  de  phase,  dans  l'expression  de  A2,  sont 

j[2  cos2(f'-+-  i)  -4-  sin2î  sin2i7]  =  |(i  +  cos2«  cos2îv), 
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ce  qui  donne 

2  A2 

— -  —  i  -+-  cos  2  i  cos  2  «'  —  sin  2 z sin  2  i1  cos  0, 

(.5)' 

I  — r  =  1  —  cos  2  f  cos  2 1'  -h  sin  2  z  sin  2  «'  cos  0. 


Il  est  à  remarquer  que  ces  expressions  sont  symétriques  par 
rapport  aux  angles  i  et  i'  ;  on  peut  donc  remplacer  ces  deux  angles 
l'un  par  l'autre  sans  changer  les  valeurs  de  A2  et  de  B2. 

162.  Composantes  affaiblies.  —  Supposons  maintenant  que 
les  composantes  x  et  y  d'une  vibration  rectiligne,  en  même  temps 
que  l'une  d'elles  éprouve  une  perte  de  phase  0,  soient  affaiblies 
dans  des  rapports  différents  a  et  (3;  l'amplitude  résultante  r{  de  la 
vibration  sera 

r\-  a2a2  +  (3262  =  /-2(a2  cos2*'  +  p2sin2t). 

En  posant  tangj,  =  —  ,  la  vibration  elliptique  sera  définie,  par 

l'angle  il5  comme  elle  l'était  par  l'angle  t,  et  l'on  aura 

/■j  cos  ix  =  a  a  =  a  /•  cos  î, 
/'j  sin  /x  =  |3  Z>  =  [i  / *  sin  i, 

/j  sin  2  ix  =  ajj  r-  sin  2  î. 

Les  amplitudes  A  et  B  des  composantes  rectangulaires  paral- 
lèles aux  axes  o£  et  or\  (Jig.  7«3)  sont  alors 

1  A2  =  /'2  cos2(i7-h  1,  )  -+-  /?  sin2î,  sin  2  i7  sin2-; 
1  1  \  w  1  2 

i  ** 

/  B2  =  r\  sin2  (  i1  H-  it  )  —  r\  sin  2  *,  sin  2  tv  sin2  -  ? 

ou,  en  remplaçant  rK  cos^  et  >^  sin^  parleurs  valeurs, 

^2  ....  0 

—  —  (  a  cos  1  cos  ïv  —  S  sin  1  sin  i'  )2  +  aB  sin  2  ï"  sin  2  i7  sin2  -  > 
/•2  v  r  /  r  2 

('«)    j  B.  8 

f  —  ^  (a  cosi  sin  i'  +  B  sin  «  cos  i')2 —  a3  sin  2  i  sin  2  ^  sin2  -  • 
(  r2        v  '  2 

Si  les  facteurs  a  et  t3  sont  égaux,  les  directions  et  le  rapport  des 
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composantes  conjuguées  p  et  q  ne  sont  pas  modifiés  et  il  suffit  de 
multiplier  par  a2=,32  =  /  l'intensité  de  la  lumière  obtenue  en 
supposant  qu'il  n'y  a  pas  d'affaiblissement. 

163.  Résultante  de  deux  vibrations  rectilignes  non  rectan- 
gulaires. —  D'une  manière  plus  générale,  on  peut  déterminer  la 
direction  et  les  axes  de  l'ellipse  à  l'aide  de  deux  composantes 
rectilignes  faisant  entre  elles  un  angle  y- 

Les  composantes  étant 

(  x'~  a'sinw£, 

\  /  —  b'sin(oit—  ù'), 

leurs  projections  sur  deux  axes  rectangulaires  0£  et  Ovj  {fig.  74)? 
dont  le  premier  est  dans  l'azimut  0',  peuvent  s'écrire 

Fig.  74. 


(  £  —       a'cosô'  sinw£  -+-  b'cos(y —  6')sin(to£ —  0')  —  A  sin(oo£  4-  a), 
(  r,  z=  —  a'  sin  6'  sin  w  t  -+-  b'  sin  (  y  —  6'  )  sin  (  a>  t  —  0'  )  ■=.  B  sin  (  w  t  -+-  |3  ) . 

Si  l'on  égale  les  coefficients  de  sinw£  et  cos(o£,  comme  précé- 
demment (158),  il  suffira  de  remplacer  dans  les  équations  (5) 
£sin8  et  6cos9  par  Z/cos(y  —  Q')  et  6;sin(y  —  9'),  en  conservant 
aux  autres  lettres  les  mêmes  significations. 

Ces  équations  ainsi  transformées  donnent  alors 

AB  sin(a —  (3)  =  a' b'  siny  sino', 

vo        ,         ox         ,1,  •    /            ft,x        *,      a'2 sin 2 0'-^'2 sin 2 (T -6') 
ABcos(a  —  (3)  —  a'  b'  sin  (y  —  26')  coso' ' -• 

Pour  que  les  composantes  ç  et  7)  soient  parallèles  aux  axes  de 
l'ellipse,  il  faut  que  cos(a —  j3)=o,  ce  qui  détermine  l'angle  9'; 
il  en  résulte  aussi  sin(a  —  (3)  =  ±  1,  ou 

(6)'  AB  —  zt  a' 6' sin  y  sino'. 

M.    -  I.  i5 
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L'équation  qui  donne  l'azimut  8'  des  axes  de  l'ellipse, 

an  sin  2  6'  —  bn  sin  2  (  y  —  0' )  4-  2  a'  6'  sin  (  y  —  2  0'  )  cos  8', 

peut  s'écrire  sous  la  forme 

a'2sin[T  — (T  — 2  0')]  =  è'2sin[T  +  (T  — 2  6')]-j-2«^'sin(T  — 26')coso/. 

En  posant  tangt7  =  -,  on  en  déduit 

(a'2 — &'2)siny  cos 21'  sin y 

tang(y  —  26')- 


(  a'%  4-  6'2)  cos  y  4-  2  a'  b'  cos  o'       cos  y  4-  sin  2 17  cos  o' 
Gomme  on  a 

A2  4- B2  :=  a'2  4-  b,--\-  2  a' b'  cos  y  cos  0', 
il  en  résulte 

2AB  2  a'  6'  sin  v  sin  V  sin  2 1'  sin  y  sin  o' 

sin  2 1  ^=: =  ■ - ^= ; • 

A24-B2       a'i-i-b'i-h2a' b' cos-^coso'       14- sin 2 17  cosy  cosô' 

On  retrouve  les  expressions  obtenues  précédemment  quand  on 
suppose  que  les  composantes  sont  rectangulaires  ou  conjuguées, 

c'est-à-dire  en  faisant  y  = 

Inversement,  les  mêmes  équations  permettent  de  remplacer  une 
vibration  elliptique  par  deux  vibrations  rectilignes,  quand  on  se 
donne  deux  angles  j7,  y  et  S  ,  ou  deux  conditions  équivalentes. 

En  fonction  des  angles  y  et  o',  par  exemple,  on  a 

sin2l  sin  2  i  sin  0 

Sin2r  — -; : — -. : î F/— ~ : — v : •    •     % K7> 

sinysino' —  sin2lcoSYCOSô'      sinysino — sin2  isinocosycoso 

et  l'angle  i'  donnera  l'angle  8'  par  la  relation 

cos2i7  sin  y 


-  ou  6=  ±  - 

2  2 


tang(y  —  26' 


cos  y  4-  sin2i7  coso' 


164.  Transformation  des  vibrations.  —  Si  l'on  impose  une 
perte  de  phase  8,  à  l'une  des  composantes  y  de  la  vibration  ellip- 
tique (1),  on  obtient  une  nouvelle  ellipse  E, 

Ix  =  a  sincotf, 
y  —  b  sin  (ut  —  8  —  ot), 
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pour  laquelle  la  direction  et  le  rapport  des  axes  sont  donnés  par 
les  équations 

(7)'  tang20t  —  tang2* cos(8  h-  û,), 

(8  V  81112  1!=     sin2f  sin(o -{- 8X  ). 

Tl  est  clair  que  l'ellipse  E,  dépend  uniquement  des  angles  I,  9 
et  ol5  c'est-à-dire  du  rapport  des  axes  de  la  première  E  et  de  la 
direction  de  la  composante  qui  supporte  la  perte  de  phase  oV  On 
pourra  faire,  par  exemple,  les  calculs  de  proche  en  proche,  en 
déterminant  les  angles  auxiliaires  i  et  8  par  les  équations  (io), 
puis  les  angles  9,  et  I|  par  les  équations  (7)'  et  (8)';  l'angle  >l  des 
nouveaux  axes  avec  les  anciens  sera 

^  =  6!  —  e. 

Le  sens  du  mouvement  sur  la  nouvelle  ellipse  E,  est  lié  à  celui 
de  la  première.  Il  suffit,  en  effet,  de  changer  le  signe  de  l'amplitude 
b  pour  renverser  à  la  fois  le  sens  du  mouvement  sur  les  deux 
ellipses  (1)  et  (i)'. 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  les  vibrations  elliptiques  E  et 
E|,  c'est-à-dire  les  angles  I,  I<  et  t|>,  on  peut  déterminer  les 
angles  dt  et  9,  c'est-à-dire  la  perte  de  phase  et  la  direction  de  la 
composante  sur  laquelle  on  doit  la  faire  porter,  pour  passer  de  la 
première  vibration  elliptique  à  la  seconde. 

Les  équations 

C0S2Ï  r=  C0S2I  C0S2Ô  =  C0S2lj  008264=  008  2^  COS2(6  -+•  ty) 

donnent  d'abord  l'angle  9 

COS21 


On  a  ensuite 
et  les  équations 


tang2Ô  =  cot2<^ 
tango  = 


cos2l1sin2^ 
tang2Ï 


sin2* 


sin2  0 
sin2l  _        sin2lt 


sino         sin(8-h81) 
donnent  l'angle  8,  par  Pangle  auxiliaire  o 

.    ,»       *  *         .    î>sin2Ï1 

sinfo-ho.)  =  sinô  — -• 

sin2l 
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D'une  manière  plus  générale,  si  l'on  affecte  successivement  le 
mouvement  vibratoire  de  perles  de  phase  8t,82,  83,  •••  qui  portent 
sur  des  composantes  de  directions  différentes,  ou  même  si  Ton  fait 
subir  à  la  vibration  une  série  de  modifications  de  natures  quel- 
conques qui  n'altèrent  pas  l'intensité,  on  transforme  finalement 
l'ellipse  primitive  E  en  une  ellipse  E, .  On  voit,  par  ce  qui  précède, 
que  toutes  ces  modifications  peuvent  être  remplacées  par  une 
seule,  puisque  la  perte  de  phase  résultante  0,  et  l'angle  corres- 
pondant 8  ne  dépendent  que  des  ellipses  primitive  et  finale  E 
et  E<  et  de  l'angle  <\>  de  leurs  axes. 

L'ellipse  finale  est  toujours  inscrite  dans  le  rectangle  déterminé 
par  les  amplitudes  a  et  b  de  deux  composantes  rectangulaires  de 
la  vibration  primitive. 

165.  —  Si  la  vibration  elliptique  E  est  donnée,  la  différence  de 
phase  S  est  une  fonction  de  l'angle  que  font  les  coordonnées  avec 
les  axes  de  l'ellipse.  Les  équations  (10)  donnent 

tang2l 

tango—  — -. 

sin2  6 

Lorsque  l'angle  8  croît  à  partir  de  zéro,  0  est  d'abord  égal  à  -, 

puis  il  diminue  jusqu'à  2I  pour  28  =  -;  augmentant  de  nouveau, 

il  devient  égal  à  -  pour  2  8  =  -,  prend  une  valeur  maximum  71  —  2 1 


7C 
2 


pour  28  —  3  -  et  revient  à  -  pour  8  =  iz. 
r  2  2  L 

On  peut  alors  choisir  l'angle  8  de  façon  qu'une  nouvelle  perte 
de  phase  o, ,  prise  entre  des  limites  convenables,  imposée  à  la  com- 
posante y,  transforme  la  vibration  primitive  en  une  vibration  de 
forme  déterminée. 

Pour  que  l'équation  (1)'  représente  une  vibration  rectiligne,  par 
exemple,  il  faut  que  la  somme  0  +  0,  soit  égale  à  o  ou  à  tt,  c'est- 
à-dire  qu'on  ait 

tango  -f-  tango\  —  o; 
par  suite, 

tang2l  tang2l 

(10V  sin20= *-£- = s_^- 

v     '  tango  tangôj 
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On  voit  d'abord  que,  si  ô,  est  égala  ±  -j  c'est-à-dire  si  le  retard 

correspondant  A,  est  égal  à  dz  -  ,  les  directions  données  par  l'équa- 

lion  (10)'  sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse,  résultat  qui  était 
('vident  d'après  la  discussion  précédente  (158). 

Dans  le  cas  général,  le  problème  n'est  possible,  en  supposant 
o<  o,  <tu,  que  si  l'angle  8,  est  compris  entre  i\  et  tz  —  2I. 

Lorsque  cette  condition  est  remplie,  il  en  résulte  pour  l'angle  8 

deux  valeurs,  0,  et  (L  = 0, .  La  demi-somme  des  angles  8,  et  82 

étant  égale  à  4 5°,  les  deux  directions  correspondantes  sont  symé- 
triques par  rapport  aux  bissectrices  des  axes  de  l'ellipse  E. 
Comme  on  a 

ae1  =  ^  — (6,  — 6,), 

l'équation  (10)'  peut  s'écrire 

(10V         tang2l  — —  sin2Ôj  tangot  —  —  cos(B2  —  6,)  tango,. 

La  direction  et  le  rapport  des  axes  de  l'ellipse  primitive  E  se 
trouvent  ainsi  déterminés  par  la  bissectrice  de  l'angle  82  —  8,,  1» 
valeur  de  cet  angle  et  la  différence  de  phase  nouvelle  0, . 

Si  l'on   appelle  a-x  et  6,  les    amplitudes  des  composantes  rela- 
tives à  la  direction  8,  et  qu'on  pose  tangj,  =  — ,   on  a,  d'après 
l'équation  (8), 
(8)"  sin2l  —  sinaij  sino  —  ±:  sin2«1  sinoÂ. 

En  éliminant  l'angle  o{  entre  les  équations  (10/'  et  (8)"  on  ob- 
tient, toutes  réductions  faites, 

T        .         cos  2  U 

COS21  =zb 


sin(62  —  6,  ) 


Les  éléments  de  l'ellipse  primitive  E  se  trouvent  ainsi  exprimés 
en  fonction  de  l'angle  82  —  8,  et  du  rapport  des  amplitudes  des 
composantes  de  la  nouvelle  vibration  rectiligne. 

Le  rapport  des  composantes  a  et  b  de  l'ellipse  primitive  pour 
une  direction  quelconque  8  et  la  différence  de  phase  correspon- 
dante 0  se  déduiront  ensuite  facilement  des  relations  générales. 
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On  a  supposé  que  l'angle  9  était  compté  vers  le  bas,  ou  la  droite, 
à  partir  de  Taxe  de  l'ellipse.  En  appelant  0'  l'azimut  de  cette  direc- 
tion nouvelle,  c'est-à-dire  compté  vers  la  gauche,  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  l'angle  82  —  ^  5  on  a 

2  4 

ce  qui  donne 

COS2*',  sin  2  0' 

COS2J  =  COS2  1  COS2  0  =  — -. — — r-r  > 


tango  — 


sin(62  - 

tang2Ï  tang2l 

sin  2  6   ~~  cos2  6' 


166.  —  Enfin,  si  les  amplitudes  a  et  b  des  composantes  x  el  y 
d'une  vibration  elliptique  sont  inégalement  affaiblies  par  une  cause 
quelconque,  en  même  temps  que  l'une  d'elles  éprouve  une  perte 
déphasé  81?  les  nouvelles  composantes  peuvent  s'écrire 


(  \Y 

j  y  =  $b  sin (wf  —  o  —  o,). 

On  a  alors 

r2  =  a2«2  +  p2ô2, 

et  le  rapport/ de  l'intensité  nouvelle  à  l'intensité  primitive  est 
/=  (-  V  =±  a2  cos'i  -f-  £2  sin2  i. 

Si  l'on  pose  tangs  =  -,  ce  qui  donne 

a2  S2 

—     P       —a2 4-  S2, 
cos2e        sin2  s 

on  peut  écrire 

a2^-32         a2—  32 
J  —  — H —  COS2J 

J  2  2 

a2  ,1  +  COS2SCOS2J 

=  —  (I  -+-  C0S2£  COS2J]  =  or  • —  • 

2COS2£  I4-C0S2S 

Posant  enfin  tangt'j  —  —,  on  pourra  déterminer  l'ellipse  résul- 
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tante  par  les  équations 

cos 2/=  cos 2 1  cos 2  6, 

,,       tang2l 
tango  =  -.  °      ; 
0  sin2  6 

3 
tang/j—  -  tangi  =  tangs  tangj, 

^'7)  )      sin2Ï1=^  sin2  «t  sin(o  H- Oj), 

tang2  6j=  tang2/1  cos(o  4-  ot), 

*  =  61-e, 

,   I  -+-  COS2E  COS2J  A^  +  BJ 


/=■' 


I  -h  C0S2S 


Les  trois  premières  donnent  successivement  les  angles  auxi- 
liaires i,  8  et  i{  ;  les  trois  suivantes,  le  rapport  et  la  direction  des 
axes  de  l'ellipse  E,  et  la  dernière  la  somme  des  carrés  des  axes. 

467.  —  Inversement,  si  l'on  connaît  l'ellipse  finale  E1  par  les 
angles  l{  et  <b  et  la  fraction  1  — f  de  lumière  perdue,  par  suite 
d'une  ou  de  plusieurs  modifications  successives  de  natures  quel- 
conques imposées  à  la  vibration  primitive  E,  et  si  l'on  se  donne 
en  outre  l'un  des  coefficients  a  et  (S  ou  leur  rapport  par  l'angle  s, 
on  peut  en  déduire  les  angles  9,  o{  et  les  coefficients  a  et  (3;  c'est- 
à-dire  les  conditions  dans  lesquelles  devrait  avoir  lieu  une  modi- 
fication unique  pour  transformer  une  vibration  elliptique  E  et  une 
vibration  elliptique  quelconque  E,. 

En  effet,  quand  on  connaît  les  angles  I,  I,,  ^  et  £  par  exemple, 
les  équations  (17)  suffisent  pour  déterminer  les  huit  inconnues 
1,  &,,  0,  8,,  9,  9,,  a  et  p. 

La  solution  ne  correspond  à  un  phénomène  physique  réel  que 
si  les  coefficients  a  et  (3  sont  plus  petits  que  l'unité,  c'est-à-dire 
que  l'ellipse  finale  E,  doit  être  comprise  dans  le  rectangle  déter- 
miné par  les  amplitudes  de  deux  composantes  rectangulaires  de 
la  vibration  primitive. 

Si  l'on  admet,  comme  cas  le  plus  simple,  que  les  coefficients  a 
et  j  soient  égaux,  ou  tangs  =  1 ,  il  en  résulte  iK  =  i\  les  équations 
qui  donnent  les  angles  9  et  c(  sont  les  mêmes  que  si  l'intensité 
n'était  pas  modifiée,  et  l'on  a 
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Ainsi,  l'on  peut  passer  d'une  vibration  elliptique  quelconque  E 
aune  autre  vibration  elliptique  quelconque  E{  d'intensité  moindre 
par  une  modification  unique  qui  apporte  une  perte  de  phase  déter- 
minée 8<  sur  une  composante  dont  la  direction  est  définie,  et  qui 
diminue  les  deux  amplitudes  dans  le  même  rapport. 

168.  Composition  des  vibrations  elliptiques.  —  Deux  vibra- 
tions elliptiques  Ef  et  E2  rapportées  à  des  axes  rectangulaires 
peuvent  être  représentées  par  les  équations 

(   x^—  a1sin(co^  -+-  at),  j   x%—  a2sin(bit  -+-  a2), 

|   j\z=  bisin(bit -\~  ol1 — Oj);  j  y.,  —  b2  sin  (tut  -h  a2 — o,). 

Les  deux  ellipses  sont  définies  respectivement  par  les  quantités 
rt|,  bu  3,  et  «07  b2,  S2  et  l'on  peut  supposer  que  toutes  les  ampli- 
tudes sont  positives. 

Les  projections  de  la  vibration  résultante  étant 


(i9) 


on  a 


(20) 


x  —  a  sin(w£  -+-  a), 
j^=r6sin(a)^-ha  —  o 


a?  •=.  a\  -Y-  a\  -f-  2  a^  a2  cos  (  ocl  —  a2  ) , 
b*  =  b\-\-  b\  +  ib^b%  cos[ai  —  a2 —  (8j —  o2)], 
«t  sin  <xy  -+•  «2sina2 


tang(a  — o)  = 


«!  cosa, -h  «2cosa2 

bx  sin  (a,  —  8))  -h  62sin(a2 —  o2) 

bx  cos(a,  —  St)  -f-  62cos(a2 —  82) 


La  forme  de  la  vibration  résultante  n'est  déterminée  d'une  ma- 
nière simple  par  celles  des  ellipses  proposées  que  dans  des  cas 
particuliers. 

Si  les  vibrations  Et  et  E2  sont  semblables  et  de  même  sens,  et 
que  leurs  axes  homologues  soient  parallèles,  ce  qui  correspond  aux 
b,        b« 


conditions  o{  =  o2  et  —  =  — ,  il  en  résulte 
ax        a2 


et        t=h  —  h 

a        ax        a2 


La  vibration  résultante  est  donc  de  même  forme  et  de  même 
sens  que  les  vibrations  proposées. 
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169.  Vibrations  elliptiques  conjuguées.  —  En  désignant  par 
/*<,  /'o  et  r  les  amplitudes  résultantes  des  trois  vibrations  consi- 
dérées, on  a 

/•*-=:  r\-\~  r|+  2  j«1^2cos(a1—  <x2)  +  bib2cos[al  —  a2  —  {oy~  o2)]j. 

Pour  que  le  dernier  terme  s'annule,  quelle  que  soit  la  différence 
de  phase  a,  —  a2  des  deux  composantes  parallèles  à  l'axe  des  x,  il 
faut  qu'on  ait 

(  &162sin(81—  8,)  =  o, 

I   «!<72+  bxb2  COS^j — o2)— o. 

Dans  ce  cas,  l'intensité  de  la  vibration  résultante  est  toujours 
égale  à  la  somme  des  intensités  des  deux  vibrations  proposées. 

En  excluant  le  cas  de  deux  vibrations  rectilignes  rectangulaires, 
qui  jouissent  toujours  de  cette  propriété  (156),  les  équations  (21) 
exigent  les  conditions 


sin(o!  - 

—  o2)  —  0         et         a^a^z 

c'est-à-dire 

Oi  —  o2—  2?nTZ 

ou 

ot  —  02  =  (2/?i  -f-  l)ir. 

Si  l'on  représente  par  k  le  rapport  —,  on  a  alors,  suivant  qu'on 

ai 

adopte  la  première  ou  la  seconde  solution, 

a,  —  zzçikb,, 

et  les  vibrations  (18)  peuvent  s'écrire 

.#!=     «,sin  ((at  4-  04),  l  ^,2  =  =p  kb.2s,\n  (oit  -f-  a2), 

yx=  kax  sin  (<o£  4-  «1 — §1);        (  jK2  =  —    62sin  (w^-H  a2 — -Sj). 


(18)' 


Dans  les  deux  cas  les  vibrations  E,  et  E2  sont  de  sens  contraires. 
En  outre,  les  deux  ellipses  ont  les  mêmes  axes;  car,  si  l'on  choisit 

les  coordonnées  rectangulaires  de  manière  que  o{  =  àz  -  j  les  deux 

ellipses  sont  rapportées  à  leurs  axes. 

Enfin  les  ellipses  sont  semblables  et  leurs  axes  homologues  rec- 
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tangulaires,  puisque  le  rapport  des  amplitudes  des  composantes 

est  égal  à  k  pour  l'une  d'elles  et  y  pour  l'autre. 

Deux  vibrations  elliptiques  semblables,  de  sens  contraires  et 
dont  les  axes  homologues  sont  rectangulaires,  jouissent  donc  de 
la  même  propriété  que  deux  vibrations  rectilignes  conjuguées 
(155),  c'est-à-dire  que  l'intensité  de  la  vibration  résultante  est 
égale  à  la  somme  des  intensités  des  deux  vibrations  proposées. 
Nous  les  appellerons  vibrations  elliptiques  conjuguées. 

170.  Composantes  circulaires  et  elliptiques  d'une  vibration. 
—  Il  est  clair  qu'une  vibration  elliptique  E,  représentée  par  les 
équations  (19),  peut  toujours  être  remplacée  par  deux  autres  vi- 
brations elliptiques  E,  et  E2(i8).  Les  équations  de  condition  (20) 
ne  donnent  que  quatre  relations  entre  les  huit  inconnues  a{ ,  b{ ,  a, , 
Oi  et  <72,  b2,  a2,  82,  et  le  problème  a  une  infinité  de  solutions.  On 
peut,  en  effet,  choisir  arbitrairement  l'une  des  composantes  E,  ou 
E2.  Nous  examinerons  seulement  les  cas  qui  trouvent  leur  appli- 
cation dans  les  phénomènes  d'Optique. 

171.  Composantes  circulaires.  —  Une  vibration  rectiligne 

lrz:/,  sin  w  t 

équivaut   évidemment  aux   deux   vibrations   circulaires   inverses 
d'égale  amplitude 

(  x\—  -sinw£,  l   .r2=       -sinoU, 

[  y{=  -coso>£;  /*  =  —  -Costa  t. 

Le  plan  Ox  (fig.  ?5)  de  la  vibration  primitive  est  le  plan  de 
symétrie  ou  de  concordance  des  deux  vibrations  circulaires  équi- 
valentes. 

Une  fois  opérée  cette  décomposition,  si  l'une  des  vibrations  cir- 
culaires, la  vibration  gauche  par  exemple,  éprouve  une  perte  de 
phase  0,  le  plan  de  symétrie  s'est  déplacé  vers  la  droite  d'un  angle 

égal  à  -•  En  effet,  quand  la  vibration  droite  arrive  en  M  la  vi- 
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bration  gauche  est  seulement  en  M',  et  le  nouveau  plan  de  svmétrie 
est  bissecteur  de  l'angle  MOM'=  3. 

La  vibration  tourne  donc  d'un  angle  R  =  -  égal  à  la  demi-diffé- 

Fig.  75. 


rence  de  phase,  en  sens  contraire  de  la  vibration  circulaire  qui  a 

subi  le  retard,  et  la  phase  de  cette  vibration  est  w£  —  -,  c'est-à-dire 
1  2 

la  phase  moyenne  des  composantes  xK  et  x-2  des  vibrations  circu- 
laires. 


172.  —  Une  vibration  elliptique  droite  rapportée  à  ses  axes 

I'a?  —  a  sina)£,       _ 
y  =  b  cosiût,  * 

équivaut,  de  même,  aux  deux  vibrations  circulaires  inverses 


(22) 


/ 


/■ 


a  -f-  h    . 

j?2  — 

\  r.=- 

a  —  b    . 
sinto  t, 

2 

a —  b 

—  cosw£. 

2 

a  -4-  b 

—  —  cosoû£; 

\ 


Les  amplitudes  d  et  g  des  vibrations  droite  et  gauche  sont 

a-2- h  a  —  b 

d  — ,  g  ■= • 


La  vibration  circulaire  de  même  sens  que  la  vibration  elliptique 
a  pour  amplitude  la  demi-somme  des  axes  de  l'ellipse;  l'amplitude 
de  l'autre  est  égale  à  leur  demi-différence.  Le  plan  de  concordance 
des  vibrations  circulaires  passe  par  le  grand  axe  de  l'ellipse. 
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Si  la  vibration  elliptique  est  donnée  par  deux  composantes  rec- 
tangulaires a  et  b  ayant  une  différence  de  phase  o  ou  par  deux 
composantes  rectilignes  conjuguées  p  et  q  faisant  l'angle  y,  on 
déterminera  la  somme  A  -f-  B  des  axes  et  leur  différence  par  les 
relations  (458  et  160) 


A2h-B2 

=  a2  -+-  b-=zpi-h  q-  =  /•*, 

AB 

=  a&  sino  =  pq  sin  *[, 

qui  donnent 

1 

2ab      .    s               .       .  .    j, 
— rïïsino  =^  i  -h  sin  2  «  sin  8 

rt2  4-  62 

< 

I 

4£=I_ 

2rt&        .                                 .   .    ft 

r-  sin  o  =  i  —  sin  2  i  sin  6 

a-  h-  o2 

4r/2 

ipq       .                    ipq    . 

'       ,  sin  y  —  i  H '— -  sin  y, 

p2  -f-  y2         '                  /-          ' 

te* 

r2 

ipq       .                     ipq    . 

—— ' -sinY=;i V-S1117. 

p'1  4-  q1         '                   /•'           l 

La  vibration  elliptique  étant  rapportée  à  ses  axes  (22),  supposons 
que  la  composante  circulaire  gauche  éprouve  une  perte  de  phase  0  : 
le  plan  de  concordance  des  vibrations  circulaires  est  dans  une  di- 

rection  Oq  qui  fait  avec  l'axe  Ox  l'angle  B  —  -  et,  par  rapport  à  des 

axes  rectangulaires  Ç  et  rn  les  composantes  circulaires  sont 

/,.        a -h  b    .    /  0  \  1  y  a  —  b.f  0  \ 

l    ?»  =  sin    wi ,  l  ç*  --        —   —  sin     iu £ )•> 

]  a-\-b        (  0  \  1  «  —  b        /  o\      * 


ï)l=: COS     lU  t  — —     !  f    r.»  = COS     lu  £ 

2  \  2/  \  2  V 

Elles  représentent  la  vibration  primitive  (22)  dont  les  axes  ont 

tourné  de  l'angle  B  =  -  • 

0  2 

Ce  résultat  était  évident,  puisque  les  deux  composantes  recti- 
lignes de  la  vibration  primitive  ont  tourné  séparément  du  même 

angle  B,  avec  la  même  perte  de  phase  -• 

173.  Composantes  elliptiques  conjuguées.  —  Proposons-nous 
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d'abord  de  remplacer  une  vibration  rectiligne  par  deux  vibrations 
elliptiques  conjuguées. 

En  prenant  des  coordonnées  parallèles  aux  axes   des  ellipses, 
la  vibration  primitive  sera  de  la  forme 

(   x  •=.  a  sinw£, 
\    y  —  b  sinto/, 

les  amplitudes  a  et  tétant  de  même  signe  ou  de  signes  contraires; 
les  vibrations  elliptiques  conjuguées  équivalentes,  l'une  droite  et 
l'autre  gauche,  sont 


(»4) 


xx  — 

a{  sin  (tût 

7i  = 

kax  cos  (  (û  t 

x^  — 

kb2  sin  (u>f 

Xi  =  ~ 

-    b2  cos  {tût 

ai); 

«2), 


Les  inconnues  «,,  a,,  62  et  a2  seront  déterminées  par  les  équa- 
tions de  condition 

#—  «,  COSOCj  -h  kb.2  COS 0L.2, 

o  =  «jsinaj  -h  /iZ>2  sina.,; 

(25)  { 

6  —  —  kdi  sin  a!  +    &2sina2, 

0=        A^iCOSaj —     &2COSa2. 

Au  lieu  de  calculer  les  vibrations  elliptiques  elles-mêmes,  qui  ne 
présentent  pas  d'intérêt  au  point  de  vue  expérimental,  puisqu'elles 
ne  font  que  reproduire  la  vibration  primitive,  nous  supposerons 
que  l'une  d'elles,  la  vibration  gauche  E2  par  exemple,  éprouve  une 
perte  de  phase  ô,  et  nous  remplacerons  la  vibration  elliptique  ré- 
sultante par  deux  composantes  rectilignes  conjuguées  de  la  forme 

*\  /  "\  \ 

0  \  .    /  0 


p  cos  l(ût )  et  q  sin  (tût )>   qui  font  respectivement  avec 

l'axe  des  x  les  angles  y  et  ty. 

Les  composantes  parallèles  aux  axes  primitifs  sont  alors 


p  cos  7  cos 


(  10  L )  -f-  q  cos  <|>  sin  (  w  t  ■ j 

)      /             •              /"             M              •     ,     •    /             ° 
f   y  —  p  sin  y  cos  I  iû  t  - )  -h  q  sin  y  sin  (  oj  t 
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ce  qui  donne  comme  conditions 

.0  0 

at  cos  0Lt  4-  /-&2cos(a2 —  o  )  =  p  cos  y  sin-    -h  q  cos^  cos-  > 

IN  (\ 

«i  sinat  -)-  £62  sin(a2  —  o)  t=r  jo  cos  y  cos ^  cos^  sin-  ; 

,      .  .  .         .o  .  8 

—  kax  sinaj  -h     &2  sin(a2 —  ù)  —  p  sin  y  sin — h  ^  sin  ty  cos-> 


ày?!  cos  a,  —     b%  cos  (  a2  —  o  )  =  p  sin  y  cos ^  sin  ^  sin  -  • 

On  ajoutera  les  deux  premières  équations,  après  les  avoir  mul- 
tipliées  respectivement  par  sin  -  et  cos-?  de  manière  à  obtenir 

/?cosy,  et  Ton  déterminera  les  autres  projections  de  p  et  de  q  par 
une  série  d'opérations  analogues. 
On  trouve  ainsi  successivement 


p  cos  x  —        ax  sin  /  ol1  h \  ■+-  kb2  sin  f  a2  —  -  ) , 

psm-£=      kat  cos  Iol1-\ —  )—    &2cos(a2 

q  cos  ty  —        ax  cos  (  ol1  -\ —  )  -+-  kb2  cos  (  a2 

q  sin  <\>  =  —  kaY  sin  (  at  -| j  -+.    62  sin  (  a2 /  3 


et,  en  tenant  compte  des  équations  (25). 


(26) 


p  cosy  -=.  [iax  cosa!  —  a)  sin-> 

0 
p  sin  y  =  (  b  —  2  &2  sin  a2  )  sin  -  J 

3  .    8 

cr  cos  d» .—  a  cos 2  a,  sin  a.  sin  -  ? 

*        T  2  !  1        2  1 

gr  sintf  =  o  cos 2#2cosa2sin-  • 
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Les  équations  (20)  donnent  d'ailleurs,  en  posant  k  =  tangcp, 
a  ^«jcosa^i  4-  k")  =  «icosa^i  +  tang2o)  — 


cos1  cp 

/»x        /  /  9    x        />9sina, 

6  =  &2sina2(i  4-  K-)  =  6,  sina2(i  H-  tang-cp)  = — ; 

v  "  °    '  cos2cp 

a^inaj  = —  A£2sina2  = —  /;  tangcp  cos2cp  r=r sin2cp, 

62cosa2  —       À-tfjCOsajzz:       a  tangcp  cos-cp  =       -sin2cp. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (26),  on  a 
'  /?cos^=       acos2cpsin-, 


(27) 


En  posant 


p  sin^  = —  6cos2cp  sin-  ; 

8        .    .  .0 

^r  cos^  =  a  cos — f-  0  sin2cp  sin- , 

.    ,        ,        3  .  .8 

|    <7sind/=0cos a  sin  2  cp  sin  —  » 

2  T  .      2 


.       0 
tangi  =  - 


(28)  tangR  =z  sin2cp  tang  -, 

il  en  résulte 

tangy —  —  tangi, 

tangz —  tangR  .  .       _  x 

tang^=:  * . ^  —  tang(i  —  R  , 

&Y        n-tangjtangR  bV 

.    8 


p  —  Ja%  -h  02  cos  2  9  sin  -  =r  cos  2  cp  sin  -, 
v  '2  '2 

/        8                     .     8\           r2 
tf2  rr:  r-    cos2  — h  sin2  2  cp  sin2  -  )  —  — -  cos5 

*  \  2  2/  COS2R 

par  suite, 

'  x=— *"> 
*  =  «"-R, 

(  29  )  1  p  =  r  cos  2  cp  sin  - , 

r  8  r       .  .8 

<7  = =7  cos  -  =    .    ,.  sin  2  co  sin  -  • 

cosR         2        sinR  '         2 
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On  voit  que,  par  rapport  à  la  direction  de  la  vibration  primitive 
rsinwi  (ftg-  76),  la  composante  q  a  tourné  de  l'angle  R,  en  sens 


contraire  du  mouvement  sur  la  vibration  elliptique  retardée,  en 
subissant  une  perte  de  phase  moitié  moindre  -;  la  composante 
conjuguée/?  a  tourné  de  l'angle  ii  dans  le  même  sens  et  sa  perte 
de  phase  est  égale  à  - 


0  7T 

2  2 


0' 


174.  —  En  appelant  tang-  le  rapport  des  amplitudes/?  et  q, 

(3o) 


—  —  tang-  •=.  cos2cp  cosR  tang-  =  sinRcot2©, 

q  D2  T  D2 


et  B'  l'azimut  de  l'un  des  axes  de  la  vibration  elliptique  résultante 
par  rapport  à  la  vibration  p,  cette  ellipse  est  déterminée  par  les 
équations  (160) 

sin2l  =  sin(2i  —  R)  sino', 
tang (2 6' —  ii ■+■  R)  =  tang(2« —  R)  coso'. 

Les  amplitudes  d  et  g  des  vibrations  circulaires  droite  et  gauche 
équivalentes  (172)  sont,  en  remarquant  que 

ipq        cos2<s>sin8        sin^?    .    ,0 

-V  = l-d =     •    J  sin2-, 

/-  cosK  sinR         2 

kd*  sin(«j  —  R)    .    . 

— —  =  I  H-  C0S2cp 


—- =  1  H- cos2cp  —  —  sino. 

"2  T        cosR 


4/rs 


sin(2z  —  R)    .    . 

C0S2cp sinô; 

T         cosR 
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ou,  en  éliminant  l'angle  R, 


2»r 


[xdr  .  .  ... 

-    -  =14-  sin  2/  cos2cp  sino  —  cos  2  {'sin  4  <p  sin2 


(3.)' 


kg"- 


=r  i  —  \  cos  2 1  sin  4  <p  4-  sin  2 1  cos  2  <p  siii  8  4- 1 cos  2  ï  si  n  4  <p  cos  S , 

IN 

i  — sin  2 1  cos  2  »  sin  o  h-  cos  2  j  sin  4 <p  sin-  —  > 

2 

1— h  -|  cos  2 1  sin  4  'f  —  sin  2  i  cos  2  cp  sin  8  —  Jcos  2  «sin  4  ?  cos  0. 


Enfin  les  amplitudes  A  et  B  des  composantes  rectangulaires  par 
rapport  à  des  axes  de  coordonnées  Oç  et  Otj  (fi g*  76)  dont  le 
premier  fait  avec  l'axe  Ox  l'angle  i!  sont 


(32 


A2  =  p1  cos2  ( i'  —  i)  4-  q2 cos2 (l'+i-R), 
B2  =  p*  sin2  (  i'  —  0  4-  ?2  cos2  (  1'  4-  i  —  R) . 


On  peut  encore  écrire  ces  expressions  sous  différentes  formes. 
En  remplaçant  q2  par  /-2  — />2,  et/?2  par  sa  valeur  tirée  des  équa- 
tions (29),  il  vient  d'abord 


(32)' 


— -  =  cos2(j74-J  —  R)  4- sin  (2/  —  R)  sin  {il'  —  R)  cos22cp  sin2-; 


I" 


sin2  (  i'  4-  i —  R  )  —  sin  (  2  i  —  R  )  sin  (  2  i'  —  R  )  cos2  2  o  sin: 


Si  l'on  élimine  l'angle  R  en  substituant  aux  quantités  p,  çrcosR 
et  çrsinR,  leurs  valeurs  tirées  des  mêmes  équations  (29),  on  a 


A2  2/  .,       -       ,        •   J 

—  =  cos-(r —  1)  cos- 20  sin2- 
vt  \  /  1         2 


cos(/'4-  i)  cos- 


sin(iv4-  i)  s 


.    8"! 
in2cp  sin- 


Remplaçant  cos2 -par  1  —  sin2-  =1  —  (cos22<p  4-  sin22cp)  sin; 
les  facteurs  respectifs  de  cos2  2 <p  sin2- et  de  sin22cp  sin2- sont 


cos2  (  i'  —  i)  —  cos2  (  i'  4-  i )  =  sin  2  i  sin  2  ir, 
sin2 ( i' 4-  i)  —  cos2 ( i' 4-  i)  =  —  cos 2 ( i'  4-  ï)> 


M.  -  I. 


[6 
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ce  qui  donne 

A*2 

—  —  cos2  ( i' -+-  i)  -+-  \  sin i{i' -{-  i)  sin 2 cp  sin o 

-h  sin  2  t  sin  2  j7  cos2  2  <p  sin2 cos  2  (  i'  -+-  0  sin2  2  cp  sin2  - , 

ou,  remplaçant  cos22cp  par  1 — sin22cp  et  sin2£sin2j7+-cos2(j/-+ j 
par  cos  2  2  cos  2  i! , 

A2 

—  =  cos2  (  i'  -+  0  +  -\  sin  2  (  i'  -h  i)  sin  2  cp  sin  8 


(32)" 


-h  [sin2i  sin  2/'  —  cos  2  z  cos  21:'  sin22cp]  sin2-  , 

2 

B2 

—  =  sin2  (  i'  -\-  i)  —  2  sin  2  (  i7  -+-  «  )  sin  2  cp  sin  0 

—  [sin2«  sin2«v  —  cos  2  i  cos  2  i'  sin22cp]  sin2-* 


Enfin,  si  Ton  remplace  sin2  -  par 

2  cos2  (  i'  h-  i) 
on  trouve  finalement 


coso 


sin  2*  sin2« 


•  en  remarquant  que 


cos  2  i  cos  2  j7, 


(32)"       < 


2A2 
-72- 

2B2 


1  H-  cos  2  i  cos  2  i7  cos2  2  cp  -i-  sin  2(1  +  1')  sin  2  <p  sin  0 
—  [sin  2/  sin  2/  —  cos 2  «  cos  2  i7  sin22cp]  coso, 
1  —  cos  2  1  cos  2  f7  cos2  2  ©  —  sin  2  (î  H-  i7)  sin  2  cp  sin 8 
-+-  [sin  2  i  sin  2  i'  —  cos  2/ cos 2  i'  sin22cp]  coso. 


On  peut  comparer  ces  expressions  à  celles  qui  ont  été  obtenues 
précédemment  (161)  lorsque  la  perte  de  phase  porte  seulement 
sur  une  des  composantes  rectilignes.  Les  valeurs  de  A2  et  de  B2 
sont  encore  symétriques  par  rapport  aux  angles  i  et  i'. 

Il  y  aurait  aussi  à  considérer  le  cas  où  les  deux  vibrations  ellip- 
tiques conjuguées  sont  affaiblies  dans  des  rapports  différents,  mais 
les  résultats  sont  alors  très  complexes  et  ne  présentent  pas  d'in- 
térêt pratique. 

Si  l'affaiblissement  est  le  même  pour  les  deux  composantes 
elliptiques,  les  directions  et  le  rapport  des  vibrations  finales/)  et  q 
ne  sont  pas  modifiés.  Il  suffirait  alors  de  multiplier  les  intensités 
par  un  même  coefficient  y. 
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175.  —  Supposons  maintenant  que  la  vibration  primitive  soit 
une  ellipse  E  dont  nous  représenterons  les  composantes  par 

\  x  —  a'  sinw£, 

j  y  —  a"sin(w£  —  o'). 

Le  remplacement  de  la  vibration  proposée  par  deux  vibrations 
elliptiques  conjuguées  avec  une  perte  de  phase  o  sur  la  \ibration 
gauche  équivaut  évidemment  à  la  même  opération  répétée  sépa- 
rément sur  les  composantes  x  ely.  Elles  donnent  deux  vibrations 
rectilignes  conjuguées  p'  et  q' ,  p"  et  q" ,  que  l'on  peut  représenter 
par  le  Tableau  suivant  : 


Vibrations 

produites 

par 

Amplitude. 

Perte 

de 

phase. 

Phase. 

Rotation 

1' 

> 

i                  ■     ô 
=  a  cos2«)  sin  - 

2 

a            o 

= rr  COS- 

COSK            2 

0              7T 
2           2 
0 
2 

0              7T 

w£ h  - 

2           2 

<\ 

0 

2 

21  =  0 

R 

Il                                        '          0 

=  a  cos2co  sin- 

2 

a!            o 

— û  cos~ 

cosn         2 

0              7T 

2           2 

<\ 
0 

2 

CO  t  —  0 h 

2 

OU—  5' 

2 

71 
2 

2i  =7t 
R 

Les  composantes  q'  et  </"  (,/*£*•  77)  représentent  une  vibration 

Fig.  77. 


H"    /*! 


elliptique  semblable  à  la  vibration  proposée  E  et  de  même  sens, 
dont  les  axes  ont  tourné  de  l'angle  R. 
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4  Les  composantes  p'  et  /  représentent  l'ellipse 

•     8    •     l     /        B  _u 
#  —       <2'cos2cpsin-sin(  wf-  -  ■+- 


y  =  — affcos2cpsin-sin(w«—  -  +  -  J- 

C'est  une  vibration  de  sens  eonlraire  à  la  vibration  proposée  ; 
comme  l'une  des  coordonnées  a  ehangé  de  s.gne,  elle  est  sem- 
blable à  la  symétrique  de  la  vibration  proposée  par  rapport  a  1  un 
des  axes  de  coordonnées. 

176.  _  Si  la  vibration  primitive  est  circulaire  droite,  on  a 


a,=  a"  =  a        et         5'  =  — 


La  vibration  finale  peut  être  remplacée  par  deux  vibrations  cir- 
culaires droite  et  gauche  dont  les  amplitudes  sont 


8        <2sin2cp    .    o 
sin-  ? 


(33)  .    o 

g  —  p'zzz  j5"=acos2<psin-> 

et  Ton  a  évidemment 

Les  vibrations  droite  et  gauche  s'expriment  en  fonction  de  la 
vibration  circulaire  droite  primitive  comme  les  composantes  ,  et 
p  en  fonction  d'une  vibration  primitive  rectiligne. 

La  vibration  p'  et  g"  ont  la  même  phase  »<  -  -  +  \  La  vibra- 
tion /  a  pour  phase  tôt-  \  +  *,  d.  -te  que  si  on  la  prend  en 
sens  contraire,  daus  la  direction  O/,  elle  a  pour  phase  «*«-  -  , 

comme  la  vibration  g'.  i'nno-lp  R   la 

.vo=  O  r'  et  Ov',  qui  ont  tourne  de  1  angle  n,  id 
Rapportée  aux  axes  ux  ei  v^j/  ,  41 

vibration  droite  a  pour  équation 


U'=^cos^in(u>^Wsin(eo* 
\  x        cosR        2        \  2/ 


y/=-fLc08-€08(»*--)=.rfC08(»l- 

J  '     cosR        2        \  2 


0 
2 

0 
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et  les  composantes  parallèles  aux  axes  primitifs  sont 

l  x^  =  d  sin  (  w  t R  ) , 

y{  z=z  d  cos  (  w  t R  ) . 

La  vibration  gauche,  rapportée  aux  axes  primitifs,  a  pour  équa- 
tions 

/  .    8        /  8\  /  8 

l    d?2rz:  a  COS  2  cp  Sin  -  COS  [bit 1  =  g  COS  [bit 

%   i 

yt=z  a  cos2cp  sin-  sin  (  bit 


gsinfut  —  -V 


Les  composantes  #2  ett//?  étant  concordantes,  donnent  une  vi- 
bration rectiligne  d'amplitude  q, 

cf-  •=.  d2  4-  g-2  -4-  2  ^  sin  R  =  or  I  i  -1-  sin  4  ?  sin2  -  J , 

dans  une  direction  qui  fait  avec  l'axe  des  x  l'angle  9, 

q  sin 8  =  6?cosR  =  a  cos  -, 
7  2 

gr  cos6  =  #■  -+-  tffsinR. 

Les  composantes  x'  et  y2  reproduisent  une  vibration  rectiligne 
d'amplitude/?, 

/>2  =  a- 1  i  —  sin4<p  sin2  - 


y 


dont  l'angle  Q;  avec  l'axe  des  x  donne 

p  cos  6'=  (/cosR  =  a  cos  -  ? 
r  2 

q  sin  6'  =  g  —  d  sin  R. 

Les  axes  A  et  B  de  la  vibration  elliptique  résultante  sont  déter- 
minés par  les  équations 

.  ,  /sin2cp  \    .     o 

A  —  d  H-  g  —  a\     .    TAr  -h  cos  2  ©    sin  -  ? 

(34)  VsmR      ,;  : 

D        ,  /sin2cp  \    .    8 

B  =  d  —  g  =  a[     .      *  —  cos 2 cp     sin  -  ? 
sinR  T  /        2 


2j6  CHAPITRE    IV. 

011 


(35) 


cos 2  9  sin  8 \  /         sin/io    .   Oo 

A2=  a"-  (  H ^-u —  )  =  a*  (  i  +  -r-^-  sin2  - 

cosR       /  V  sinR  2 


cos2cd    .      \  /  sin  4® 

-±-  sin  o  )  =  a2[  i r-^-  _ 

cosR  /  V  sinR  2 


—  a-[  i  —        ^~  sin  o  )  =  a-  f  i  —     T^J  sin 


Cette  vibration  est  droite  ou  gauche  suivant  que  A  et  B  sont  de 
même  signe  ou  de  signes  contraires. 

Enfin,  pour  obtenir  les  amplitudes  A  et  B  des  composantes  rec- 
tangulaires parallèles  à  deux  nouveaux  axes  rectangulaires  OÇ  et 
Ov)  {fig.  77),  dont  le  premier  fait  l'angle  1'  avec  l'axe  Ox,  nous 
remarquerons  que  la  résultante  des  vibrations  p1  et  q"  qui  ont  la 
même  phase  et  celle  des  vibrations  q'  et  —  p"  sont  conjuguées, 
ce  qui  donne 

A2=  [p'  cosir—  q"  sin  (ï—  R)]2  +  [q'  cos(/'—  R)  4- p"  sin/']2. 

Remplaçant  les  amplitudes  p'  et  p" ',  q'  et  q''  par  leurs  valeurs 
(33),  il  en  résulte 


(36) 


A2  =  a~\  1  —  cos  2  ce sino     , 

cosR 

\5l  —  a2\  1  4-  cos  2  co sin  0     . 

cos  R 


Ce  sont  les  expressions  trouvées  plus  haut  (  174),  sauf  la  substi- 
tution de  l'angle  i!  à  l'angle  i,  pour  les  composantes  circulaires 
gauche  et  droite  d'une  vibration  primitive  rectiiigne. 

177.  Retour  des  j-aj'ons.  —  Une  vibration  elliptique  quel- 
conque E  peut  être  représentée  par  les  équations 

(  x  —  a  sinto£, 
E  . 

[  y  —  b  sin  (to£  —  S). 

Si  la  vibration  conserve  la  même  forme  dans  l'espace  et  que  la 
lumière  se  propage  dans  la  direction  opposée,  à  la  condition  que 
le  mouvement  sur  la  trajectoire  conserve  le  même  sens  pour  l'ob- 
servateur, il  est  clair  que  l'on  obtiendra  les  composantes  de  la 
nouvelle  vibration  apparente  E',  rapportée  aux  mêmes  axes  x  et 
y,  en  changeant  le  signe  de  t.  L'ellipse 

(   x  =  —  asinoit, 
E' 

(    y  —  — &sin(&)£ -f- 0) 
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paraît,   pour  l'observateur  qui  reçoit  la  lumière,   symétrique  de 
l'ellipse  E  par  rapport  aux  axes. 

Supposons  que  l'une  des  composantes  y  de  la  vibration  E 
éprouve  encore  une  perte  de  phase  Sl?  cette  vibration  devient 

[  se  —  a  s'mcxit, 

i  l 

I   y  z~  b  sin  ( to  t  —  o  —  8j  ). 

Si  la  vibration  E,  se  propage  dans  la  direction  opposée,  en  con- 
servant la  même  forme  dans  l'espace  et  le  même  sens  pour  l'ob- 
servateur, elle  a  pour  équations 

(  x  —  —  a  sin  w  t. 

e;!  . 

(   y=.—  b  sin(to£  -f-  o  ■+-  Bx). 

En  donnant  à  la  composante  y  de  cette  nouvelle  vibration  E', 
la  même  perte  de  phase  8M  elle  devient 


E, 


x  —  —  a  sin  w  t, 

y  = —  6sin(to£  +  8). 


La  vibration  E2  n'est  autre  que  la  vibration  E' ;  elle  est  donc 
identique  à  la  vibration  E. 

Ainsi,  lorsque,  dans  un  phénomène  d'Optique,  la  vibration  ellip- 
tique E  a  été  transformée  en  une  vibration  Ej  par  une  perte  de 
phase  S,  sur  une  des  composantes,  si  l'on  fait  propager  la  vibra- 
tion E<  dans  la  direction  opposée  en  lui  conservant  le  même  sens 
pour  l'observateur,  la  perte  de  phase  o^  rétablira  la  vibration  pri- 
mitive, avec  le  même  sens  apparent. 

En  particulier,  si  la  vibration  primitive  E,  étant  rectiligne,  fait 
l'angle  i  avec  l'axe  des  x,  et  que  la  vibration  finale  soit  aussi  rec- 
tiligne et  fasse  l'angle  iK  avec  le  même  axe,  les  azimuts  apparents 
des  deux  vibrations  sont  respectivement  -f-  i  et  -f-  iA.  La  dernière 
vibration,  se  propageant  en  sens  opposé,  sera  pour  l'observateur 
dans  l'azimut  — ^,  symétrique  du  dernier,  et  elle  reproduira  la 
vibration  primitive   dans  l'azimut  apparent  —  i. 

Si  la  vibration  primitive  E,  étant  circulaire,  se  transforme  par  la 
perte  de  phase  ô,  en  une  vibration  circulaire  droite  ou  gauche,  la 
marche  de  la  lumière  en  sens  opposé  transformera  une  vibration 
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circulaire  droite  ou  gauche  en  une  vibration  circulaire  de  même 
sens  apparent  et,  par  suite  identique,  à  la  première  E. 

La  réciprocité  n'existe  plus,  d'une  manière  générale,  quand  les 
amplitudes  a  et  b  sont  affaiblies  en  même  temps  que  se  produit  la 
perte  de  phase.  En  effet,  Ja  vibration  primitive  E  donne,  dans  le 
premier  cas,  la  vibration 

(   x  =  a  a  sin  u>t, 

(  y -—  (36sin(co£ — o —  oj), 

qui,  en  se  propageant  dans  la  direction  opposée,  a  pour  équations 
x  —--  —  a  a  sinto  t, 


M   /  =  —  P&sin(w£-+-  o  -h  Oj). 


tudes,  donne  la  vibration 


La  perte  de  phase  o,,  avec  un  nouvel  affaiblissement  des  ampli- 
rat 

E,  , 

\   /  — —  ^b  sin(w£  -\-  o). 

Cette  dernière  n'est  semblable  à  la  vibration  proposée  E  que  si 
J'onaa2=(ïi2,  c'est-à-dire  si  les  deux  composantes  sont  égale- 
ment affaiblies. 

178.  —  La  même  propriété  s'applique  au  cas  où  le  retard  se  pro- 
duit sur  l'une  de  deux  vibrations  elliptiques  conjuguées,  pourvu 
que  ce  retard  soit  indépendant  du  sens  de  la  propagation. 

En  effet,  considérons  d'abord  une  vibration  rectiligne  (  173) 

(»3)  ' 

(  y  —  o  sin  bit. 

Les  vibrations  elliptiques  conjuguées  équivalentes,  après  que  la 
seconde  a  subi  la  perte  de  phase  o,  sont 


ixt-=z         at  sin  (<*>/ -h  o^). 
i        •    t 
yx  —       kdi  sin  I  co  t  ~h  aj  H 


(37) 


x2=       kb2  sin  (oo£  -+-  a2 —  S), 


E.  <  / 

F^         )  y2  —  —     b2  sin  l 


71 
(x>  t  -+-  a,  —  0  -h  - 
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les   quatre   inconnues  «,,  b2:  a(  et  a2  étant  déterminées   par  les 
équations  (a5). 

Si  l'on  fait  propager  la  vibration  résultante  dans  la  direction 
opposée,  en  conservant  sa  forme  dans  l'espace  et  le  même  sens 
apparent,  il  suffit  de  remplacer  les  vibrations  elliptiques  compo- 
santes E,  et  E2  par  les  vibrations 


(87)' 


Î'  3?!  =  —    a{  sin  (tau  —  a,), 
,            .       /                                 71  \ 
yx  =  —  kax  sin  lut  —  a1 I 

?,  =  —  /v  6,  sin   (  '  u>  t  —  a,  -+-  o  ) , 


\E'2     <                                              .       /                                                   7T 
f   j'2  =  -h     62  sin  I  u>  t  —  a2  -f-  o 


Les  vibrations  E',  et  E'2  ont  respectivement  le  même  sens  appa- 
rent et  la  même  forme  dans  l'espace  que  les  vibrations  primitives 
E<  et  Eo  dont  elles  proviennent. 

La  seconde  vibration  elliptique  E'2  éprouvant  au  retour  la  même 
perte  de  phase  o,  on  peut,  après  cette  nouvelle  transformation,  les 
représenter  par  les  équations 


E"< 

.#!== —    a{  sin  (tôt  —  aj), 

e,  ! 

yx  =  -h  kax  cos  (  w  t  —  at  )  ; 

e; 

(  x2  — — kb.2  sin  (tôt  —  a2), 

(  J'2  —  —     b2cos(iût  —  a2). 

Comparant  avec  les  équations  (24),  on  voit  qu'elles  n'en  diffè- 
rent que  par  le  changement  de  signe  de  t.  Les  vibrations  E",  et  E2 
ont  donc  une  résultante  rectiligne 

[  x  —  —  a  sinco£, 
(a3)'  ' 

(  y  —  —  b  sinto£, 

qui  n'est  autre  que  la  vibration  primitive  (a3). 

Il  en  sera  de  même  pour  les  deux  composantes  d'une  vibration 
quelconque.  On  retrouvera  la  vibration  primitive,  avec  le  même 
sens  apparent,  si  l'on  fait  propager  la  vibration  finale  dans  une 
direction  opposée  avec  le  même  sens  apparent. 

On  suppose  toutefois  que  les  deux  composantes  elliptiques  ne 
sont  pas  affaiblies  ou  qu'elles  le  sont  dans  le  même  rapport. 
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179.  —  Si  le  retard  ne  dépend  que  du  sens  absolu  des  vibrations, 
comme  il  arrive  dans  les  phénomènes  de  pouvoir  rotatoire  ma- 
gnétique, on  conservera  aux  vibrations  E'f  et  E!,  le  même  sens 
absolu,  comme  si  elles  s'étaient  réfléchies  normalement  sur  un 
miroir  plan,  et  elles  seront  représentées  par  les  équations  (37). 

La  nouvelle  perte  de  phase  portant  sur  la  vibration  E!,,  on  aura 

\E'; 


xx  — 

at  sin(w£  -1-  at), 

fl  = 

kax  cos(w£  4-  a.x  ); 

Xi  — 

kb2  sin  (oit  -\-  a 2  — 

20) 

J2  = - 

-     62cos(to£ -h  a2  — 

28) 

Dans  ce  cas,  le  résultat  est  le  même  que  si  la  composante  ellip- 
tique gauche  de  la  vibration  primitive  avait  éprouvé  une  perte 
de  phase  double. 

En  faisant  subir  au  rayon  une  série  de  réflexions  normales  entre 
deux  passages  successifs  dans  le  système  producteur  des  retards, 
la  perte  de  phase  résultante  sera  proportionnelle  au  nombre  total 
des  passages. 

En  particulier,  si  la  vibration  primitive  est  rectiligne  et  que  les 
vibrations  elliptiques  conjuguées  soient  circulaires,  le  plan  de  vi- 
bration éprouvera  ainsi  une  rotation  proportionnelle  au  nombre 
des  passages. 
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180.  Diffraction  sur  V  axe  pour  des  ouvertures  circulaires. 
—  Nous  avons  déjà  établi  directement,  par  des  considérations  géo- 
métriques, les  principales  propriétés  de  la  lumière  diflfractée  par 
une  fente  étroite  ou  par  un  écran  à  bords  rectilignes  parallèles. 
La  même  méthode  permet  de  trouver  la  position  des  maxima  et 
des  minima  de  lumière  sur  l'axe  d'un  système  d'ouvertures  à  bords 
circulaires. 

Supposons  que  la  lumière  émanant  d'un  point  O  (Jig-  78)  tombe 


sur  un  écran  E  qui  laisse  une  ouverture  circulaire  BB'  dont  le  centre 
A  est  situé  sur  la  perpendiculaire  OA  au  plan  de  l'écran. 

Prenant  pour  plan  de  figure  un  plan  passant  par  la  droite  OA, 
appelons  s  Tare  AB  de  la  circonférence  d'intersection  par  ce  plan 
de  l'onde  S  qui  touche  l'écran.  L'état  vibratoire,  en  un  point  P  de 
l'axe,  situé  du  côté  vers  lequel  se  propage  la  lumière,  dépend  du 
nombre  de  zones  élémentaires  qui  existent  dans  la  surface  libre  de 
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l'onde,  ou  du  nombre  des  arcs  élémentaires  compris  dans  l'arc  s. 
Tant  que  ce  nombre  est  assez  petit  pour  que  les  vibrations  qu'elles 
produisent  en  P  soient  sensiblement  égales  et  de  signes  contraires, 
la  vibration  résultante  est  nulle  s'il  existe  dans  l'arc  s  un  nombre 
pair  d'arcs  élémentaires,  puisque  les  zones  successives  interfèrent 
deux  à  deux.  La  vibration  passe,  au  contraire,  par  un  maximum  si 
ce  nombre  est  impair  et  l'action  se  réduit  à  celle  de  la  première 
zone;  l'amplitude  est  alors  double  et,  par  suite,  l'intensité  qua- 
druple de  celles  qui  correspondent  à  l'onde  entière,  puisque 
celle-ci  équivaut  à  la  moitié  seulement  de  la  première  zone.  En 
déplaçant  le  point  P  sur  le  prolongement  de  la  droite  OA,  on 
rencontrera  donc  une  série  de  minima  nuls  et  de  maxima  d'inten- 
sité quadruple  de  celle  qui  existerait  sans  écran. 

En  appelant  R  le  rayon  OA  de  l'onde,  0  l'angle  qui  correspond 
à  l'arc  s,  b  et  p  les  distances  AP  et  BP,  on  a,  dans  le  triangle  POB, 

p2  =  (  b  4-  R  )2  -h  R2  —  2  (  b  h-  R )  R  cos 0. 

02 
L'angle  9  restant  très  petit,  on  peut  remplacer  cos 9  par  i , 

R9  par  s  et  p  +  b  par  26,  ce  qui  donne 

p2  —  &«=(&  +  R)R62r=  ^g^*"» 

Les  minima  et  les  maxima  correspondent  respectivement  aux 
cas  où  le  retard  A  est  un  nombre  pair  ou  impair  de  demi-longueurs 
d'onde,  ce  qui  donne,  pour  les  maxima, 

1         1  \   ,  .  1  Xi 

et,  pour  les  minima, 

1         A   ,        ,  ,.  1  Xi 

Ti      52  =  (2/?  +  l)X,  —  (2/7  +  1)  -2   -   rr- 


b    '    IV      ~~x   r        '    '  b  ~K   r        's1       R 

Avec  une  même  ouverture,  l'inverse  de  la  distance  b  varie  donc 
comme  la  suite  des  nombres  pairs  pour  les  minima  et  comme  la 
suite  des  nombres  impairs  pour  les  maxima. 

Le    phénomène   est  très    net    quand    on  emploie  une   lumière 
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homogène,  celle  que  laisse  passer  un  verre  ronge  par  exemple  : 
on  aperçoit  sur  la  tache  lumineuse  circulaire  qui  correspond  à 
l'éclairemcnt  général  de  l'ouverture  une  série  d'anneaux  concen- 
triques alternativement  brillants  et  obscurs;  le  centre  paraît  un 
trou  noir  ou  son  intensité  est  maximum  quand  la  distance  b  satis- 
fait à  l'une  des  conditions  précédentes  ('). 

Quand  on  se  sert  de  lumière  blanche,  l'intensité  en  chaque 
point  varie  d'une  couleur  à  l'autre  et  l'on  observe  des  colorations 
très  vives  analogues  à  celles  des  premières  franges  d'interférence 
à  centre  noir,  puisque  l'intensité  est  nulle  pour  o  =  o. 

181.  Ecrans  circulaires.  —  Si  l'on  remplace  l'ouverture  BB' 
par  un  écran  qui  laisse  libre  le  reste  de  l'onde,  on  peut  encore,  à 
partir  du  bord  B  de  l'écran,  décomposer  l'onde  S  en  une  suite  de 
zones  élémentaires,  et  le  raisonnement  général  (24)  montre  que 
l'onde  entière  restée  libre  exerce  en  P  la  même  action  que  la 
moitié  de  la  première  zone  élémentaire.  La  vibration  au  point  P 
est  donc  la  même  que  si  l'écran  n'existait  pas,  en  tant  du  moins 
que  cet  écran  n'intercepte  que  les  zones  comprises  dans  la  partie 
efficace  de  l'onde.  Poisson  avait  signalé  cette  conséquence  curieuse 
qu'Àrago  (2)  a  vérifiée  aussitôt  sur  l'ombre  d'un  écran  de  2mm  de 
diamètre.  On  observe,  en  effet,  avec  la  lumière  blanche,  une  série 
d'anneaux  dont  le  centre  est  toujours  blanc  et  de  même  intensité 
que  si  l'écran  n'existait  pas;  les  anneaux  sont  plus  nets  avec  une 
lumière  homogène. 

182.  Ecran  partiel.  —  Si  l'écran  a  la  forme  d'un  anneau  dont 
les  rayons  intérieur  et  extérieur  s  et  s'  sont 

il  interceptera  la  deuxième  zone  élémentaire.  La  vibration  pro- 
duite au  point  P  résulte  alors  de  l'action  de  la  première  zone 
tout  entière  et  de  la  moitié  de  la  troisième  ;  l'amplitude  est  2  -j-  i , 


(1)  Fresxel,  Œuvres,  t.  I,  p.  305. 
(a)  Fresxel,  Œuvres,  t.  I,  p.  3G9, 
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ou  trois  fois,  et  l'intensité  (2  -h  i)2,  ou  neuf  fois,  celles  qui  cor- 
respondraient à  l'onde  entière. 

De  même,  en  supprimant  par  des  écrans  la  deuxième  et  la  qua- 
trième zone  élémentaire,  l'intensité  serait  (4  +  1)2  =  ^5  fois  l'in- 
tensité relative  à  l'onde  entière,  et  ainsi  de  suite. 

Les  dimensions  de  l'écran  qui  supprime  la  deuxième  zone  se 
calculent  aisément.  Si  la  source  est  très  éloignée,  on  peut  faire 
R  z=  00,  ce  qui  donne 

s2  -~  b\         et         s'2—  2  b\\ 

j  mm 

en  prenant  b  =  im  =-  2000™'"  et  1= -par  exemple,   les   dia- 

r  2000  l  l 

mètres  des  cercles  qui  limitent  l'écran  annulaire  sont 

25  —  2mm  et  2S'—  2mm. 

Cette  expérience  remarquable  a  été  aussi  réalisée  par  Billet  ('), 
qui  l'attribue  à  Fresnel. 

1 83.  Expérience  d'Arago.  —  L'expérience  des  ouvertures 
circulaires  a  été  reproduite  par  Arago  (2),  sous  une  autre  forme, 
en  observant  en  dehors  du  plan  focal  l'image  d'une  étoile  fournie 
par  une  lunette  ou  un  télescope.  L'onde  qui  émane  de  l'objectif 
est  alors  une  surface  sphérique  ayant  pour  centre  le  foyer  prin- 
cipal O  {fig.  79),  à  la  distance  R  de  l'objectif,  et  elle  est  limitée 
par  le  bord  de  l'ouverture. 

Pour  obtenir  la  différence  de  marche  au  point  P  des  vibrations 
qui  proviennent  du  pôle  A  et  du  bord  B  de  l'ouverture,  il  suffit, 
dans  les  expressions  qui  précèdent,  de  remplacer  R  par  —  R,  ce 
qui  donne,  en  appelant  d  la  distance  PO  =  R  —  b, 

.     R-& 2       d    2 

26R        -  2ÔR     * 

Il  est  à  remarquer,  dans  le  cas  actuel,  que  la  valeur  de  A  est 
nulle  pour  d=  o,  puisqu'en  effet  les  rayons  sont  concordants  au 


(')  Billet,  Traité  d'Optique,  t.  I,  p.  n>4;  i85S. 

(2)  Arago,  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  [2],  t.  XXVI,  p.  $3i;  182/]. 
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foyer   principal  O.   La  distance  dK    qui   correspond   au  premier 
minimum  nul  est 


di  =  -T-  l 


(!> 


Si  l'on  prend  pour  \  la  valeur  relative  à  la  couleur  la  plus  im- 
portante du  spectre,  l'intensité  sera  sensiblement  nulle  pour 
toutes  les  autres  et  donnera  un  minimum  absolu.  La  même  chose 
a  lieu  quand  le  point  P  est  situé  au  delà  du  foyer;  il  suffît  de 
changer  le  signe  de  cl  ou  de  A. 

Fig-  79- 


Quand  on  enfonce  ou  qu'on  retire  l'oculaire  d'un  instrument 
qui  vise  une  étoile,  de  manière  à  observer  les  points  situés  en  deçà 
ou  au  delà  du  plan  focal,  on  aperçoit  dans  chaque  cas  une  série 
d'anneaux  concentriques  circulaires  dont  le  centre  montre  une 
succession  de  maxima  et  de  minima  de  plus  en  plus  colorés,  à 
mesure  qu'on  s'écarte  du  foyer. 

La  distance  dK  du  premier  minimum  et,  plus  généralement,  la 
distance  du  point  où  se  produit  un  phénomène  de  nature  déter- 
minée, est  en  raison  inverse  de  s2,  c'est-à-dire  de  la  surlace  de 
l'objectif,  ou  plus  exactement  en  raison  inverse  du  carré  de  l'oU- 
verture  angulaire  ~  de  l'objectif.  Aussi  les  minima  se  distinguent 

difficilement  quand  on  laisse  libre  toute  la  surface  de  l'objectif, 
et  il  est  plus  avantageux  de  la  diaphragmer  par  un  écran  percé 
d'une  ouverture  centrale  circulaire.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  que 
la  distance  di  du  premier  minimum  soit  de  icm  =  iomm,  il  faudra 
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le  diamètre  de  l'ouverture  doit  être  alors  le  ~  de  la  longueur 
focale  de  l'instrument. 

Si,  au  contraire,  on  couvre  le  milieu  de  l'objectif  par  un  écran 
circulaire,  la  vibration  en  un  point  P,  situé  à  une  distance  notable 
du  foyer,  ne  dépend  encore  que  de  la  moitié  de  la  première  zone 
élémentaire  à  partir  du  bord  de  l'écran. 

Dans  ce  cas,  le  centre  des  anneaux  observés  est  toujours  brillant, 
et  son  intensité  est  indépendante  de  la  distance  à  laquelle  on  se 
trouve  de  l'objectif,  à  la  condition  toutefois  que  l'écran  reste 
toujours  dans  la  zone  efficace  relative  au  point  considéré. 

184.  Formules  générales.  —  La  détermination  des  phéno- 
mènes de  diffraction  en  dehors  de  Paxe  des  écrans  circulaires,  et 
surtout  pour  des  ouvertures  de  forme  différente,  ne  peut  plus 
être  abordée  par  des  considérations  élémentaires. 

Soient  S  {fig-  8o)  une  surface  d'onde  quelconque,  partiellement 
interrompue  par  des  écrans,  P  un  point  situé  du  côté  vers  lequel 
a  lieu  la  propagation,  A  le  pôle  du  point  P,  b  la   distance  AP. 

Fig.  8o. 


asinto£  la  composante  parallèle  à  l'axe  des  x  de  la  vibration  sur 
l'onde  au  voisinage  du  point  A,  et  appliquons  à  cette  onde  le 
principe  d'Huygens  en  considérant  chacun  de  ses  points  comme 
un  centre  d'ébranlement. 

L'élément  dx  de  la   vibration  (')   au  point  P  produit  par  un 


(')  Pour  abréger  le  discours  et  quand  il  ne  peut  exister  aucune  équivoque, 
nous  appellerons  souvent  vibration  la  projection  delà  vibration  réelle  sur  un  axe 
déterminé. 
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élément  dS  de  la  surface  libre  situé  en  M  à  la   dislance   p,  peut 
être  représenté  par  une  expression  de  la  forme 

\xd$              (                         2Ttp\ 
dx        —. —  J  sin  I  w  l  H-  a —     , 

dans  laquelle  jjl  et  a  sont  des  constantes. 

En  effet,  l'amplitude  de  la  vibration,  toutes  clioses  égales,  est 
proportionnelle  à  l'étendue  dS  de  la  surface  agissante  et  en  raison 
inverse  de  la  distance  p. 

Le  facteur/ est  une  fonction  inconnue  des  coordonnées  du  point 
M,  qu'on  fera  égale  à  l'unité  pour  tous  les  points  voisins  du  pôle 
et  qui  tend  vers  zéro  à  mesure  que  le  point  M  s'éloigne  du  pôle. 

Cette  diminution,  lente  d'abord,  puis  rapide,  de  la  fonction  f 
tient  d'abord  à  ce  qu'on  a  remplacé  au  dénominateur  de  l'ampli- 
tude la  distance  réelle  p  par  la  valeur  plus  petite  6,  puis  à  l'affai- 
blissement des  vibrations  transmises  à  mesure  que  l'inclinaison 
de  la  direction  p  sur  la  normale  à  l'onde  augmente,  enfin  et  sur- 
tout au  défaut  progressif  de  concordance  des  vibrations  sur  l'onde 
elle-même. 

D'autre  part,  l'angle  a  est  le  changement  de  phase  inconnu  que 
Ton  doit  admettre  en  appliquante  principe  d'Huygens. 

En  remplaçant  p  par  b  +  p  —  b  et  posant 


b  .  P-b 

[J  —  2  71  —  >  0  =  2  TZ 


on  peut  écrire 


A  X 


'A 

dx  =  —  f  dS  sin  (  w  t  -+-  a  —  [3  —  o  ) , 


et  la  vibration  résultante  s'obtiendra  en  intégrant  cette  expression 
pour  toute  l'étendue  de  la  surface  de  l'onde  laissée  libre  par  les 
écrans. 

tj(_ 
(  i  )      x  ■=.  ~  ff  dS  sin  (  w  t ■  4-  a  —  jj  —  S  )  =  A  sin  (  w  t  -4-  a  —  t3  —  cp  ). 

Si  l'on  met  en  facteurs,  dans  ces  deux  expressions  de  x,   les 
sinus  et  cosinus  de  l'arc  (w/  4-  a —  (3)  et  que  l'on  pose 

j   F  r=//rfSsin8, 
(  G  =  ffdS  coso, 
M.—  I. 
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les  quantités  A  et  cp  qui  définissent  la  vibration  résultante  ont 
pour  valeurs  (154) 

'  À«=g(F»  +  G»), 


(3) 


tang<p=  ^ 


On  voit  d'abord  que,  si  le  point  P  est  une  source  de  lumière  et 
qu'on  observe  le  phénomène  au  centre  O  de  la  surface  S  supposée 
sphérique,  la  différence  de  marche  relative  à  chacun  des  rayons 
PA1  ne  change  pas;  le  phénomène  produit  au  point  O  est  donc  de 
même  nature  que  celui  du  point  P  dans  le  premier  cas.  C'est 
l'extension  du  principe  général  du  retour  des  rayons  (53)  aux 
phénomènes  de  diffraction. 

185.  Détermination  des  constantes.  —  Nous  utiliserons  d'abord 
ce  mode  de  raisonnement  pour  déterminer  les  constantes  [a  et  a, 
en  appliquant  le  calcul  à  une  onde  sphérique  entière. 

Si  l'on  pose 

les  différences  de  marche  A  et  de  phase  o,  par  rapport  au  pôle, 
pour  un  point  M  situé  à  la  distance  s,  comptée  sur  l'arc  de  grand 
cercle,  sont  (180) 

X  A  7T 

A=7/i252,  O  =  2  7TT   =  —  £2S2. 

4  A  2 

D'autre  part,  en  appelant  S  l'étendue  de  la  calotte  qui  corres- 
pond à  l'arc  s,  on  a  sensiblement,  au  moins  pour  les  premières 
zones, 

S  =  tzs'2 ,         dS  =  7i  d.  s-  =z  -.-  do. 

Pour  tenir  compte  de  l'erreur  que  l'on  commet  ainsi  dans  l'éva- 
luation des  zones  éloignées  et  de  toutes  les  causes  d'affaiblissement 
progressif  des  vibrations  produites  en  P  par  les  zones  successives, 
on  remplacera  le  facteur  f  par  une  fonction  arbitraire  de  l'arc  s, 
ou  de  l'angle  o,  soumise  à  la  condition  qu'elle  soit  égale  à  l'unité 
pour  o  =  o  et  diminue  lentement  d'abord,  puis  d'une  manière 
plus  rapide,  à  mesure  que  la  différence  de  phase  8  va  croissant. 
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On  représentera  ainsi  l'action  lentement  décroissante  des  pre- 
mières zones  et  l'on  remplacera  celles  des  zones  éloignées,  qui 
sont  très  petites,  par  d'autres  quantités  également  très  petites.  Au 
point  de  vue  physique,  l'intégration  devrait  être  étendue  depuis 
8  =  0  jusqu'à  la  valeur  de  8  ou  de  l'arc  s  définie  par  la  portion  de 
l'onde  visible  du  point  P,  c'est-à-dire  par  le  point  de  contact  de 
la  tangente  menée  de  ce  point  à  la  surface  de  l'onde  ;  mais,  comme 
les  éléments  de  l'intégrale  diminuent  très  rapidement  par  les  va- 
riations du  facteur/,  il  sera  permis  de  faire  l'intégration  entre  les 
limites  8  =  0  et  8  =  00,  puisque  les  termes  ainsi  ajoutés  pour 
simplifier  le  calcul  sont  négligeables. 

En  prenant  l'expression 

qui  satisfait  à  la  condition  indiquée  quand  le  facteur  £  est  positif 
et  très  petit,  les  intégrales  F  et  G  deviennent 


s5  sino  do 


/c2   1  -+-  S2 


e~eù  coso  do  = 


A"2     I-J-E2 


par  suite,  en  appelant  a0  l'amplitude  correspondante, 


T  9        4  (a2       1 

tang<?=-,  a-^-—- 


0        kkb*  h-e2 
2  \x 

Wb 


T.  2  \X 

-y  a0  = 


Gomme  la  phase  de  la  vibration  au  point  P,  en  l'absence  de 
tout  écran,  est  simplement  tôt  —  (3,  il  en  résulte 


Cette  condition  montre  que,  pour  appliquer  le  principe  d'Hu\- 
gens  en  considérant  chacun  des  points  comme  un  centre  d'ébran- 
lement, il  faut  ajouter  à  la  phase  réelle  de  vibration  sur  l'onde  une 

quantité  constante  -  qui  équivaut  à  une  avance  de  marche  d'un 

quart  de  longueur  d'onde. 


26o  CHAPITRE    V. 

Comme  on  a,  d'aulre  part  (17), 

R+è  , /i  ,  kn 

l  en  résulte 


a  =  «,-r  =  «,ij  +  jj=«,JT, 


k'-b  a 

Le  facteur  \k  représente  l'amplitude  de  la  vibration  produite  à 
l'unité  de  distance  par  l'unité  de  surface  de  l'onde  S. 

Si  la  distance  b  du  point  P  au  pôle  de  l'onde  est  au  contraire 
un  maximum,  ce  qui  aurait  lieu  pour  une  onde  sphérique  concave 
lorsque  le  point  P  est  situé  au  delà  du  centre  de  courbure,  le 
retard  relatif  aux  points  A  et  M  change  de  signe. 

En  posant 

»=x(h-ï>     •=;*'. 

on  a  alors 

x  •=.  j  ff  dS  sin  (  w  t  h-  a  —  fi  +  8  )  —  A  sin  (  u>  £  ,4-  a  —  p  4-  <p ). 
Les  mêmes  calculs  que  précédemment  donnent  encore 

7t  2  u 

'=■5'       K  =  Tïb- 

Lorsqu'il  s'agit  de  vibrations  transversales,  deux  points  de 
l'onde  situés  de  part  et  d'autre  du  centre  sont  dans  le  même  état 
vibratoire;  il  en  résulte 

a  -h  cp  =  o, 

b-n         (i      i\         hn      . 

ou 


7T  « 

a  rrr ,  a  =z  -  • 

2  A 

L'application  du  principe  d'Huygens  exige  alors  que  la  phase 
de   chacun    des   points  de  l'onde,    considéré   comme   un  centre 

d'ébranlement,  soit  en  retard  de  -  sur  celle  de  la  vibration  réelle. 

7  2 

La  valeur  de  la  constante  ^  est  la  même  dans  les  deux  cas. 

Enfin,   si  l'onde  S   n'est  pas   sphérique,   il  suffit  de  compter 
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Tare  s  sur  la  diagonale  du  parallélogramme  des  axes  de  l'ellipse 
qui  correspond  à  la  même  différence  de  marche  A.  Toutes  ces 
ellipses  sont  semblables,  au  moins  pour  les  premières  zones,  et  le 
calcul  reste  le  même. 

Le  calcul  de  la  vibration  relative  à  l'interposition  d'écrans  de 
forme  quelconque  présenterait  de  grandes  difficultés-,  nous  exa- 
minerons ce  problème  dans  des  cas  plus  simples  et  plus  utiles. 

186.  Cas  des  écrans  circulaires.  —  Lorsqu'une  onde  sphé- 
rique  est  couverte  par  un  système  d'écrans  circulaires  concen- 
triques au  pôle  A  et  que  les  portions  libres  restent  comprises 
dans  l'onde  efficace  relative  au  point  P,  on  peut  faire  /=  i. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  de  dx  s'intègre  facilement  et  la  vibration 
a  pour  expression 

2»  2  IX 

x  =  -ri-?  fsinloit  4-  a  —  6  —  o)do  =  -~r  ("cos(co£  -+-  a  —  3  —  o)l, 
k-bJ  k2bL 

le  dernier  membre  devant  être  pris  entre  les  limites  des  arcs  qui 
correspondent  aux  zones  laissées  libres  par  les  écrans. 

Si  l'ouverture  est  un  anneau  circulaire  limité  aux  arcs  s,  et  s2 
qui  donnent  des  différences  de  phase  o,  et  o2,  on  a 

4 (a    .    8,  —  8j    .    /  0,4-1 

x  =  777  sin sin    co  t  4-  a  —  B 

k%b  i  \  i 

La  phase  de  la  vibration  résultante  est  identique  à  celle  qui 
serait  produite  par  le  point  de  l'arc  dont  la  distance  au  point  P 
est  la  moyenne  des  distances  des  deux  bords  de  l'ouverture. 

L'amplitude  de  la  vibration  est  nulle  quand  on  a 

o2  —  8j  —  ipn 
et  maximum  pour 

o2  —  8,  —  (2p  4-  i)tt, 

c'est-à-dire  quand  la  différence  de  marche  correspondante  est 
égale  à  un  nombre  pair  et  impair  de  demi-longueurs  d'onde,  comme 
on  l'a  vu  directement  (180). 

En  remplaçant  [/.  et  À2  par  leurs  valeurs,  l'amplitude  de  la  vi- 
bration est  alors 

.    o,  —  o,  2R         .    0.,  —  8, 

2a0  sin  — — —  a  sin  — 

2  b  4- 1  v  2 
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Pour  une  ouverture  circulaire,  on  fera  ô,  =  o  et  o2  =  0.  L'in- 
tensité de  la  lumière  résultante  (150),  avec  une  source  non  homo- 
gène, est  donc  proportionnelle  à 

Sw2sin2-  =  Su2sin2-  (  -  +  -r)\-9 
2  2 \b        K/  A 

et  les  teintes  varient  suivant  la  même  loi  que  pour  les  franges 
d'interférence  à  centre  noir. 

En  appliquant  la  règle  de  Newton  (146)  au  calcul  des  teintes, 
Fresnel  a  trouvé,  entre  l'observation  et  la  théorie,  un  accord  aussi 
complet  que  le  comporte  l'exactitude  de  cette  règle  ('). 

187.  Ecrans  complémentaires  (2).  —  Supposons  qu'une  onde 
soit  interceptée  par  un  écran  qui  découvre  une  étendue  E  de  la 
surface  et  que,  sur  cette  portion  restée  libre,  on  applique  alterna- 
tivement deux  systèmes  d'écrans  qui  en  découvrent  des  étendues 
E,  et  E2,  telles  qu'en  passant  de  l'un  à  l'autre  les  vides  soient 
remplacés  par  des  pleins  et  les  pleins  par  des  vides;  ces  deux 
systèmes  d'écrans  sont  complémentaires  par  rapport  à  la  surface 
E  et  l'on  a  évidemment 

E=E1  +  E2. 

Si  l'on  représente  par  x,  xK  et  x-2  les  vibrations  produites  en 
un  point  quelconque  P  respectivement  par  les  surfaces  E,  E,  et 
E2,  il  est  clair  que 

x  ■=.  xx  -\-  x2, 

puisque  la  vibration  due  à  la  surface  E  est  la  somme  algébrique 
des  vibrations  dues  aux  deux  parties  E,  et  E2  qui  la  constituent, 
et  l'une  quelconque  des  vibrations  pourra  être  déduite  des  deux 
autres  par  la  règle  ordinaire. 

Si  l'on  connaît,  par  exemple,  la  vibration  x  due  à  la  surface  E 
et  qu'on  ait  calculé  la  vibration  xK  produite  quand  on  y  ajoute  le 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  371. 

(2)   Babinet,    Comptes   rendus   de   l'Académie   des   Sciences,  t.  IV,  p.   638; 

i837. 
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premier  système  d'écrans  E,,   le  problème  sera   résolu   pour  le 
second  système  E2. 

Deux  cas  particuliers  sont  remarquables  : 

i°  L'étendue  E  comprend  Fonde  tout  entière.  Gomme  on  con- 
naît alors  la  vibration  x,  le  calcul  de  la  vibration  xK  relative  à  un 
système  d'écrans  donne  immédiatement  la  vibration  x2  relative  au 
système  d'écrans  complémentaires  par  rapport  à  l'onde  entière. 

11  en  est  de  même  si  le  point  P  est  situé  dans  l'espace  directe- 
ment éclairé  par  l'ouverture  E  et  très  loin  des  bords  de  l'ombre 
géométrique. 

>°  L'étendue  E  est  nulle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  point  P 
est  situé  très  avant  dans  l'ombre  géométrique  des  écrans  qui  la 
limitent,  de  façon  que  l'onde  efficace  relative  à  ce  point  soit  tota- 
lement interceptée.  On  a  alors  x  =  o  et,  par  suite, 

xx  4-  œ2  =  o. 

Les  vibrations  produites  au  point  P  par  deux  systèmes  d'écrans 
complémentaires  par  rapport  à  la  surface  restée  libre  sont  tou- 
jours égales  et  de  signes  contraires;  il  en  résulte  que  l'intensité 
est  la  même. 

Ainsi,  l'intensité  de  la  lumière  produite  par  un  écran  circulaire 
en  un  point  quelconque  très  éloigné  de  l'ombre  géométrique  est 
égale  à  celle  qui  correspond  à  une  ouverture  circulaire  de  mêmes 
dimensions. 

Ce  théorème  a  un  grand  nombre  d'applications;  on  peut  le 
vérifier  sur  les  cas  que  nous  avons  déjà  examinés  directement. 

Écrans  a  rords  rectilignes. 

188.  Division  d1  une  onde  en  fuseaux.  —  Lorsque  les  écrans 
sont  limités  par  des  bords  rectilignes,  il  est  utile  de  choisir  une 
autre  manière  de  diviser  l'onde  en  éléments. 

Soient  une  source  de  lumière  O  {fig.  81),  un  point  P,  et  considé- 
rons l'onde  sphérique  S  dans  une  de  ses  positions.  Menons  par  la 
droite  OP  un  plan  qui  coupe  l'onde  suivant  l'arc  de  grand  cercle 
SA,  dont  le  diamètre  est  DD'.  Par  deux  points  infiniment  voisins 
B  et  B'  de  l'arc  de  grand  cercle  AC,  perpendiculaire  au  premier, 
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menons  des  plans  DBD'  et  DB'D'  qui  limitent  la  surface  d'un 
fuseau  DBD'B';  enfin,  sur  l'arc  BD'  prenons  un  arc  élémentaire 
MM'  par  rapport  au  point  P,  c'est-à-dire  tel  que  la  différence  des 
chemins  M'P  —  MP  soit  d'une  demi-longueur  d'onde,  et  menons 
par  ces  points  des  arcs  de  grand  cercle  MN  et  M'N'  perpendicu- 
laires au  plan  DBD'.  Nous  aurons  ainsi  défini  un  rectangle  curvi- 
ligne M  NM'N'. 

Le  point  B  est  le  pôle  du  fuseau  pour  le  point  P.  En  partageant 

Fi! 


ce  fuseau,  à  partir  du  pôle,  en  rectangles  successifs  qui  correspon- 
dent aux  arcs  élémentaires  de  la  circonférence  BD',  il  est  clair  que 
les  vibrations  envoyées  au  point  P  par  ces  surfaces  élémentaires 
sont  alternativement  de  signes  contraires.  Les  aires  de  ces  surfaces 
vont  constamment  en  diminuant  à  partir  du  pôle,  parce  que  la 
base  MM'  et  la  hauteur  MN  diminuent  toutes  deux;  c'est  une  nou- 
velle raison  pour  que  les  vibrations  correspondantes  produites  au 
point  P  soient  rapidement  décroissantes.  Le  même  raisonnement 
que  plus  haut  (23)  montre  donc  a  fortiori  que  la  vibration  pro- 
duite en  P  par  le  fuseau  est  proportionnelle  à  celle  que  donnerait 
lare  BB',  sauf  une  différence  de  phase  qui  sera  la  même  pour  une 
série  de  fuseaux  voisins,  le  coefficient  de  proportionnalité  variant 
d'une  manière  continue  le  long  de  l'arc  AC. 

Le  grand  cercle  AG  est  appelé  souvent  Yéquateur  de  l'onde 
pour  le  point  P. 

Lorsque  la  surface  d'onde  n'est  pas  sphérique,  on  prendra 
comme  équateur  l'une  des  sections  principales  au  pôle  A;  les 
fuseaux  élémentaires  seront  déterminés  par  des  plans  perpendicu- 
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laires  à  l'équateur  et  l'action  de  chacun  d'eux  se  réduit  encore, 
dans  les  mêmes  conditions,  à  celle  de  l'arc  correspondant. 

Si  des  écrans  à  bords  rectilignes  parallèles  réduisent  une  onde 
sphérique  à  un  fuseau  d'ouverture  angulaire  finie,  limité  par  deux 
grands  cercles  perpendiculaires  à  Tare  AG  et  passant  par  les 
points  B0  et  Bn  la  vibration  en  P  est  proportionnelle,  sauf  une 
différence  de  phase,  à  celle  qui  serait  produite  par  les  différents 
points  de  l'arc  B0B<  d'équateur. 

Enfin,  en  divisant  cet  arc  B0B,  en  arcs  élémentaires  à  partir 
de  B0,  on  verrait  de  même  que  la  vibration  résultante  est  propor- 
tionnelle à  celle  du  pôle  B0  de  l'onde  restante,  avec  une  certaine 
différence  de  phase. 

Il  en  serait  de  même  pour  des  écrans  à  bords  rectilignes  paral- 
lèles à  l'une  des  sections  principales  de  la  surface  d'onde  au  voi- 
sinage du  pôle,  lorsqu'elle  n'est  pas  sphérique. 

Quand  on  réalise  l'expérience  d'Young  (123)  avec  deux  fentes 
parallèles,  l'action  de  chacune  d'elles  est  proportionnelle  à  celle 
de  l'arc  correspondant  d'équateur,  c'est-à-dire  au  diamètre  de  la 
fente;  mais  ce  diamètre  est  généralement  plus  petit  qu'un  arc  élé- 
mentaire si  l'on  veut  que  les  taches  centrales  aient  une  partie  com- 
mune pour  rendre  plus  apparentes  les  franges  d'interférences. 

Dans  l'expérience  de  Maraldi  (122),  l'onde  étant  interceptée  par 
un  écran  étroit  à  bords  parallèles,  l'équateur  libre  est  formé  de 
deux  arcs  illimités  à  droite  et  à  gauche.  Pour  les  points  situés 
dans  l'ombre  géométrique  de  l'écran,  l'action  de  chacun  d'eux  se 
réduit  à  celle  du  bord  de  l'écran;  la  vibration  est  donc  de  même 
nature  que  si  elle  était  produite  par  deux  sources  identiques  dont 
la  distance  est  égale  à  la  largeur  de  l'écran.  Les  franges  n'ont  pas 
beaucoup  d'éclat,  parce  que  le  premier  arc  élémentaire  est  nota- 
blement plus  petit  que  si  l'écran  n'existait  pas  ;  d'autre  part,  les 
interférences  ne  sont  pas  complètes,  parce  que,  pour  un  point  situé 
en  dehors  du  milieu  de  l'ombre,  le  premier  arc  élémentaire  n'a 
pas  la  même  grandeur  à  droite  et  à  gauche. 

189.  Intégrales  de  Fresnel.  —  L'élément  dx  de  la  vibration 
produite  au  point  P,  par  un  arc  ds  d'équateur  à  la  distance  p,  est 
encore  (184)  une  expression  de  la  forme 

dx  z=  y  /  ds  sin  (w^-f-a  —  jî  —  8  ) , 
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dans  laquelle  m  et  a  sont  des  constantes  el  01 

£  =  2  7T  -  ,  0—-2-  !— — 


Si  Ton  pose  ks  =  r,  on  a,  pour  les  premiers  arcs,  o  =  -e2,  ce 
qui  donne 

(i)  r       TJ   //sin  (  co/  +  a~~ "  ?  ~~  7  *'2Wr- 

Cette  expression  doit  être  étendue  à  toutes  les  portions  de 
l'équateur  laissées  libres  par  des  écrans. 

Le  coefficient/' est  égal  à  l'unité  pour  les  premiers  arcs;  d'autre 
part,  la  valeur  approchée  qui  a  servi  pour  exprimer  la  différence 
de  phase  o  varie  beaucoup  trop  rapidement  pour  les  arcs  éloignés, 
de  sorte  que  les  termes  de  l'intégrale  relatifs  aux  arcs  élémen- 
taires diminuent  très  vite  à  une  distance  notable  du  pôle.  En 
faisant  f  =  i,  on  remplacera  donc  encore  l'action  très  petite  des 
arcs  éloignés  par  d'autres  actions  également  très  petites  (185), 
et  l'on  peut  écrire 


m    r. 

TbJ™ 


o  t  +  a  —  p r2  )  dv  =  A  sin  ( a>*  -+-  a  —  p  —  cp), 

En  posant 


(2) 


F  =  Idvsin  —  v*.  G  =  I  dveos-v*. 

J  2  J  2 


les  quantités  A  et  co  qui   définissent  la   vibration  résultante  ont 
pour  valeurs  (  154) 


(3) 


A.  =  Fjï(F.  +  G.)1 


tango  =  - 


Les  fonctions  F  et  G  de  cette  forme  sont  connues  sous  le  nom 
d'intégrales  de  Fresnel  (*).  Elles  ne  peuvent  pas  s'exprimer  en 
termes  finis  d'une  manière  générale  ;  on  sait  d'ailleurs  qu'entre  les 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  3 1 3. 
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limites  o  et  oc,  elles  ont  la  même  valeur 


'     e/ccos-e2  =   /     dv  sin  - 
0  ^0 


La  limite  c  =  oc,  ou  .9  =  oc,  ne  correspond  pas  à  un  phénomène 
physique,  mais  les  intégrales  de  Fresnel,  entre  les  limites  o  et  e, 
sont  alternativement  croissantes  et  décroissantes  et  elles  s'ap- 
prochent rapidement  de  leur  limite  J  dès  que  la  variable  v  prend 
des  valeurs  notables,  c'est-à-dire  que  l'arc  correspondant  s  ren- 
ferme un  grand  nombre  d'arcs  élémentaires. 

190.  Détermination  des  constantes.  —  Lorsque  tous  les  écrans 
sont  supprimés,  les  intégrales  F  et  G  doivent  être  prises  entre  les 
limites  — oc  et  -+-  oc,  c'est-à-dire  que  chacune  d'elles  doit  être 
égale  à  l'unité,  ce  qui  donne 

Gomme  la  vibration  réelle  au  point  P  dans  la  propagation  régu- 
lière est 

a^—— sin(to*  —  p)  =  -  —  sin(a)^—  p), 

il  en  résulte 

•71  a  \Ji 

On  doit  donc   ajouter  j  à  la  phase  des  différents   points    de 

l'équateur  quand  on  les  considère  comme  des  sources  indépen- 
dantes. 

La  même  chose  ayant  lieu  quand  on  remplace  un  fuseau  par 
l'arc  correspondant  ds  de  l'équateur,  nous  retrouvons  finalement 

la  différence  de  phase  -  qui  correspond  à  l'application  du  principe 

d'Huygens(18o). 

Lorsque  la  distance  b  est  un  maximum,  on  aurait  encore,  par  le 
même  raisonnement  appliqué  à  l'équateur, 
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Si  cette  distance  est  également  un  maximum  par  rapport  aux 
fuseaux,  la  même  opération  répétée  pour  les  fuseaux  donne  fina- 
lement la  perte  de  phase  -  que  Ton  devait  trouver  en  effet. 

Enfin,  si  la  distance  b  est  minimum  par  rapport  à  l'équateur  el 
maximum  par  rapport  aux  fuseaux,  ou  inversement,  l'application 
du  principe  d'Huygens  n'entraîne  aucun  changement  de  phase 
dans  la  vibration  des  différents  points. 

Avec  la  valeur  trouvée  pour  m,  l'expression  de  l'amplitude  dans 
le  cas  général  devient 


/F*  -f-  G2 


Lorsque  le  point  P  est  sur  le  bord  de  l'ombre  géométrique,  les 

intégrales  F  et  G  sont  toutes  deux  égales  à  ^  et  l'on  a  A  =  —  ; 

l'intensité  est  alors  le  quart  de  celle  qui  serait  donnée  par  l'onde 
entière  et  l'amplitude  moitié  moindre. 

191.  Table  des  intégrales.  —  Fresnel  a  imaginé  une  méthode 
ingénieuse  pour  calculer  une  Table  des  intégrales  F  et  G  entre  les 
limites  o  et  çf  pour  une  série  de  valeurs  de  c  variant  de  dixièmes 
en  dixièmes  depuis  o  jusqu'à  5,5. 

L'arc  -  v2  =  8  varie  de  it  quand  le  relard  croît  d'une  longueur 

d'onde,  ou  que  l'arc  s  augmente  de  deux  arcs  élémentaires.  Pour 
v  =  5,  l'arc  s  contient  déjà  plus  de  12  arcs  élémentaires,  car  on  a 

8=  -ra=20-  =12, DIT. 

2  2 

Le  développement  des  lignes  trigonométriques  en  séries  donne 
facilement 

r\       %  0       /        1    o2  (— 0"       o2«   \ 

/    dv  cos  -  vl  =  v\  1  —  -s-  4-  ...  4 7 > 

J  2  \  1.25  I.2...2«    /|«  +  l/ 

/    dv  sin  -  ç~  =  v  6    - 5  —  4- ...  H — • 

jo  2  |_3      1.2.3  7  1.2. ..(2/1 4- 1)  4^  +  iJ 

Les  termes  des  deux  séries  vont  en  décroissant  à  partir  des 
valeurs  de  n  plus  grandes  que  -  ou  j  e2,  ce  qui  donnerait  /?  >>  20 


DIFFRACTION.  269 

ou  ç  >>  5.  Ces  séries  ne  sont  donc  pas  rapidement  convergentes; 
pour  de  petites  valeurs  de  v,  la  première  se  réduit  sensiblement  à 
v  et  la  seconde  est  proportionnelle  à  p3. 

Plusieurs  géomètres,  particulièrement  Knochenhauer,  Cauchy 
et  M.  Gilbert,  ont  étudié  les  propriétés  des  intégrales  de  Fresnel, 
soit  pour  en  faciliter  le  calcul  numérique,  soit  pour  discuter  leur 
marche  et  la  forme  des  phénomènes  correspondants. 

Nous  reproduisons  un  extrait  de  la  Table  des  valeurs  de  F  et 
de  G,  entre  les  limites  o  et  5,  d'après  M.  Gilbert  (')  : 

Table  des  intégrales  de  Fresnel. 


G. 

F. 

G. 

F. 

V. 

I          00     —  t'-(/i' 

^0 

Ainf^.  | 

•'• 

I       cos—  i>-  iw. 
J 0 

<s  0 

0,0 

0,0000 

0,0000 

2,6 

0,3889 

o,55oo 

0,1 

0,0999 

o,ooo5 

2,7 

0,3926 

0,4529 

0,2 

0,1999 

0,0042 

2,8 

0,4675 

o,3gi5 

0,3 

0,2994 

0 , 0 1 4 1 

2,9 

o,5624 

0,4 102 

0,4 

0,3975 

o,o334 

3,o 

0,6057 

0,4963 

0,5 

0,4923 

0,0647 

3,i 

o,56i6 

o,58i8 

0,6 

o,58i 1 

0,  no5 

3,2 

o,4663 

o,5g33 

°»7 

0,6597 

0,1721 

3,3 

0,4057 

0,5193 

0,8 

0,7230 

0,2493 

3,4 

o,4385 

0,4297 

0,9 

0,7648 

0,3398 

3,5 

o,5326 

o/|i53 

1,0 

°>7799 

o,4383 

3,6 

o,588o 

0,4923 

i,i 

0,7638 

o,5365 

3»7 

0,5419 

0,5750 

1 ,2 

0,715', 

0,6234 

5,8 

o/448i 

o,5656 

i,3 

o,6386 

o,6863 

3,9 

0,4223 

0,4752 

1,4 

o,543i 

0,7135 

4,o 

0,4984 

0,4205 

i,5 

o,4453 

0,6975 

4,i 

0,5737 

0,4758 

i,6 

o,3655 

o,6383 

4,2 

0,5417 

o,5632 

•>7 

o,3238 

0,5492 

4,3 

0,4494 

o,554o 

j,8 

o,3363 

0,  ^5  09 

4,4 

o,4383 

0,4623 

l»9 

0,3945 

0,3734 

1,5 

o,5258 

0,4342 

2,0 

o,4883 

o,3434 

46 

0 , 567  2 

o,5i62 

2, 1 

o,58i4 

0,3743 

4,7 

0,49^4 

0,5669 

2,2 

0,6362 

o,4556 

4. s 

o,4338 

0,4968 

2,3 

0,6268 

o,5525 

4,9 

0,5002 

o,435i 

2,4 

o,555o 

0,6197 

5,0 

0,5636 

o,4992 

2,5 

o/i^'i 

0,6192 

00 

o,5ooo 

o,5ooo 

(')  Gilbert,  Mém.  couronnés  de  l'Acad.  de  Bruxelles,  t.  XXXI,  p.  1;  i863. 
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L'intensité  de  la  lumière  diffractée  dans  un  cas  particulier  s'ob- 
tiendra en  prenant  pour  chacune  des  intégrales  F  et  G  la  somme 
des  valeurs  relatives  à  tous  les  arcs  d'équateur  qui  correspondent 
aux  ouvertures. 

192.  Considérations  élémentaires.  —  On  peut  encore  déter- 
miner directement  la  nature  des  phénomènes  et  calculer,  au 
moins  d'une  manière  approximative,  la  position  des  maxima  et 
des  minima  d'intensité. 

Soient  O  (fig>  82)  une  source  de  lumière,  P  le  point  dont  on 


veut  apprécier  l'éclairement,  E  un  écran  opaque  perpendiculaire 
à  la  droite  OP,  illimité  dans  un  sens  et  terminé  par  un  bord  réc- 
tiligne  A0  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  Pour  l'onde  S  qui 
passe  par  le  point  A0,  l'arc  d'équateur  est  limité  en  A0  et  ce  point 
est  le  pôle  du  point  P. 

En  appelant  R  la  distance  OA0  =  OA,  b  la  distance  AP,  p0  et  p 
les  distances  du  point  P  au  pôle  A0  et  à  un  point  quelconque  M 
de  l'arc  d'équateur,  s0  et  s  les  arcs  AA0  et  AM,  A0  et  A  les  diffé- 
rences de  marche  p0  —  b  et  p  —  b,  on  a  (185) 


kn 


ç2 

ô0  ' 


4      ' 


par  suite, 


A—  Af 


si) 


Â-2X  s 

2 


*0 


{s  —  s0). 


Si  l'arc  s0  n'est  pas   très  petit,  le  premier  arc  élémentaire,  à 
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partir  du  polo  A0,  esl 


s  —  s 


k*s0 


Cet  arc  diminue  très  rapidement  à  mesure  que  l'arc  s0  augmente, 
c'est-à-dire  que  le  point  P,  étant  situé  dans  l'ombre  de  l'écran,  est 
plus  éloigné  de  son  bord  géométrique  G.  La  lumière  pénètre  donc 
dans  L'ombre  géométrique,  mais  l'intensité  décroît  rapidement  et 
d'une  manière  continue  quand  on  s'éloigne  du  bord. 

Pour  s0  =  o,  c'est-à-dire  quand  le  point  G  est  situé  au  bord  de 
l'ombre,  l'arc  A0 S  est  la  moitié  de  l'équateur  total  :  l'amplitude 
de  la  vibration  est  donc  moitié  et  l'intensité  le  quart  de  celles  qui 
correspondraient  à  la  suppression  de  l'écran. 

Si  le  point  P  est  en  dehors  de  l'ombre  (/ig.  83),  l'arc  d'équa- 

Fi-.  83. 


teur  AS  produit  une  vibration  dont  l'amplitude  est  la  moitié  de 
celle  qui  serait  due  à  l'onde  entière  pour  la  distance  b  -f-  Pv. 
Quant  à  la  vibration  due  à  Tare  AA0,  elle  est  maximum  ou  mini- 
mum, suivant  que  cet  arc  renferme  un  nombre  impair  ou  pair 
d'arcs  élémentaires. 

Le  premier  arc  élémentaire.?,  a  pour  valeur  ~;  Parc  élémen- 

taire  d'ordre  p  est  la  différence  sp  —  sp_{  des  arcs,  comptés  à 
partir  du  point  A,  qui  satisfont   à  la  condition 

A  —  p  -        ou         sp  —  sx\jpr 
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L'expression  générale  d'un  arc  élémentaire  est  donc 


ïp-i  =  *i(vfr  —  s/p  —  0  = 


\/p^-\/p- 


Les  vibrations  qu'ils  produisent  étant  sensiblement  proportion- 
nelles à  leurs  longueurs,  si  l'on  appelle  aK  l'amplitude  relative  au 
premier  arc  élémentaire,  l'amplitude  de  la  vibration  résultante  est, 
pour  les  minima, 

a2p  =  al[i  —  (\/2  —  i)  +  (\/3  —  \/2)-...—(sJw—s/.2p—i)]=alZ,2p 

et,  pour  les  maxima, 

(*2p+i  =  aib  —  (V*  —  i)MV3  —  sji)~  ...j-(s/2pT~i  —  v^âj5)]=a1S,/>+l, 

Les  amplitudes  des  maxima  et  des  minima  diffèrent  de  moins 
en  moins,  mais  leurs  variations  sont  très  lentes. 

Les  deux  séries  22/>+1  et  £2/>  tendent  vers  la  même  limite  0,76; 
pour  un  point  très  éloigné  de  l'ombre  portée,  la  vibration  produite 
par  l'arc  AA0  est  donc  égale  à  o,  ;6«,,  ou  environ  les  f  de  la  vi- 
bration due  au  premier  arc  élémentaire.  Comme  cette  vibration  est 
égale  à  celle  que  produit  la  moitié  de  l'onde,  on  a 

o,658<70. 


2  x  0,7b 
Les  amplitudes  des  maxima  sont  donc 


— °  4-  a2p+l~  «o(o,5  -h  o,658 22J0+1), 


et  celles  des  minima 

—  H-  a.lp  =  a0(o,5  +  o, 658 22j0 ) . 

En  prenant  pour  unité  l'intensité  relative  à  l'amplitude  a0  qui 
correspond  à  l'absence  de  tout  écran,  l'intensité  d'un  maximum 
ou  d'un  minimum  peut  être  représentée  par 

1,  =  (o,5  4- 0,6582,)», 
suivant  que/?  est  un  nombre  impair  ou  pair. 
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Le  Tableau  suivant  donne  les  résultats  relatifs  aux  premiers 
ma  xi  m  a  et  minima  : 

Ordre  des  franges.  Intensité. 

p.                                           Sp.                    o,5+  o,658  Hp.  I. 

1  (max.) o,5                      i;i58o  i , 3 4 1 

2  (min.) 0/29-29                o,8854  0,784 

3 o,45 18                ',09 4 5  1 ,  198 

4 0,3178                 0,9182  o,843 

5 0,4359                            1,07^6  l,l$7 

6 0,3292       0,9333  0)871 

7 0.4273       1,0623  1,128 

8 o,336o       0,9422  0,888 

9 0,4217       i,o549  i,u3 

10 0,3406                 0,9482  0,899 

Le  rapport  des  intensités  du  premier  maximum  et  du  premier 
minimum,  qui  diffèrent  le  plus,  est 

[,        r,3,i 

1.2      0,784 

Remarquons  encore  que  la  distance  PC  =  xp  du  point  P  à 
l'ombre  portée,  pour  la  frange  d'ordre  /?,  a  sensiblement  pour  va- 
leur, cette  distance  étant  toujours  très  petite, 


ô(ft-hR) 
— 0- — 


pairie  j  s~p=p* 

xp  et  b  con 
et  y  d'une  courbe,  l'équation 


En  considérant  xp  et  b  comme  les  coordonnées  rectangulaires  x 


.r2  _  pi 

r(y4-R)-:    l\ 

montre  que  le  lieu  d'une  frange  d'ordre  déterminé,  à  différentes 
distances  de  l'écran,  est  une  hyperbole  ayant  pour  sommets  la 
source  O  et  le  bord  A0  de  l'écran.  Toutefois  la  portion  de  courbe 
voisine  du  point  A0  ne  représente  pas  réellement  le  phénomène 
physique,  parce  que  les  raisonnements  qui  ont  servi  pour  sub- 
stituer l'équateur  à  l'onde  et  calculer  l'action  des  arcs  élémen- 
taires ne  sont  plus  applicables. 

Sur  la  droite  CP,  la  distance  x  d'une  frange  d'ordre  déterminé 
est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  longueur  d'onde.  Avec 
M.  -  I.  18 
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la  lumière  blanche,  les  colorations  seront  donc  toutes  différentes 
de  celles  des  franges  d'interférence  et  ces  couleurs  n'auront 
pas  d'éclat,   puisque  les  vibrations  «,,«2i  •••    doivent  toujours 

s'ajouter  à  la  vibration  -  produite  par  la  demi-onde  libre,  laquelle 

donne  de  la  lumière  blanche. 

L'angle  apparent  fir  d'une  frange  d'ordre  p,  vue  du  bord  de 
l'écran,  est  donné  par  la  relation 

«=(?)W*(i"-4 

Enfin  les  carrés  des  distances  à  l'ombre  .r,,  #2,  x-s,  •••  des 
maxima  et  minima  successifs  seraient  proportionnels  aux  nombres 
entiers  successifs. 

Ajoutons  cependant  que  ce  mode  de  raisonnement  n'est  pas 
tout  à  fait  correct  et  permettrait  difficilement  de  traiter  le  cas  de 
plusieurs  écrans  à  bords  parallèles.  Il  est  nécessaire  alors  de  re- 
courir à  la  méthode  plus  générale  de  Fresnel. 


193.    Traduction  graphique  des  intégrales.   —  Au  lieu    de 

recourir  à  des  Tables  numériques  ou  aux  propriétés  analytiques 

des  intégrales  de  Fresnel,  il  est  plus  avantageux  de  les  traduire  par 

une  construction  graphique,  qui  permet  de  suivre  plus  facilement 

la  continuité  des  phénomènes  ('). 

k         c  y     m  a       ,  ,  î»         i«      i 

A  un  facteur  constant  près  —  =  — >  av  représente  1  amplitude 

''''         \ji 

de  la  vibration  produite  par  Tare  ds  d'équateur  et  -  v2  est  la  dif- 
férence de  phase  correspondante.  Les  fonctions  F  et  G  sont  les 
projections  sur  deux  axes  rectangulaires  du  polygone  formé  par 
hacune  des  amplitudes  dv  menée  parallèlement  à  une  direction 


c 

7T  TU 

-  v-  et  - 

2  9, 


qui  fait  avec  les  axes  de  projection  les  angles  -  v2  et--  (î  —  r2). 


conformément  à  la  règle  générale  (154).  L'amplitude  y/F2-f-  G-  de 
la  vibration  résultante  et  la  différence  de  phase  <p  correspondante 


(•)  A.  Cornu,  Journal  de  Physique,  t.  111,  p.  i  cl  \\\  1874. 
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sont  données  par  la  longueur  et  la  direction  du  côté  qui  ferme  ce 
polygone,  ou  plutôt  Ja  courbe  continue  correspondante,  et  l'on 
peut  remplacer  l'étude  des  intégrales  par  celle  des  projections  de 
la  courbe  entre  les  limites  convenables. 

Construisons  donc  la  courbe  dont  les  coordonnées  rectangu- 
laires sont 

x—   I     dvcos  —  v*,  >  =   /     dv  sin  —  e2. 

J*  2  Jo  2 

Pour  les  valeurs  de  v  positives  et  croissantes,  les  coordonnées  x 
et  y  passent  alternativement  par  des  maxima  et  des  minima  et  ten- 
dent vers  les  valeurs  constantes  x  =  y  =  ^.  La  branche  de  la 
courbe  correspondante  a  donc  un  point  asymptotique  J  (fig»  84) 
dont  ces  valeurs  limites  sont  les  coordonnées  et  dont  le  rayon  vec- 
teur est  — «  Cette  branche  forme  une  sorte  de  spirale. 

V/2 

Les  valeurs  de  dx  et  de  dy  relatives  à  un  arc  de  courbe  dv  au 
point  M  sont 

dx  =  dv  cos  -  v'\ 


\ 


dy  —  dv  sin  - 


v 
2 


et  la  tangente  fait  avec  Taxe  des  x  l'angle  -  v2  =  8. 

La  valeur  de  v  représente  la  longueur  de  la  courbe  à  partir  de 
l'origine.  L'angle  6  variant  de  t:  pour  chaque  arc  élémentaire,  deux 
points  de  la  courbe  où  les  tangentes  sont  parallèles  correspondent 

à  des  variations  de  l'angle  -  v-  =  û  d'un  nombre  entier  de  fois  tu. 

°         2 

Les  divisions  marquées  sur  la  figure  indiquent,  en  dixièmes,  les 
valeurs  des  ordonnées  x  et  y  et  de  l'arc  v. 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point,  qui  a  pour  expression 

dv        j_ 

do  TZ  V 

est  en  raison  inverse  de  l'arc  correspondant.  Comme  il  diminue  de 
plus  en  plus,  il  en  résulte  que  les  spires  successives  sont  renfermées 
dans  les  précédentes  sans  se  couper. 
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Les  valeurs  négatives  de  p,  qui  correspondent  à  l'arc  —  s  compté 
à  gauche  du  pôle,  donnent  une  branche  en  spirale  symétrique  de 
la  première  par  rapport  au  centre  O,  et  ayant  un  point  asympto- 
tique  J'. 

Fig.  84- 


0,2         0,3         Ofi         0,5         0,G         07 


194.  Cas  particuliers.  —  Une  fois  tracée  la  courbe  figurative 
des  intégrales  de  Fresnel,  on  peut,  dans  chaque  cas  particulier, 
obtenir  l'amplitude  et  la  phase  de  la  vibration  diffractée  par  de 
simples  constructions  géométriques. 

Pour  une  ouverture  limitée  aux  arcs  d'équateur  s,  et  s2,  les  va- 
leurs correspondantes  V\  et  v2  détermineront  sur  la  courbe  les 
points  M,  et  M2  (Jig.  85);  l'amplitude  de  la  vibration  résultante 
est  représentée  par  la  corde  M,  M2  et  sa  différence  de  phase  par 
l'angle  cp,  de  cette  corde  avec  l'axe  des  x. 

Pour  deux  ouvertures  qui  produisent  respectivement  les  ampli- 
tudes M1  M 2  et  N,  N2,  l'amplitude  résultante  sera  la  résultante,  ou 
la  somme  géométrique,  des  amplitudes  relatives  à  chaque  ouver- 
ture. En  menant  la  droite  M2M  égale  et  parallèle  à  N,N2,  l'ampli- 


1 
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lude  de  la  vibration  résultante  est  M,  M  et  sa  différence  de  phase 
est  l'angle  z>  de  cette  droite  avec  l'axe  des  x% 

Fiff.  85. 


On  ferait  la  même  construction  pour  un  nombre  quelconque 
d'ouvertures  à  bords  rectilignes  parallèles. 


195.  Ecran  illimité.  Formation  des  ombres.  —  Quand  on 
supprime  tous  les  écrans,  l'arc  s  doit  être  pris  entre  deux  limites 
très  grandes,  l'une  positive  et  l'autre  négative  ;  les  valeurs  corres- 
pondantes de  v  peuvent  être  considérées  comme  étant  — 00  et 
+  co,  c'est-à-dire  celles  des  points  J'  et  J.  On  retrouve  le  résultat 
connu  que  l'amplitude  de  la  vibration  résultante,  étant  Je  produit 

de  —  par  J'J  =  y/2,  est  égale  à  a  et  la  différence  de  phase  -.  • 

\/2  4 

L'écran  étant  illimité  du  côté  droit,  par  exemple,  et  terminé 
par  un  bord  rectiligne,  si  le  point  considéré  P  est  situé  au  bord  de 
l'ombre  portée,  les  limites  de  v  sont  — c©  et  o,  et  la  vibration  est 
représentée  parla  droite  J'O.  L'intensité  est  le  quart  de  la  précé- 
dente et  la  différence  de  phase  est  la  même. 

Lorsque  le  point  P  est  dans  l'ombre  portée  de  l'écran,  on  pren- 
dra l'arc  d'équateur  depuis  — c/o jusqu'à  une  valeur  —  çA  =  —  ks\. 
L'amplitude  de  la  vibration  est  proportionnelle  à  la  droite  J'M, 
{fig.  86)  qui  joint  le  point  J'  au  point  correspondant  M, .  On  voit, 
par  la  figure  même,  que  cette  amplitude  décroît  d'une  manière 
continue  à  mesure  qu'on  pénètre  davantage  dans  l'ombre  portée 
et  que  la  différence  de  phase  croît  elle-même  d'une  manière  con- 
tinue. Il  n'y  a  donc  pas  de  franges  dans  l'ombre,  mais  seulement 
un  affaiblissement  continu  et  très  rapide  de  l'intensité. 

On  doit  remarquer  toutefois  que  les  valeurs  ainsi  obtenues  ne 
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conviennent  plus  dès  que  l'arc  s{  contient  un  trop  grand  nombre 
d'arcs  élémentaires,  c'est-à-dire  que  le  point  Mj  est  sur  une  spire 
d'ordre  élevé,  auquel  cas  la  lumière  est  insensible. 


Pour  un  point  situé  en  dehors  de  l'ombre,  on  doit  prendre  l'arc 
v  depuis  — oo  jusqu'à  une  valeur  v2  =  ks2>  L'amplitude  de  la  vibra- 
tion est  proportionnelle  à  la  droite  J'M2.  A  mesure  qu'on  s'écarte 
de  l'ombre,  le  point  M2  s'éloigne  sur  la  courbe  OJ. 

La  droite  J'M2  est  la  résultante  des  droites  J'J  et  JM2  ;  la  vibra- 
tion réelle  est  en  effet  la  résultante  de  la  vibration  relative  à  l'onde 
entière  et  d'une  vibration  égale  et  contraire  à  celle  qu'on  obtien- 
drait en  remplaçant  l'écran  par  l'ouverture  et  inversement,  puisque 
les  deux  sortes  d'écrans  seraient  complémentaires  (187). 

L'intensité  passe  par  une  série  de  maxima  et  de  minima,  sans 
être  jamais  nulle.  Ces  maxima  et  minima  ont  lieu  quand  la  droite 
J'M2  est  normale  à  la  courbe  au  point  M2,  c'est  à-dire  très  sensi- 
blement pour  les  points  Q1?  Q2,  Q3,  .  .  .  où  la  droite  J'J  rencontre 
la  courbe,  les  indices  impairs  correspondant  aux  maxima  et  les 
indices  pairs  aux  minima.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

2 


étant  alors  égal  à  —  i ,  l'angle  -  p2  est  sensiblement  égal  kpiz 


En  réalité,  les  maxima  et  minima  ont  lieu  pour  la  condition 
F</F  +  G</G  =  o, 
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qui  donne,  en  remplaçant  F  et  G  par  £  +  .r,  cl  *    h„Ki, 

-  2^1  +  1 

taiii»-  -  c2  = — • 

1   9.  2y,  -t-  1 

Dès  que  p  a  une  valeur  notable,  les  intégrales  xK  et yK  diffèrent 
peu  de  leur  valeur  limite  et  le  second  membre  de  cette  équation 
est  égala  —  i.  On  peut  donc  représenter  les  valeurs  relatives  aux 
maxima  et  minima  par 

i>î=a(f>-l  +  t,>, 

la  quantité  zp  tendant  rapidement  vers  zéro. 

Les  distances  xit  x-i-,  #3,  ...  des  franges  successives  d'inten- 
sité maximum  ou  minimum  au  bord  de  l'ombre  sur  la  droite  CP 
satisfont  donc,  avec  une  approximation  d'autant  plus  grande  que 
les  franges  seront  d'un  ordre  plus  élevé,  aux  relations 

x\    _irL_  —  _i?il_  — xp     1 1  \ 

1  —  i  ~~  2  -- 1  ""•  3  -  ■[  p-\ 

L'étude  du  phénomène  par  des  considérations  élémentaires 
avait  donné  les  mêmes  rapports,  sauf  la  fraction  |  aux  dénomina- 
teurs (192).  Il  y  a  donc  sur  ces  valeurs  approximatives  une  erreur 
notable,  surtout  pour  les  premières  franges. 

On  a  d'ailleurs 


H) 


Si  l'on  considère  <r/;  et  6  comme  les  coordonnées  rectangulaires 
d'une  courbe,  on  trouve  encore  que  le  lieu  des  points  occupés 
par  une  frange  d'ordre  p  est  une  hyperbole  ayant  pour  sommets  le 
bord  de  l'écran  et  la  source  de  lumière. 

On  peut  remarquer  que  l'existence  d'un  maximum  ou  d'un 
minimum  dans  l'espace  extérieur  à  l'ombre  géométrique  corres- 
pond à  des  valeurs  déterminées  pour  les  intégrales  F  et  G  entre 
les  limites  — ooet^;  mais  la  variable  v  ne  dépend  en  définitive 
que  de  la  différence  de  marche  p0 —  £,  c'est-à-dire  de  la  différence 


(')  Knochenhauer,  Die  L  adulations- Théorie  des  Lichtes,  p.  .'î- ;  Berlin,  i83g. 
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des  chemins  parcourus  par  le  rayon  direct  OP  (Jig-  83)  et  le 
rayon  qui  a  suivi  la  ligne  brisée  OA0P  dont  le  sommet  est  sur  le 
bord  de  l'écran.  Cette  différence  étant  constante  pour  une  frange 
d'ordre  déterminé,  le  lieu  de  la  frange  doit  être  une  hyperbole 
ayant  les  points  O  et  A0  pour  foyers  et  non  pour  sommets. 

D'ailleurs,  toutes  les  simplifications  qui  ont  été  faites  ne  sont 
plus  acceptables  quand  on  considère  des  points  très  rapprochés  de 
l'écran;  la  recherche  rigoureuse  du  lieu  des  franges  au  voisinage 
de  l'écran  par  cette  méthode  est  illusoire. 

D'après  les  calculs  de  Fresnel  ('),  les  valeurs  de  v  et  les  inten- 
sités correspondantes  pour  les  premiers  maxima  et  minima  seraient 
les  suivantes.  Nous  y  avons  ajouté  quelques  autres  colonnes  pour 
la  comparaison  des  deux  modes  de  raisonnement. 


ORDRE 

des  franges 

P 


1  (max.) 

2  (  min.) 

3 

4 

5 

G 

7 

8 

9 

10 


1,2172 

1,8726 

2,3449 

2,7392 
3,0820 
3,3gi3 
3,6742 
3,9372 
4,i832 
4,4i6o 


Vp 

4 

p 

P-\ 

i,48i5 

i,9752 

i,7533 

2 ,oo38 

i,8325 

i,9995 

1,8758 

2,0008 

1,8998 

1 , 9997 

1,9168 

2,0001 

1,9285 

1  '9999 

!>9377 

2,0002 

i,9443 

i>9999 

1 ,9501 

2,0001 

INTENSITES 


»~ — -              ■ 

/après  Fresnel. 

calcul  approché. 

i,37i 

i,34i 

0,778 

0,784 

!>'99 

1,198 

0,8^3 

0,843 

1 , 1 5 1 

1,157 

0,872 

0,871 

,,126 

1,128 

0,889 

0,888 

1,110 

1 , 1 13 

0,901 

0,899 

Ces  résultats,  quant  à  la  position  des  franges,  ont  été  vérifiés 
par  Fresnel  avec  toute  l'exactitude  que  comporte  l'expérience;  les 
carrés  des  distances  au  bord  de  l'ombre  sont  très  sensiblement 
proportionnels  à  ^p  —  1 .  Le  calcul  approché  (192)  donnerait  donc 
des  positions  manifestement  inexactes  pour  les  premières  franges; 
les  intensités,  au  contraire,  ont  presque  exactement  les  mêmes 
valeurs  dans  les  deux  cas. 

Lorsque  le  bord  de  l'écran   est  une  courbe  continue  de  forme 


(')  Fresnel,  OEuvres,  t.  I,  p.  322. 
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quelconque  qui  ne  présente  pas  d'angles  vifs,  la  diffraction  dans 
le  voisinage  de  l'ombre  géométrique  est  sensiblement  la  même 
que  si  l'écran  était  limité  par  sa  tangente  au  point  correspondant. 
Les  ombres  réelles  se  terminent  donc  par  une  zone  d'intensité  crois- 
sante, bordée  de  franges  dans  la  région  qui  correspond  à  l'éclai- 
rement  direct. 

196.  Diffraction  d'une  fente  ou  d'un  fil.  —  Pour  une  fente 
limitée  aux  arcs  sK  et  .ç2,  l'amplitude  de  vibration  est  proportion- 
nelle à  la  corde  M,M2  (fig-  86)  d'un  arc  de  longueur  constante 
c2  —  vK  correspondant  à  la  largeur  s2  —  5,  de  la  fente. 

Si  la  fente  est  très  large,  l'arc  e2 —  vK  est  très  grand;  les  phé- 
nomènes ne  diffèrent  pas  sensiblement  de  ceux  qu'on  observe  avec 
un  bord  unique,  parce  que  l'un  au  moins  des  points  M,  ou  M2  est 
très  rapproché  de  J'  ou  de  J. 

Avec  une  fente  assez  étroite  pour  que  les  franges  d'un  ordre 
peu  élevé  qui  bordent  l'ombre  portée  empiètent  Tune  sur  l'autre, 
l'arc  v-2 —  V\  comprend  un  petit  nombre  de  spires. 

Tant  qu'on  reste  dans  le  champ  des  rayons  géométriques,  les 
points  M,  et  M2  sont  situés  de  part  et  d'autre  du  point  O.  Pour 
la  frange  centrale,  ces  points  sont  symétriques;  l'intensité  est 
maximum  ou  minimum  suivant  qu'ils  sont  situés  sur  une  branche 
extérieure  ou  intérieure  de  la  courbe,  et  sensiblement  aux  points  de 

rencontre  avec  la  droite  OJ.  Comme  la  valeur  de  -  c2—  o  =  2?u- 

2  À 

change  de  i~  pour  chaque  tour  de  spire,  la  condition  des  maxima 
d'intensité  est 

A=(2H  +  [)-\ 
2 

et  celle  des  minima 

X 

A  rrz  2  n  -  ? 
2 

c'est-à-dire  que  la  moitié  de  la  fente  comprend  un  nombre  impair 
ou  pair  d'arcs  élémentaires. 

Les  franges  se  prolongent  alors  dans  l'ombre  et  suivent  une  loi 
assez  simple.  L'arc  M,M2  comprend,  en  effet,  un  nombre  entier 
de  spires,  ou  un  nombre  pair  de  demi-spires,  pour  les  minima,  et 
an  nombre  impair  pour  les  maxima,  ce  qui  correspond  aux  con- 
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dilions 

X 

A,  —  i,=  2rt-) 
A,—  A,r=:  {in  -+-  i)-  ■ 

La  fente  comprend  donc  pour  les  minima  en  nombre  pair  d'arcs 
élémentaires  et  pour  les  maxima  un  nombre  impair. 

Si  la  fente  est  tellement  étroite  qu'elle  ne  comprenne  pour  la 
frange  centrale  qu'une  fraction  d'arc  élémentaire,  cette  frange 
donne  lieu  à  un  maximum  très  étendu  qui  envahit  l'ombre  géomé- 
trique et  s'élargit  d'autant  plus  que  la  largeur  de  la  fente  diminue 
davantage.  Cet  épanouissement  du  faisceau  lumineux  qui  traverse 
une  fente  est  la  démonstration  la  plus  simple  de  l'existence  des 
phénomènes  de  diffraction. 

197.  —  La  diffraction  d'un  lil  est  complémentaire  de  celle  d'une 
fente  de  même  largeur. 

Les  points  M,  et  M2  correspondant  aux  bords  du  fil,  l'amplitude 
de  la  vibration  est  proportionnelle  à  la  somme  géométrique  des 
droites  J'M,  et  M2J.  La  frange  centrale  est  toujours  un  maxi- 
mum, puisque  les  points  M,  et  M2  sont  alors  symétriques. 

Si  la  moitié  du  fil  comprend  un  grand  nombre  d'arcs  élémen- 
taires, les  points  M,  et  M2  sont  situés,  pour  toute  la  région  voi- 
sine, sur  des  spires  d'un  ordre  élevé  et  les  amplitudes  J'M,  et 
M2J  sont  sensiblement  égales.  Il  y  a  interférence  complète  quand 
les. droites  J'M,  et  JM2  sont  parallèles  et  de  même  direction,  c'est- 
à-dire,  quand  on  a 

71       ,  A, 

—  V  %  =  2  7Z9  TE  -h  a  r=  2  71  7-=  i 
2      "  A 


T. 


ou 


V\—  (2/1,  ~h  I)TT  -+-  a=  2  71  --  ? 
2      *  '  '  A 

A,  —  Aj  =  [  2  (  n2  —  n*)  —  il  -  =(2ft+  i)  -  • 

2  2 

Les  phénomènes  de  diffraction  dans  le  voisinage  du  centre  sont 
donc  tout  à  fait  comparables  aux  franges  d'interférence;  mais  les 
minima  cessent  d'être  absolus  et  n'obéissent  plus  à  la  même  loi 
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dès  qu'on  s'approche  du  bord  de  l'ombre,  parce  que  les  points  M, 
et  M2  sont  alors  sur  des  spires  d'ordres  très  différents. 

La  succession  des  franges  se  fait  suivant  une  loi  encore  plus 
complexe  pour  les  points  situés  en  dehors  de  l'ombre  portée. 

198.  Deux  fentes.  —  Le  cas  de  deux  fentes  parallèles,  de 
même  largeur  ia,  séparées  par  un  intervalle  id,  se  traitera  d'une 
manière  analogue.  L'amplitude  de  la  vibration  résultante  est  pro- 
portionnelle à  la  somme  géométrique  des  cordes  M,  M2  etN,N2 
de  deux  arcs  égaux  de  la  courbe  figurative  correspondant  aux 
deux  fentes  (fig.  87). 

Kg.  87. 


Si  les  fentes  sont  larges,  et  que  l'on  considère  la  région  voisine 
de  l'ombre  projetée  par  l'intervalle  opaque  id,  les  points  N,  et  M2 
sont  très  voisins  de  J'  et  de  J  ;  les  phénomènes  ne  diffèrent  donc 
pas  de  ceux  qu'on  observe  avec  un  fil  de  diamètre  'id. 

Si  les  fentes  ont  une  très  petite  largeur  par  rapport  à  la  longueur 
d'onde,  les  cordes  M,M2  et  N,N2  diffèrent  peu  des  arcs  corres- 
pondants et  représentent  toujours  des  amplitudes  égales.  Les 
maxima  et  minima  ont  lieu  quand  les  tangentes  aux  points  M,  et 
N2  sont  parallèles;  c'est-à-dire  quand  l'arc  N2M4  =  v  satisfait  à 

la  condition  -v-=p~,  ce  qui  donne,  pour  la  différence  démarche 
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A  des  vibrations  émises  par  les  deux  fentes 

X 
1    1 

Le  champ  est  alors  couvert  de  véritables  franges  d'interférence. 

Dans  les  cas  intermédiaires,  les  arcs  M,  M2  et  N|N2  compren- 
nent un  petit  nombre  de  spires. 

Si  l'arc  N2M,  est  assez  grand  et  que  l'on  considère  l'ombre  de 

l'intervalle,  la  variation  de  l'angle  -  v-  et,  par  suite,  celle  du  carré 

de  l'arc  r2  entre  les  points  M{  et  M2  sont  sensiblement  constantes. 
Les  cordes  M,  M2  et  N,  N2  sont  à  peu  près  égales  et  constantes  et 
font  toujours  le  même  angle  en  M,  ou  N2  avec  la  courbe;  elles 
sont  parallèles  (de  même  sens  ou  de  sens  contraires)  quand  les 
tangentes  en  M,  et  N2  sont  parallèles.  A  une  petite  distance  du 
centre,  on  retrouve  donc  encore  des  franges  d'interférence,  mais 
l'intensité  des  maxima  est  variable  avec  la  largeur  des  fentes;  elle 
est  maximum  ou  minimum  suivant  que  l'arc  MtM2  comprend  un 
nombre  impair  ou  pair  de  demi-spires,  c'est-à-dire  la  fente  elle- 
même  un  nombre  impair  ou  pair  d'arcs  élémentaires. 

A  partir  du  moment  où  l'on  s'approche  du  bord  de  l'ombre 
projetée  par  l'écran  intermédiaire,  le  phénomène  devient  plus 
complexe;  à  plus  forte  raison  quand  on  s'écarte  de  cette  ombre. 

Deux  écrans  noirs  à  bords  parallèles,  de  largeur  2«,  séparés 
par  une  fente  de  largeur  id,  forment  un  système  complémentaire 
dont  la  solution  est  donnée  par  celle  du  problème  précédent. 

On  voit  ainsi  que,  dans  la  plupart  des  cas,  le  phénomène  ne 
pourra  être  déterminé  que  par  une  série  de  valeurs  des  intégrales 
F  et  G  empruntées  aux  Tables  ou  par  des  constructions  graphiques 
de  la  courbe  figurative  faites  d'une  manière  indépendante  pour 
les  différentes  ouvertures. 

199.  Ecrans  successifs.  —  La  méthode  de  Fresnel  suppose  impli- 
citement que  les  ouvertures  ne  sont  pas  très  éloignées  du  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  la  source  sur  le  plan  des  écrans,  et 
elle  ne  pourrait  être  appliquée  dans  des  conditions  différentes 
qu'avec  les  plus  grandes  réserves. 

Considérons,  par  exemple,  une  lame  opaque  à  bords  parallèles 
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BB'  (ftg.  88),  dont  le  plan  n'est  pas  normal  à  la  perpendiculaire 
00'  abaissée  de  la  source  sur  la  ligne  médiane  parallèle  aux  bords. 
Pour  obtenir  la  vibration  en  un  point  P,  au  voisinage  de  l'ombre 
portée  DD',  on  pourrait  appliquer  les  calculs  qui  précèdent  en 
comptant  les  arcs  s,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  de  t>, 
à  partir  du  pied  Q  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  la  source 
O  sur  l'écran;  mais  les  arcs  —  s  et  — s'  correspondant  aux  bords 
B  et  B'  contiendraient  un  trop  grand  nombre  d'arcs  élémentaires 
et  la  méthode  serait  en  défaut. 


Fis-.  88. 


On  peut  alors  considérer  les  deux  ondes  BS  et  B'S'  sur  les- 
quelles les  pôles  de  point  P  sont  A  et  A',  et  dont  les  distances  à 
ce  point  sont  AP=  ù,  AT  =  b'  =  b -+-  AA'  =  b  -\-  A0. 

En  posant 


2*I 


*%-l{bi^+K=i;)--k't 


Rb 


Ô4-A0(R  —  b)-àl 


on  appliquera  les  intégrales  de  Fresnel  à  l'arc  BS  et  à  l'arc  B'S' 
pour  lequel  on  a  sensiblement  k'  —  k,  en  ajant  soin  d'ajouter  à  la 

valeur  -  v2  relative  à  ce  dernier  un  terme  constant  o„. 

2  u 

Gomme  construction  graphique  sur  la  courbe  figurative,  si  l'arc 
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BS  donne  une  amplitude  J'M,  {fig.  89)  et  l'arc  B'S'  une  amplitude 
M,  Mo,  il  suffira  défaire  tourner  cette  dernière  de  l'angle  ô0  et 
l'amplitude  résultante  sera  J'M. 

La  diffraction  n'est  plus  la  même  que  si  l'écran  était  perpendi- 
culaire à  la  droite  00'  (fig.  88).  La  frange  centrale,  en  parti- 
culier, n'est  pas  en  G,  mais  plus  rapprochée  du  point  D',  d'une 
quantité  variable  avec  la  longueur  d'onde,  et  les  irisations  ne  sont 
plus  symétriques  de  part  et  d'autre. 

On  obtiendrait  de  même  les  phénomènes  relatifs  à  l'écran  com- 
plémentaire, c'est-à-dire  à  une  fente  oblique  aux  rayons  incidents. 

Cet  artifice  permettrait  de  traiter  le  cas  de  plusieurs  écrans  à 
bords  parallèles  situés  dans  le  même  plan,  mais  il  devient  difficile 
à  appliquer  lorsque  les  écrans  sont  successifs  et  l'on  devrait  alors 
modifier  la  méthode. 

Fig.    89. 


Remarquons  d'abord  que,  si  un  écran  indéfini  est  terminé  par 
un  bord  rectiligne  B  (fig.  90),  il  est  indifférent,  pour  les  phéno- 
mènes qui  suivent,  de  le  remplacer  par  un  écran  plan  E  limité  au 
même  bord  et  perpendiculaire  à  la  droite  OP. 

Pour  obtenir  la  vibration  en  un  point  P,  on  peut  évidemment 
substituer  à  Tonde  réelle  BS  une  surface  quelconque  partant  du 
point  B,  par  exemple  le  prolongement  BS,  du  plan  de  l'écran,  en 
tenant  compte,  pour  chacun  des  arcs  ds{  d'équateur,  de  la  diffé- 
rence totale  0,  de  marche  correspondante  par  rapport  à  celle  que 
donnerait  le  pôle  A,.  Dans  le  cas  d'un  écran  unique,  il  est  clair 
que  les  formules  ne  changeront  pas. 

S'il  se  trouve  ensuite  un  nouvel  écran  indéfini  E'  déterminé  par 
1111  bord  B',  on  déterminera  d'abord  l'état  vibratoire  produit  aux 
différents  points  du  plan  B'S',  par  la  surface  BS,,  puis  l'état  vibra- 
toire produit  par  B'S'/sur  le  plan  B^S",   d'un  autre  écran  E/;,  et 
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ainsi  de  suite.  Finalement,  la  vibration  du  point  P  sera  déterminée 
par  celle  des  différents  points  de  la  dernière  surface  libre  WS\  ou 
de  l'arc  d'équateur  correspondant. 

On  peut  encore  appliquer  le  principe  d'IIuygèns  à  une  surface 
arbitraire  S',  un  plan  par  exemple,  passant  par  les  bords  B  et  B' 
des  deux  premiers  écrans  et  déterminer  l'état  vibratoire  aux  diffé- 
rents points  d'une  surface  S"  passant  par  les  bords  B'  et  B", 
L'état  de  la  dernière  surface  ainsi  définie  déterminera  la  vibration 
au  point  P. 

Fig.  90. 


On  prévoit  aisément  que  les  calculs  seront  le  plus  souvent  très 
difficiles  et  les  résultats  très  complexes  ;  l'expérience  les  vérifie 
toujours  exactement,  mais  ils  ne  présentent  pas,  au  point  de  vue 
de  la  théorie  ou  des  applications,  un  intérêt  qui  nous  permette  d'y 
insister  plus  longuement  (  '  ). 

203.  Historique  et  expériences.  —  La  diffraction  par  les  bords 
rectilignes  a  donné  lieu  à  un  grand  nombre  de  travaux  et  de  dis- 
cussions sur  la  cause  du  phénomène. 

Newton,  raisonnant  dans  la  théorie  de  l'émission,  supposait  que 
les  molécules  lumineuses  sont  soumises  à  des  forces  émanant  de 
l'écran  et  rejetées  dans  l'ombre  ou  en  dehors,  suivant  qu'elles  sont 


(')  Ouet,  Ami.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XLM,  p.  385;  i856. 


288  CHAPITRE    V. 

dans  un  accès  d  inflexion  ou  de  déflexion,  ces  accès  dépendant 
de  la  distance  des  molécules  à  l'écran.  Aucune  tentative  n'a  été 
faite  d'ailleurs  pour  préciser  cette  conception  par  un  calcul  et  la 
soumettre  au  contrôle  de  l'expérience. 

Une  autre  opinion,  émise  d'abord  par  Mairan  (')  et  reprise  par 
Dutour  (2),  consiste  à  expliquer  la  production  de  lumière  dans 
l'ombre  par  des  rayons  qui  se  réfractent  dans  une  couche  d'air 
condensée  au  voisinage  de  l'écran.  On  réfute  aisément  cette  expli- 
cation par  la  remarque  qu'elle  ne  rend  pas  compte  des  franges 
situées  en  dehors  de  l'ombre,  et  que  la  diffraction  dans  le  vide  est 
exactement  la  même  que  dans  l'air. 

Sans  se  prononcer  d'une  manière  explicite  sur  la  lumière  qui 
pénètre  dans  l'ombre,  Young  (3)  attribuait  les  franges  extérieures 
à  l'interférence  des  rayons  directs  avec  ceux  qui  se  sont  réfléchis 
sur  le  bord  de  l'écran  sous  une  incidence  presque  rasante.  Dans  ce 
cas,  le  lieu  d'une  frange  d'ordre  déterminé  serait  encore  une  hy- 
perbole, mais  elle  aurait  pour  foyers  la  source  et  le  bord  de 
l'écran  ;  c'est  l'hypothèse  que  Fresnel  avait  adoptée  d'abord. 

Ces  différentes  explications  ont  pour  caractère  commun  de  faire 
jouer  un  rôle  physique  à  l'écran  lui-même;  la  position  et  la  forme 
des  franges  devrait  donc  varier  avec  la  nature  et  les  dimensions 
du  bord  de  l'écran.  Fresnel  a  montré,  au  contraire,  qu'on  obtient 
exactement  les  mêmes  franges  en  formant  le  bord  de  l'écran  par  le 
dos  ou  le  tranchant  d'une  lame  de  rasoir,  et  que  les  franges  d'une 
fente  étroite  occupent  exactement  les  mêmes  positions  quand  on 
forme  la  fente  avec  deux  cylindres,  ou  les  arêtes  de  deux  prismes 
aigus,  ou  un  simple  trait  sur  une  lame  de  verre  enfumée,  pourvu 
que  la  largeur  de  la  l'ente  ne  change  pas. 

Fresnel  a  d'ailleurs  déterminé  par  des  mesures  micrométriques, 
et  au  moyen  de  l'observation  avec  un  verre  rouge  laissant  passer 
une  lumière  de  longueur  d'onde  0^,638,  la  position  des  franges 
d'intensité  maximum  ou  minimum  dans  le  cas  d'un  écran  illimité, 
d'une  fente  unique,  d'un  écran  opaque  très  étroit,  de  deux  fentes 


(')  Mairan,  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  p.  53;  1738. 

(2)  Dutour,  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  V,  p.  365;  1768. 

(3)  Young,  Lectures  on  natural  Philosophy,  p.  V\i\  London,  1807. 
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parallèles,  etc.;  l'accord  du  calcul  avec  l'observation  a  toujours 
été  aussi  absolu  que  le  comportait  la  précision  des  mesures. 

Ces  vérifications  numériques  et  l'étude  particulière  du  phéno- 
mène sur  l'axe  d'un  écran  circulaire  ne  laissent  aucun  doute  sur 
l'exactitude  de  la  théorie. 

201.  Diffraction  éloignée.  —  La  diffraction  dans  l'ombre  d'un 
écran  diminue  très  rapidement  quand  on  s'éloigne  du  bord  et  de- 
vient bientôt  insensible.  M.  Gouy  (  '  )  a  pu  l'observer  à  une  grande 
distance  et  pour  des  déviations  qui  allaient  jusqu'à  120"  et  même 
i4o°.  Il  emploie  pour  cela  des  écrans  à  bord  très  aigu,  débarrassé 
de  toute  poussière,  en  les  éclairant  par  un  faisceau  conique  de 
rayons  solaires  qui  convergent  sur  l'arête  même  de  l'écran,  et  il 
observe  la  lumière  diffractée  avec  un  microscope  pointé  sur  cette 
arête.  Le  bord  de  l'écran  se  montre  dessiné,  dans  le  champ  du 
microscope,  par  une  ligne  lumineuse  extrêmement  fine,  qui  se 
détache  vivement  sur  le  fond  obscur,  et  qui  est  limitée  aux  régions 
sur  lesquelles  se  projette  l'image  de  la  source. 

Quand  on  veut  obtenir  des  déviations  supérieures  à  900,  le  plan 
de  l'écran  est  placé  obliquement  sur  les  rayons  incidents  de 
manière  à  ménager  en  arrière  la  position  du  microscope. 

Avec  un  bord  tout  à  fait  tranchant,  la  lumière  diffractée  reste  à 
peu  près  blanche;  mais,  si  le  bord  est  arrondi,  on  aperçoit,  pour 
des  déviations  supérieures  à  io°,  des  colorations  variables  avec  la 
direction  et  avec  la  nature  de  l'écran.  Ces  colorations  présentent 
parfois  des  alternances  de  teintes  qui  correspondent,  pour  une 
lumière  homogène,  à  de  grosses  franges  de  diffraction  irrégulières 
embrassant  une  étendue  angulaire  de  io°  ou  200. 

L'influence  de  la  nature  et  de  la  forme  des  écrans  sur  la  teinte 
montre  que  le  phénomène  simple  de  la  diffraction  est  compliqué 
par  d'autres  causes  accessoires. 

202.  Banc  de  diffraction.  —  La  disposition  expérimentale  la 
plus  habituelle  consiste  à  prendre  comme  source  de  lumière,  soit 


(')  Gouy,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XCVI, 
p.  697;  i883.  -  Ann.  de  Chim.  et  de  Pliys.,  [6],  t.  VIII,  p.  i45;  1886. 
M. -F.  19 
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une  ouverture  très  petite  (trou  ou  fente)  éclairée  par  un  faisceau 
de  rayons  très  intenses,  comme  les  rayons  solaires,  soit  l'image 
réduite  que  l'on  obtient  au  foyer  d'une  lentille  très  convexe,  ou 
la  ligne  focale  que  donne  une  lentille  cylindrique  ;  on  place  à  la 
suite  les  écrans  de  diverses  formes  et  l'on  observe  avec  une  loupe 
les  phénomènes  produits  dans  le  plan  focal  de  la  loupe.  Tous  les 
organes  de  l'expérience,  ouverture,  écrans  et  loupes,  sont  portés 
par  des  montures  spéciales  pouvant  glisser  sur  une  règle  divisée, 
qu'on  appelle  souvent  banc  de  diffraction  ;  cette  règle  donne 
facilement  les  distances  de  l'écran  à  la  source  et  au  plan  des 
franges.  Pour  faire  des  mesures,  la  loupe  est  munie  d'un  fil  réti- 
cule et  elle  est  commandée  par  une  vis  micrométrique  qui  la  fait 
mouvoir  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la  règle. 

L'origine  à  partir  de  laquelle  on  doit  compter  la  distance  des 
franges  se  détermine  aisément  quand  le  phénomène  est  symé- 
trique, comme  dans  la  diffraction  d'une  ouverture  circulaire, 
d'une  fente,  d'un  fil,  de  deux  trous  ou  de  deux  fentes;  le  centre 
du  phénomène  est  alors  le  milieu  de  l'intervalle  de  deux  franges 
symétriques  de  même  ordre  et  la  distance  de  l'une  des  franges  au 
centre  est  égale  à  la  moitié  de  cet  intervalle.  Lorsqu'il  n'y  a  pas 
symétrie,  comme  pour  la  diffraction  par  le  bord  d'un  écran,  on 
commence  par  rétablir  la  symétrie  en  approchant  un  second  écran 
terminé  par  un  bord  parallèle  au  premier,  de  manière  à  constituer 
une  fente,  et  l'on  détermine  le  milieu  du  nouveau  système;  la  po- 
sition de  l'ombre  géométrique  se  déduit  alors  de  la  largeur  de  la 
fente  et  de  sa  distance  à  la  source  et  au  plan  d'observation.  On 
enlève  ensuite  le  second  écran  pour  observer  les  franges. 

Dans  ces  différents  cas,  les  distances  de  l'écran  à  la  source  et  au 
plan  d'observation  sont  généralement  assez  grandes  et  les  franges 
ne  sont  bien  visibles  qu'avec  un  très  vif  éclairage. 

203.  Observation  par  les  systèmes  optiques.  —  L'emploi  des 
lunettes  permet  d'obtenir  de  très  belles  franges  avec  des  lumières 
très  faibles,  comme  la  flamme  d'une  bougie,  parce  que  les  rayons 
utiles  sont  concentrés  dans  le  champ  d'observation.  Quelques 
remarques  sont  alors  nécessaires. 

Supposons  qu'on  reçoive  sur  une  lentille  K  {fi g.  91),  qui  sert 
de  collimateur,  la  lumière  émise  par  une  source  S  (trou  ou  fente) 
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située  en  dehors  du  plan  focal  principal.  La  lumière  incidente, 
après  avoir  traversé  cette  lentille,  se  comporte  comme  si  elle  éma- 
nait du  foyer  conjugué  S'  de  la  source. 

Si  l'on  observe  dans  un  plan  CX  la  diffraction  produite  par  un 
écran  E,  on  aura  les  mêmes  résultats  que  si  l'écran  était  éclaire'' 
par  l'image  S'  de  la  source. 


Lorsque  Ja  source  S  est  située  au  delà  du  plan  focal,  les  rayons 
qui  sortent  du  collimateur,  ou  d'un  système  optique  quelconque, 
convergent  sur  l'image  réelle  S,.  Dans  ce  cas,  les  phénomènes 
présentent  plusieurs  particularités  intéressantes  : 

i°  Si  le  plan  d'observation  passe  par  l'image  Sl5  la  nature  du 
phénomène  au  point  P,  est  la  même  que  si  la  lumière  incidenle 
était  formée  de  rayons  parallèles  normaux  à  l'écran  et  l'observa- 
tion faite  à  l'infini  dans  la  direction  AP< .  En  effet,  il  est  permis, 
sans  changer  les  différences  de  marche,  de  supposer  qu'une  lentille 
située  en  avant  de  l'écran  rend  d'abord  les  rayons  incidents  paral- 
lèles et  qu'on  place  derrière  et  contre  l'écran  une  autre  lentille  fic- 
tive de  longueur  focale  f-=  AS<.  Ce  sont  précisément  les  conditions 
où  l'on  observe  la  diffraction  des  ondes  planes  (121). 

2°  Si  le  plan  d'observation  est  en  CX,  en  deçà  du  point  de 
concours,  l'état  vibratoire  au  point  P  est  le  même  que  celui  qu'on 
observerait,  avec  des  rayons  incidents  parallèles,  au  point  P;  con- 
jugué du  premier  par  rapport  à  la  même  lentille  fictive  de  lon- 
gueur focale/*.  En  effet,  les  vibrations  qui  vont  se  composer  au 
point  P'  sont  situées,  après  l'écran,  sur  des  surfaces  sphériques 
concentriques  à  ce  point  et  présentent  certaines  différences  de 
phase;  ces  différences  de  phases  se  conservent,  après  réfraction 
dans  la  lentille  fictive  /*,  sur  les  surfaces  sphériques  ayant  pour 
centre  le  point  conjugué  P. 

3°  Enfin,  si  le  plan  d'observation  passe  par  le  point  G',  la  vi- 
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bration  en  P'  est  la  même  que  celle  qui  se  produirait,  pour  des 
rayons  incidents  parallèles,  au  point  P"  conjugué  du  premier  par 
rapport  à  la  lentille  fictive  de  longueur  focale  /. 

Ce  dernier  énoncé  exige  une  explication,  puisque  le  point  P';, 
en  avant  de  V écran,  n'est  pas  dans  le  champ  de  diffraction.  Il 
faut  entendre  par  là  seulement  que  les  différences  de  marche  qui 
déterminent  la  vibration  au  point  P'  doivent  être  calculées  comme 
si  la  lumière  marchait  en  sens  inverse,  à  partir  de  P',  et  qu'on 
voulût  déterminer  la  vibration  en  P/;. 

Plusieurs  physiciens  ont  cru  voir  dans  des  expériences  ana- 
logues une  diffraction  antérieure  à  l'écran  produite  par  des  ondes 
rétrogrades;  mais  Fresnel  (')  avait  déjà  discuté  cette  objection 
faite  par  Poisson  à  l'occasion  des  franges  que  l'on  suppose  exister 
en  deçà  de  l'écran  :  «  On  croit  y  voir  des  franges,  en  effet,  lors- 
qu'on rapproche  assez  la  loupe  pour  que  son  foyer  dépasse  l'écran  ; 
mais  il  n'en  faut  pas  conclure  que  ces  franges  existent  réellement 
au  foyer  de  la  loupe.  Il  est  facile  d'expliquer  leur  apparition,  et 
même  de  calculer  leurs  largeurs  et  leurs  intensités,  sans  supposer 
aucun  mouvement  rétrograde  aux  rayons  lumineux.  » 

20  i.  — •  Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  au  cas  où  l'écran 
E  est  placé  entre  deux  systèmes  de  lentilles  K  et  L. 

Les  rayons,   qui  émanent  du  point  S'  (fig.  92)  après  avoir  tra- 


versé le  collimateur,  tombent  sur  la  lentille  L  et  convergent  au 
foyer  conjugué  S^  D'autre  part,  les  vibrations  émanées  des  points 
A  et  B  de  l'écran  E  se  comportent,  après  avoir  traversé  la  lentille  L, 
comme  si  elles  émanaient  respectivement  des  foyers  conjugués  A 
et  B'.  L'écran  E  se  comporte  donc  comme  son  image  par  rapporta 


(' )  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  219. 
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la  lentille  L,  ou  sensiblement  comme  un  écran  plan  Ef  parallèle 
au  premier  et  dont  les  ouvertures  seraient  les  projections  des  ouver- 
tures réelles  de  l'écran  E  par  des  droites  émanant  du  centre  optique 
de  la  lentille  (plus  exactement  du  premier  point  nodal). 

On  peut,  en  définitive,  supprimer  le  collimateur  et  la  lunette,  à 
la  condition  de  remplacer  l'écran  E  par  l'écran  E'  et  de  supposer 
que  cet  écran  reçoit  un  système  d'ondes  concentriques  au  point  S, . 
On  rentre  ainsi  dans  le  cas  précédent,  avec  cette  seule  différence 
que,  pour  déterminer  la  direction  qui  définit  la  vibration  au  point 
P,  dans  le  plan  de  l'image,  ainsi  que  les  points  conjugués  P  et  P', 
P'  et  P",  on  devra  mener  une  droite  par  le  centre  optique  O  de  la 
lenlille  L  (ou  des  droites  parallèles  par  les  points  nodaux). 

Dans  ces  différents  cas,  on  observe  les  franges  avec  un  oculaire 
et  les  mesures  de  distances  se  feraient,  soit  au  moyen  d'une  vis 
micrométrique,  soit  par  une  échelle  divisée  au  diamant  et  située 
dans  le  plan  focal  de  l'oculaire. 

Diffraction  des  ondes  planes. 

!20o.  Mode  d'observation.  —  Lorsqu'une  surface  plane  percée 
d'ouvertures  est  éclairée  par  un  faisceau  de  rayons  parallèles  (ou 
un  système  d'ondes  planes)  et  qu'on  reçoit  ensuite  la  lumière 
émergente  sur  un  objectif,  la  vibration  en  un  point  du  plan  focal  P 
est  de  même  nature  que  celle  qui  se  produirait  à  l'infini  dans  une 
direction  parallèle  à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  optique. 
Nous  avons  déjà  fait  souvent  usage  de  cette  propriété. 

Si  la  source  de  lumière  est  à  une  distance  finie  de  l'écran,  la 
vibration  aux  différents  points  du  plan  focal  conjugué  P'  de  la 
source  est  encore  la  même  que  si  l'on  remplaçait  la  lumière  inci- 
dente par  des  ondes  planes  qu'on  recevrait  ensuite  sur  un  objectif 
dont  le  plan  focal  serait  P'. 

Les  calculs  deviennent  alors  beaucoup  plus  simples,  parce  que 
la  différence  de  phase  des  vibrations  émises  par  deux  points  de 
l'écran  est  une  fonction  linéaire  de  leurs  coordonnées. 

206.  Propriétés  générales  (!).  —   Supposons  d'abord  que  la 
(•)  Bridge,  Phil.  Mag.    [4],  t.  XVI,  p.  32]  ;  i858. 
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lumière  incidente  se  propage  dans  une  direction  OÇ  normale  au 
plan  des  ouvertures  {fi g.  93).  Prenons  pour  origine  un  point  O 
de  ce  plan  et  représentons  par  /"sinoU  la  vibration  émise  dans 
une  direction  OP  par  l'unité  de  surface  au  point  O.  Le  facteur 
/,  toutes  choses  égales,  est  proportionnel  à  l'amplitude  des  vibra- 
lions  incidentes  et  il  est  maximum  suivant  la  normale.  Ce  facteur 
varie  avec  la  direction  de  la  lumière  diffractée  et  peut  dépendre 
également  de  la  forme  des  vibrations  primitives. 

Fig.  93. 


Pour  la  vibration  émise  dans  la  même  direction  MP'  par  un 
point  M  dont  le  rayon  vecteur  p  =  OM  fait  l'angle  ty  avec  la  droite 
OP,  la  différence  de   marche  est  A  =  pcos<J>  et  la  différence  de 

phase 

^  A  pcos^ 

0—  211-  =r2Z ; • 

A  A 


L'amplitude  de  la  vibration  due  à  un  élément  de  surface  (h  au 
point  M  étant  fd<r,  la  vibration  résultante  a  pour  expression 

ffda  sin  (to£-f-8)  =  A  sin  (  w  t  H-  cp) , 

l'intégrale  s'étendant  à  toutes  les  ouvertures. 
Posant  encore 


F=/afasino,  G=/d<rcoso, 


on  a 
(O 


./' 


^v/f'+g*, 


tangcp  — 


G 


En  appelant  D  la  déviation  POÇ  de  la  normale  aux  ondes  dif- 
fractées,  le  point  dont  la  vibration  est  A  sin(w;  -+-  cp)   se  trouve 
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sur  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  R  égal  à  la  longueur  focale 
de  l'objectif,  et  à  une  distance  /=:RsinD  de  la  normale  aux 
ondes  incidentes.  Tant  que  les  déviations  restent  très  petites,  le 
phénomène  observé  dans  le  plan  focal  est  sensiblement  la  projec- 
tion de  celui  qui  se  produirait  sur  cette  surface  sphérique.  On 
peut  d'ailleurs  admettre  que  P  est  le  point  même  du  plan  focal  où 
le  phénomène  est  observé. 

Suivant  la  normale  ou,  d'une  manière  plus  générale,  dans  la 
direction  de  la  lumière  incidente,  toutes  les  vibrations  sont  con- 
cordantes et  A  =ffdv  =f&.  Donc  : 

I.  Dans  la  direction  de  la  lumière  incidente,  l'amplitude  de  la 
vibration  est  proportionnelle  à  la  surface  totale  des  ouvertures  et 
l'intensité  au  carré  de  cette  surface. 

La  quantité  totale  de  lumière  qui  tombe  sur  l'objectif  est  évi- 
demment proportionnelle  à  la  surface  ^totale  des  ouvertures.  Le 
rapport  de  l'intensité  sur  l'axe  à  la  quantité  totale  de  lumière 
est  donc  proportionnel  à  la  surface  des  ouvertures. 

Si  Ton  mène  dans  le  plan  des  ouvertures  deux  axes  rectangulaires 
OÇ  et  Ot)  et  qu'on  prenne  le  plan  normal  ÇO£  dans  le  plan  de 
diffraction,  c'est-à-dire  dans  un  plan  parallèle  aux  rayons  inci- 
dents et  aux  rayons  diffractés,  il  est  clair  que  les  vibrations  émises 
par  tous  les  points  d'une  droite  normale  à  ce  plan  sont  concor- 
dantes ;  la  différence  de  phase  relative  à  un  point  M  ne  dépend  que 
de  l'abscisse  !-,  et  l'on  a 

A  ~  ç  sin  D .  0  =  2  7ï  — • 

La  différence  de  phase  résultante  cp  est  la  même  que  celle  qu 
correspond  au  point  dont  l'abscisse  ^  satisfaite  la  condition 

\x  sinD                             y     .    _        o\  À 

tang27i — =tango,  ^sinD  .—  -' h /?  -  > 

A  2  7ï  2 

ce  qui  donne  une  série  de  droites  perpendiculaires  au  plan  de  dif- 
fraction et  à  la  distance  constante  — ^—  • 

2  sin  D 

On  peut  appeler  centre  de  phase  relatif  à  la  direction  OP  le 
point  où  l'une  de  ces  droites  rencontre  le  plan  de  diffraction. 
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Soit  /la  longueur  totale  des  cordes  des  différentes  ouvertures 
pour  l'abscisse  ç;  on  peut  prendre  di  =  ld\,  par  suite 

F  —fld\  sinS,         G=//r/çcoso. 

Remarquons  d'abord  que  ces  expressions  ne  changent  pas  et 
que,  par  suite,  l'amplitude  A  reste  la  même,  à  part  les  variations 

du  facteur/,  quand  le  rapport — ; —  reste  constant.  Donc   : 

II.  Le  sinus  de  la  déviation  qui  correspond  à  un  phénomène 
déterminé  (maximum  ou  minimum  par  exemple),  dans  un  même 
plan  de  diffraction,  est  proportionnel  à  la  longueur  d'onde. 

La  déviation  est  donc  toujours  plus  grande  pour  la  lumière  rouge 
que  pour  la  lumière  bleue  et  la  dispersion  est  inverse,  par  rapport 
à  la  déviation,  de  la  dispersion  dans  les  prismes. 

En  second  lieu,  si  les  valeurs  de  \  et  de  o  restent  les  mêmes,  l'am- 
plitude ne  dépend  que  des  valeurs  de  /,  d'où  résultent  les  consé- 
quences suivantes  : 

III.  La  diffraction  dans  une  direction  déterminée  ne  dépend  que 
de  la  longueur  totale  des  ouvertures  perpendiculaires  au  plan  de 
diffraction  et  des  projections  des  ouvertures  sur  ce  plan. 

On  peut  déplacer  les  ouvertures  dans  une  direction  normale  au 
plan  de  diffraction  ou  les  modifier  d'une  manière  quelconque  sans 
changer  les  phénomènes,  si  la  longueur  /  relative  à  chaque  valeur 
de  \  reste  constante. 

IV.  Pour  deux  systèmes  d'ouvertures  ayant  mêmes  abscisses 
et  dont  les  cordes  sont  proportionnelles,  les  amplitudes  des  vibra- 
tions dans  la  même  direction  sont  proportionnelles  aux  cordes, 
c'est-à-dire  à  la  surface  totale  des  ouvertures,  et  les  intensités  au 
carré  de  la  surface. 

Avec  un  autre  système  d'ouvertures  lié  au  premier  par  la  con- 
dition %  =  n\  pour  deux  points  correspondants,  les  cordes  restant 
les  mêmes,  l'état  vibratoire  est  de  même  nature  pour  deux  direc- 
tions correspondantes  D  et  D'  liées  par  la  condition 

£'  sinD'=  ;  sinD         ou         n  sinD'=  sinD, 
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et  l'amplitude  devient,  à  part  la  variation  de/, 

A'=/*A. 

V.  Pour  deux  systèmes  d'ouvertures  ayant  les  mêmes  cordes 
normales  au  plan  de  diffraction  et  dont  les  abscisses  sont  propor- 
tionnelles, les  sinus  des  déviations  correspondantes  sont  en  raison 
inverse  des  dimensions  homologues  dans  le  plan  de  diffraction. 

Dans  ces  directions  correspondantes,  les  intensités  sont  pro- 
portionnelles aux  carrés  des  surfaces  des  ouvertures. 

Si  l'on  a,  en  même  temps,  l!  =  ni  et  Ç'  =  /?  Ç ,  les  deux  systèmes 
d'ouvertures  sont  homothétiques  et  A'—  /?2A. 

\  I.  Pour  deux  systèmes  d'ouvertures  homothétiques,  les  sinus 
des  déviations  correspondantes  sont  en  raison  inverse  du  rapport 
de  similitude  ;  les  intensités  dans  les  directions  correspondantes 
sont  proportionnelles  aux  carrés  des  surfaces. 

VII.  Si  les  cordes  /  sont  les  mêmes  pour  -+-  £  et  —  Ç,  c'est- 
à-dire  pour  deux  valeurs  de  o  égales  et  de  signes  contraires,  on  a 
évidemment 

F  —f  ld\  sinS  =  o         ou         9  ~  o, 

et  la  phase  de  la  vibration  résultante  est  la  même  que  celle  qui 
provient  du  point  O. 

Il  en  est  ainsi,  en  particulier,  lorsque  les  ouvertures  sont  symé- 
triques par  rapport  à  la  droite  Or,,  et  lorsque  le  point  O  est  un 
centre  du  système  des  ouvertures. 

207.  Transformation  des  figures.  —  En  appelant  a  et  (3  les 
cosinus  des  angles  que  fait  le  rayon  diffracté  OP  avec  les  axes  £ 
et  7j,  choisis  arbitrairement  dans  le  plan  des  ouvertures,  la  diffé- 
rence de  marche  relative  au  point  M(ç,  r,  )  est 


Lorsque  les  axes  auxquels  on  rapporte  les  ouvertures  font  un 
angle  9,  on  peut  exprimer  cette  différence  de  marche  en  fonction 
des  coordonnées  x  et  y  du  point  P  par  rapport  à  des  axes  Cx  et 
Cjr  {fi g.  94),  situés  dans  un  plan  parallèle  à  l'écran  et  respecti- 
vement perpendiculaires  à  Or,  et  0£.  La  distance  OP  étant  égale 
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à  R,  la  projection  de  cette  droite  sur  0£  se  réduit  à  x  sin  9  ;  on  a 
donc  Ra  =  #sin9  et,  de  même,  Rp  =  y  sin9,  ce  qui  donne 


(2) 


x  sin  6  y 


y  sinO 
~1T~ 


Fi  g-  94 


Si  l'on  transforme  le  système  d'ouvertures  en  rendant  les  axes 
rectangulaires,  mais  de  façon  que  les  coordonnées  £  et  vj  de 
chaque  point  par  rapport  aux  nouveaux  axes  conservent  leurs 
valeurs  primitives,  les  retards  conservent  également  les  mêmes 
valeurs  pour  une  direction  OP0  telle  que  les  coordonnées  du  point 
P0  situé  à  la  distance  R  de  l'origine  soient 


(3) 


x  sin  ' 


y0  =  /sinO. 


Il  en  résulte  : 


VIII.  Un  système  d'ouvertures  rapporté  à  des  axes  obliques  peut 
être  considéré  comme  déduit  d'un  système  à  coordonnées  rectan- 
gulaires que  l'on  transformerait  sans  changer  les  coordonnées  de 
chaque  point,  les  directions  correspondant  aux  phénomènes  de 
même  nature  étant  liées  par  les  équations  (3). 

Remarquons  que  <r  sin9  et  ^  sin9  représentent  les  projections 
du  rayon  vecteur  GP  sur  les  axes  C£  et  Cy)  ;  pour  un  phénomène 
déterminé,  ces  projections  sont  indépendantes  de  l'angle  des  axes. 

La  déviation  D  du  rayon  diffracté  et  l'azimut  cp  =  PC£  du  plan 
de  diffraction  par  rapport  au  plan  ÇO£  donnent  les  relations 


(4) 


a  —  sinD  coscp, 
P  =  sinD  cos(0  —  cp), 
P2=sin2D[cos2cp4-cos2(e 


-?)]■ 
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Suivant  que  les  axes  sont  obliques  ou  rectangulaires,  les  élé- 
ments de  surface  des  ouvertures  peuvent  être  représentés  par 
d?  =  drt  d\  sinQ  ou  <Yt0  —  di\  d\.  Le  rapport  des  amplitudes  A  et 
A0  des  vibrations  correspondantes  est  alors 

A          f    .   , 

A  part  la  variation  des  coefficients  y",  les  amplitudes  correspon- 
dantes sont  proportionnelles  au  sinus  de  l'angle  des  axes. 

208.  Incidence  oblique.  —  Lorsque  la  lumière  incidente  est 
oblique  au  plan  des  ouvertures,  nous  désignerons  par  a,  et  (3,  les 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  £  et  r\  la  normale  OS  aux 
ondes  incidentes,  comptée  en  sens  contraire  de  la  propagation,  a2 
et  {32  ceux  de  rayon  diffracté  OP  avec  les  mêmes  axes  (Jig.  0,3).  La 
différence  de  marche  des  vibrations  émises  par  les  points  O  et  M 
est  la  somme  des  projections  du  rayon  vecteur  OM  sur  les  direc- 
tions OS  et  OP,  c'est-à-dire 

A  =  a,  5  -+-  pji)  -+■  a2£  +  (3,-r,  =  (at  4-  a,)'£  +  (  p,  4-  p2)r,. 

Remarquons  encore  que  le  phénomène  ne  change  pas  quand  on 
permute  a,  et  a2,  ainsi  que  (3,  et  j32,  cest-à-dire  quand  on  rem- 
place les  rayons  incidents  par  les  rayons  diffractés,  et  inversement. 
Ce  résultat  est  conforme  au  principe  général  du  retour  des  rayons 
lumineux  (184). 

Choisissons,  pour  l'incidence  normale  sur  le  même  système  d'ou- 
vertures, un  rayon  diffracté  dont  les  cosinus  directeurs  a  et  p  sont 
définis  par  les  conditions 

j   a  =  <*!-+- a,, 

i  p =&+?., 

ce  qui  est  toujours  possible,  au  moins  tant  que  les  rayons  restent 
peu  écartés  de  la  normale.  Les  deux  rayons  diffractés  ainsi  définis 
sont  correspondants,  les  intégrales  F  et  G  ayant  les  mêmes  va- 
leurs, et  leurs  amplitudes  A  et  A(  donnent 

A       Ai 
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Le  coefficient  /,  dépend  ici  en  même  temps  de  la  direction  des 
rayons  incidents  et  de  celle  des  rayons  diffractés.  Donc  : 

IX.  La  lumière  diffractée  dans  un  cas  quelconque  présente 
les  mêmes  caractères  que  la  lumière  diffractée  pour  l'incidence 
normale  dans  une  direction  correspondante. 

11  suffit  ainsi  de  connaître  la  diffraction  d'un  système  d'ouver- 
tures relative  à  l'incidence  normale,  que  nous  appellerons  pour 
abréger  diffraction  normale,  pour  en  déduire  la  diffraction  re- 
lative à  des  directions  quelconques  des  rayons  incidents  et  dif- 
fractés. 

L'azimut  cp  et  la  déviation  D  de  la  diffraction  normale  corres- 
pondante sont  déterminés  par  les  équations  (4)  qui  donnent 


(fs,  +  P2)?. 


cos(6-cp)_  p_  p1+p2 

COScp                a         a,  -h  a2 

sin2D  [cos2cp  +  cos2  (0  —  cp)]  =  (at-h  a2)2 

ou, 

pour  des  axes  rectangulaires, 

Pi  ~h% 

sin2D=  (a1+a2)2-h(Pi-4-P2)2- 

D'une  manière  plus  générale,  si  n  est  un  nombre  arbitraire  et 
qu'on  pose 


il  en  résulte 


n, 


A  ==  n(yZ  -h  (3ï)), 

cos(6  —  <?)_?_  fti  -H  % 
cosep  a         a,+  a2 

«2  Y        /Pi+P* 


sin2D[cos2cp  +  cos2(0  — o)]=     ~±- 


ii 


Ces  relations  montrent  qu'en  choisissant  un  système  d'ouver- 
tures liomothétiqu  eau  premier,  c'est-à-dire  défini  par  les  conditions 
£'  =  n\,  r/=  nrn  les  amplitudes  A',  A,  et  A  dans  les  directions 


0  I  F  F  il  A  C  T  I  0  N. 


3  0  1 


correspondantes  sont 


./' 


A 


Dans  le  cas  où  l'une  des  sommes  a,  -f-  ?-i  ou  (3,  -j-  $2  serait  su- 
périeure à  l'unité  en  valeur  absolue,  le  problème  se  trouverait 
ainsi  ramené  à  un  phénomène  réel  de  diffraction  normale  dans  un 
système  homothétique  au  premier. 

209.  Remarques,  —  Ces  résultats  généraux  donnent  lieu  à 
plusieurs  remarques  importantes  : 

i°  Les  axes  O^  et  Or,  étant  rectangulaires,  les  coordonnées  xx 
et  ),,  x2  etj2,  x  et  y  des  projections  (),,  Q2;  Q  (fig.  Q5),  sur 

Fig.  95. 


un  plan  parallèle  à  .l'écran,  des  points  Pl5  P2,  P  où  la  surface 
sphérique  de  rayon  R  est  coupée  par  le  prolongement  du  rayon 
incident,  parle  rayon  diffracté,  enfin  par  le  rayon  correspondant 
relatif  à  l'incidence  normale,  sont 


xx  =  —  Ra, 
yx'=    -Rp, 


#2  —  Ra2, 

J-2  =  RP2, 


Ra, 

R?. 


Il  en  résulte,  d'après  les  équations  (5), 


y=y%—x» 

c'est-à-dire  que  la  droite  CQ  est  égale  et  parallèle  à  Q,  Q2. 

X.  La  projection  du  phénomène  de  diffraction  sur  un  plan 
parallèle  à  l'écran  est  donc  indépendante  de  la  direction  des 
rayons  incidents,  quand  on  la  rapporte  au  point  Q,  qui  correspond 
à  la  lumière  directe. 
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2°  Si  les  angles  d'incidence  et  de  diffraction  i  et  i'  restent  très 
petits,  les  distances  Q<  Q2  et  GQ  sont  sensiblement  proportion- 
nelles aux  déviations  D,  et  D  du  rayon  diffracté  dans  les  deux 
cas.  Donc  : 

XI.  Pour  les  rayons  peu  écartés  de  la  normale,  la  déviation  est 
indépendante  de  la  direction  de  la  lumière  incidente. 

Il  en  est  ainsi,  en  particulier,  quand  la  lumière  incidente  pro- 
vient d'une  ouverture  de  forme  quelconque  au  foyer  d'un  colli- 
mateur. La  diffraction  dans  le  plan  focal  de  la  lentille  d'observa- 
tion est  la  superposition  de  phénomènes  identiques  dus  aux 
différents  points  de  l'ouverture  et  rapportés  chacun  au  rayon 
direct  correspondant. 

3°  Si  la  diffraction  a  lieu  dans  le  plan  d'incidence,  les  trois 
points  Q,,  Q2  et  Q  sont  en  ligne  droite  (ftg.  96);  leurs  distances 

Fig.  96. 


au  point  G  sont  respectivement  proportionnelles  aux  sinus  des 
angles  i,  i'  et  D,  ce  qui  donne 


sinD  =  sin  i  - 


sini'. 


XII.  Les  phénomènes  de  diffraction  dans  le  plan  d'incidence  ne 
dépendent  donc  que  de  la  somme  des  sinus  des  angles  d'incidence 
et  de  diffraction. 

Il  en  résulte  que  toutes  les  propriétés  établies  précédemment 
pour  l'incidence  normale  s'appliquent  aussi  à  la  lumière  oblique, 
pour  la  diffraction  dans  le  plan  d'incidence,  à  la  condition  de 
remplacer,  quand  il  y  a  lieu,   sinD  par  la  somme    sini  +  sini7. 
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On  peut  écrire 

.   _         .     .        .    ..  .    /+/'         i  —  i' 

sinD  =  siiw  -h  sin*  =  2  sin cos } 

2  2 

sinD  =  2  sin  —  co< 


Si  la  nature  da  phénomène  est  déterminée,  sinD  est  constant; 
la  déviation  D,  est  minimum  quand  le  facteur  cos(  —  —  i'\  est 

égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  pour  la  condition  i==  i'=  —  et  alors 

sinD  —  2  sin  — • 
2 

XIII.  Pour  un  phénomène  dénature  déterminée,  'la.  déviation  du 
rayon  diffracté  dans  le  plan  d'incidence  est  minimum  lorsque 
l'angle  d'incidence  est  égal  à  l'angle  de  diffraction,  c'est-à-dire 
que  le  plan  des  ouvertures  est  bissecteur  de  l'angle  des  rayons 
incidents  et  diffractés  (*). 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  l'analogie  qui  existe  entre  cette  dévia- 
tion minimum  et  celle  des  prismes,  pour  laquelle  le  plan  bissec- 
teur de  l'angle  dièdre  doit  être  également  bissecteur  des  plans 
menés  par  l'arête  du  prisme  parallèlement  aux  rayons  incidents  et 
aux  rayons  émergents  (67). 

4°  Dans  le  cas  général,  on  peut  faire  [B  =  o,  ce  qui  revient  à 
prendre  l'axe  0£  dans  le  plan  d'incidence;  les  cosinus  a  et  a2,  ou  (3 
et  (32,  représentent  alors  les  sinus  des  angles  des  rayons  diffractés 
avec  les  plans  normaux  ÇOrj  ou  ÇO£,  c'est-à-dire  les  sinus  des  dé- 
viations parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan  d'incidence. 

La  condition  (3  =  (32  montre  déjà  que  cette  dernière,  ou  dévia- 
tion latérale,  est  indépendante  de  l'angle  d'incidence. 

Si  l'on  appelle  j  et  j2  les  angles  des  rayons  diffractés  avec  le 
plan  normal  ÇOrj,  on  aura 


.     1  -+-  /2         1  —  /2 

mj  =  sin  1  -4-  sin/2  =  2  sin —  cos — 


(l)  Mascart,  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  I,  p.  2^8;  1864. 
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Tant  que  les  déviations  restent  très  petites,  la  somme  i-\-J2 
est  très  petite;  l'angle  i  —  /',  =  il  —  (/  +  y2)  est  très  voisin  de 
ai,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

''  COS  l 

La  déviation  i+j\  parallèle  au  plan  d'incidence  est  la  même 
que  si  l'on  remplace  le  système  des  ouvertures  par  sa  projection 
sur  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  incident. 

XIV.  Tant  que  les  déviations  restent  très  petites,  le  phénomène 
observé  dans  le  plan  focal  d'une  lunette  dirigée  vers  la  source  ne 
dépend  que  de  la  projection  du  système  des  ouvertures  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  Ja  lumière  incidente. 

5°  Supposons  encore  que  la  lumière  normale  ne  donne  de  dif- 
fraction sensible  que  dans  un  plan  déterminé,  que  nous  appel- 
lerons plan  principal,  ce  qui  aurait  lieu  par  exemple,  pour  une 
fente  très  étroite,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  sa  longueur. 

En  prenant  l'axe  des  £  dans  ce  plan,  on  aura  toujours  p  =  o  et, 
par  suite,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  lumière  incidente, 

[i1+32  =  o  ou  px— —  p2. 

La  diffraction  n'est  sensible  que  dans  les  directions  pour  les- 
quelles les  rayons  incidents  et  diffractés  font,  de  part  et  d'autre, 
des  angles  égaux  avec  la  normale  au  plan  principal.  Le  lieu  des 
rayons  diffractés  est  donc  la  surface  d'un  cône  circulaire  autour 
de  cette  droite  et  dont  la  demi-ouverture  angulaire  est  égale  à 
l'angle  qu'elle  fait  avec  les  rayons  incidents;  les  rayons  diffractés 
ont  la  même  direction  que  s'ils  s'étaient  réfléchis  régulièrement 
sur  la  normale  au  plan  principal  de  diffraction. 

La  différence  de  marche  se  réduisant  à 

A  =  (a,  +  a2)ç  =  ;(  %mj\  -h  sm/2  ), 

il  en  résulte 

sinD  =  siny*!  -+-  sin/2. 

XV.  Pour  un  phénomène  déterminé,  la  somme  des  sinus  des 
angles  des  rayons  incident  et  diffracté  avec  le  plan  perpendicu- 
laire au  plan  principal  est  constante. 
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6°  Enfin  tous  les  résultats  qui  précèdent  s'appliquent  également 
à  un  système  d'écrans  opaques  de  mêmes  dimensions  que  les  ou- 
vertures considérées,  au  moins  pour  toutes  les  directions  autres 
que  celles  des  rayons  directs,  ou  plus  exactement  pour  les  direc- 
tions dans  lesquelles  la  lumière  diffractée  par  l'ouverture  entière 
de  l'objeclif  avec  lequel  on  observe  est  sensiblement  nulle.  Dans 
ce  cas,  en  effet,  les  ouvertures  et  les  écrans  correspondants  for- 
ment deux  systèmes  complémentaires  (187). 

210.  Grand  nombre  cV ouvertures  ou  d'écrans.  —  Lorsqu'il 
existe  dans  un  même  plan  un  certain  nombre  N  d'ouvertures  dis- 
tinctes, la  vibration  produite  par  chacune  d'elles  a  une  expression 
de  la  forme  asin(to£  -4-  a).  La  vibration  résultante  est 

x  =  Sa  sin(w£  4-  a)  =  A  sin  (wf  -+-  ce) 
et  l'on  a 

A2  =  (Za  cosa)2-h  (Za  sin  a)2  —  S#2-f-  2S«a'cos(a  —  a'). 

Si  les  ouvertures  sont  en  très  grand  nombre,  de  formes  quel- 
conques et  distribuées  au  hasard,  la  différence  de  phase  a  —  a! 
relative  à  deux  d'entre  elles  peut  avoir  indifféremment  toutes  les 
valeurs  possibles.  Dans  ce  cas,  cos(a  —  a')  prend  également  toutes 
les  valeurs,  entre  — 1  et  4-  1 ,  pendant  que  le  produit  aa!  reste 
compris  entre  deux  limites  finies,  positives  ou  négatives  ;  on  a 

alors 

Saci'  cos(a  —  oc')  —  o 
et,  par  suite, 

A2  =  £«2. 

XVI.  Avec  un  grand  nombre  d'ouvertures  de  formes  quel- 
conques, distribuées  au  hasard,  l'intensité  de  la  lumière  diffractée 
dans  une  direction  est  donc  la  somme  des  intensités  relatives  à 
chacune  des  ouvertures  séparément. 

Le  champ  est  alors  entièrement  éclairé;  c'est  une  diffusion 
générale  de  la  lumière.  Si  les  dimensions  des  ouvertures  sont  assez 
grandes  pour  que  la  différence  de  marche  des  rayons  extrêmes  res- 
pectifs à  chacune  d'elles  soit  de  plusieurs  longueurs  d'onde,  la 
diffraction  dans  une  direction  déterminée  passe  indifféremment  par 
toutes  les  couleurs.  Dans  ce  cas,  la  lumière  diffusée  est  blanche  si 
l'on  opère  avec  de  la  lumière  blanche. 
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A.,  contraire,  si  les  dimensions  des  ouvertures  sont  de  1  ordre 
des  longueurs  d'onde,  la  lumière  diflraetée  dans  une  direction  dé- 
terminée présente  une  proportion  prédominante  de  certaines  cou- 
leurs La  diffusion  est  alors  colorée  quand  on  opère  avec  la  lumière 
blanche;  nous  reviendrons  plus  tard  sur  cette  propriété  impor- 
tante qui  permet  d'expliquer  la  couleu, :du  ciel. 

Si  toutes  les  ouvertures,  étant  distribuées  au  hasard,  sont  iden- 
tiques, les  coefficients  a  sont  égaux  et  il  reste 

A!  =  N«!. 

XVII.  Dans  ce  cas,  l'intensité  de  la  lumière  diffractée  est  pro- 
portionnelle au  nombre  des  ouvertures. 

Ces  deux  propriétés  supposent  toutefois  que  la  différence  de 
phase  a'- a,  relative  à  deux  ouvertures  différentes,  peut  atteindre 
des  valeurs  notables  ;  elles  ne  s'appliquent  donc  pas  à  des  rayons 
très  voisins  de  la  lumière  directe. 

Elles  conviennent,  avec  la  même  restriction,  à  un  système 
d'écrans  complémentaire  du  système  des  ouvertures. 

Si  l'écran  est  constitué  par  une  surface  polie  dénuée  de  pou- 
voir réflecteur  sur  certains  points,  les  portions  polies  correspon- 
dant aux  ouvertures  dans  le   cas  de  la  transmission,  il  est  char 
nue  les  rayons  réfléchis  en  un  point  M  se  comportent  comme  s  ils 
'■«venaient  de  l'image  S'  de  la  source  S,  et  les  vibrations  éma- 
nant de  ce  point  jouiront  des  mêmes  propriétés  dans    es  deux 
cas   Les  phénomènes  de  diffraction  observés  du  cote  de  la  source 
seront  donc  les  mêmes  que  dans  le  cas  d'un  système  d  ouvertures 
analogue   observé   par   transmission,    si  l'on    a   som  de  les   rap- 
porter, non  pas  à  la  direction  des  rayons  incidents,  mais  a  la  di- 
rection des  rayons  réfléchis  régulièrement. 

911  Interposition  d'une  lame.  -  Nous  avons  supposé  que 
les  ouvertures  étaient  libres  et  ménagées  dans  un  écran.  Il  arrive 
souvent  que  ces  ouvertures  sont  obtenues  à  l'aide  d  une  couche 
opaque,  appliquée  sur  une  lame  de  verre  à  faces  parallèles  que 
l'on  a  dénudée  en  certains  points  pour  rétablir  la  transparence;  d 
est  clair  que  cette  lame  ne  modifie  pas  la  direction  des  phéno- 
mènes de  diffraction  si  on  les  observe  ensuite  dans  l'air. 
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Supposons,  en  effet,  que  les  ouvertures  soient  tracées  à  la  partie 
inférieure  d'une  lame  de  verre.  Pour  une  incidence  déterminée  i 
dont  l'angle  de  réfraction  correspondant  est  /•  dans  une  lame  d'in- 
dice /?,  la  différence  de  marche,  avant  la  diffraction,  des  rayons  S„ 
et  S  qui  aboutissent  aux  points  O  et  M  {fi g»  97)  est  la  longueur 

Fier.  0-7. 


optique  de  la  différence  OP  de  leurs  distances  à  une  même  onde 
MP,  c'est-à-dire 

A  —  n  OP  —  a  OM  sin  /•  =  OM  sin  i  ; 

elle  est  la  même  que  si  la  lame  n'existait  pas.  Il  en  serait  de  même 
pour  les  rayons  diffractés.  On  peut  donc  tracer  les  ouvertures  sur 
la  première  ou  la  seconde  surface  d'une  lame  à  faces  parallèles, 
sans  altérer  la  diffraction. 

Par  contre,  si  les  rayons  incidents  et  les  rayons  diffractés  étaient 
dans  deux  milieux  différents,  d'indices  de  réfraction  n  et  /i',  on 
devrait  remplacer  sinz  par  n  uni  et  sin?7  par  n!  s\ui' . 

DIFFÉRENTES  FORMES  D'OUVERTURES. 

212.  Anneau  circulaire.  —  Par  raison  de  symétrie,  la  lumière 
diffractée,  pour  l'incidence  normale,  par  une  ouverture  ayant  la 
forme  d'un  anneau  circulaire  donne,  dans  le  plan  focal  d'obser- 
vation, une  série  de  cercles  concentriques. 

Prenant  pour  origine  le  cercle  O  de  l'anneau,  nous  supposerons 
que  l'axe  Oç  est  dans  le  plan  de  diffraction  et  nous  considérerons, 
un  point  M  dont  le  rayon  vecteur  p  fait  avec  l'axe  des  \  l'angle  9; 
l'élément  de  surface  relatif  à  un  anneau  de  largeur  infiniment 
petite  dz  est  d<s  =  p  c/p  cfà  et  la  différence  de  marche  correspon- 
dante 

A  =  \  sinD  =  p  cos6  sinD. 
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Comme  il  existe  deux  éléments  de  même  surface  symétriques 
par  rapport  à  l'axe  des  Ç,  la  vibration  résultante  est 

r        i    C     •     f  P  sinD  \    _ 

x  =j  i  p  dp  I      sin    wf  —  2  7z  ■ — - — -  cos  6  )  dft. 

La  valeur  de  l'intégrale  F  est  nulle,  puisque  l'origine  est  au 
centre  de  l'ouverture.  En  posant 

p  sinD 

171  =r  7T  ■ =- —  h  p, 

À 

l'amplitude  cl  A  de  la  vibration  résultante  est  donc 
cl  A  =  2/p  dp  I     cos  (  2  m  cos  0  )  dO 

ou,  en  développant  le  cosinus  en  série, 

/A  -     7    C11  f         (2 m  cos 6)2        (2  m  cos 6 )4  "I    7A 

^  =  a/prfpjf         I-      ___- -h  ______... Jd». 

La  série  comprise  entre  parenthèses  peut  s'écrire 

22(;ncos6^  (  —  i)»2"(mcos0)2ft 

i  —  2 (m  cos6)2  ' 


i.3xi.2  [  i .  3 . .  .  (  2  n  —  i  )]  (  i .  2 .  .  .  n 

Or  on  a,  d'une  manière  générale, 


2n  r 

1.3... (2,*  —  i)  J0 


7T 

cos2w  e  are 


I  .2.3 


par  suite, 

Pour  obtenir  la  vibration  relative  à  un  anneau  compris  entre 
les  rayons  p4  et  p2,  il  suffit,  en  remplaçant  m  par  Ap,  d'intégrer 
l'expression  qui  précède  entre  les  limites  p,  et  p2,  ce  qui  donne 

213.  Ouverture  circulaire.  —  L'amplitude  de  la  vibration 
relative  à  un  anneau  circulaire  de  rayon  p  s'obtiendra  en  faisant 
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Go— o  et  p,  =o.  Si  l'on  met  en  facteur  le  produit  tcc2  qui  re- 
présente la  surface  a-  de  l'ouverture,  et  qu'on  remplace  Ap  par  /n  , 
il  vient  finalement 

f='[-ï-*{(#'-"+feS(r£î),]->* 

C'est  la  formule  obtenue  par  Sir  G.  Airy  (*),  (jui  l'a  exprimée 
en  fonction  de  la  quantité  2  m.  La  nature  du  phénomène  ne 
dépend  que  de  la  valeur  de  m.  Le  sinus  de  la  déviation  D,  pour 
un  phénomène  de  nature  déterminée,  est  proportionnel  à  la  lon- 
gueur d'onde  et  en  raison  inverse  du  diamètre  de  l'ouverture. 

L'amplitude  de  la  vibration,  toutes  choses  égales,  est  d'ailleurs 
proportionnelle  à  la  surface  a-  de  l'ouverture  et  l'intensité  propor- 
tionnelle au  carré  de  cette  surface.  Ces  résultats  sont  conformes 
aux  règles  générales  (206). 


La  série 


1   /  m  \ £       1 
5    7+3 


\i.2/        4  V1  •  2.0/  n  -f-  1  \i.2...nj 


est  évidemment  convergente,  quel  que  soit  m,  et  elle  prend  des 
valeurs  alternativement  positives  et  négatives  à  mesure  que  m 
croît  à  partir  de  zéro. 

L'intensité  est  nulle  quand  S  =  o  ;  elle  est  maximum  et  propor- 
tionnelle à  S2  pour  les  valeurs  de  m  qui  satisfont  à  la  condition 

——  —  o,  c'est-à-dire  à  l'équation 


2/71 


2  6\l.lJ  L\\l.2.ÔJ  /i  +  I      \I.2.../l/J 


Cette  série  S  a  une  importance  exceptionnelle  dans  l'étude  des 
images  dans  les  instruments  d'Optique.  Sir  G.  Airy  en  a  donné 
la  Table  pour  toutes  les  valeurs  de  m,  variant  de  dixièmes  en 
dixièmes,  depuis  o  jusqu'à  6. 


(')  G.-B.  Airy,  Trans.  of  the  Cambr.  Phi/.  Soc,  t.  V,  p.  283;  1 83 5 . 
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Diffraction  d'une  ouverture  circulaire. 
Table  d'Airy. 


m. 

S. 

s2.     1 

m. 

s. 

s*. 

o 

I  ,oooo 

1,0000 

3,0 

—0,0922 

0,008 5 

0,  l 

995° 

9900 

1 

75 1 

56 

2 

98nI 

9606 

2 

568 

32 

i4 

4 

3 

9557 

9t34 

3 

379 

4 

5 

9221 

85o3 

4 

192 

8801 

7746 

5 

—0,001 3 

0 

6 

83o5 

6897 

6 

+0,0  i5i 

2 

7 

7742 

^994 

7 

296 

9 

8 

7I24 

5070 

8 

4i9 

x7 

9 
i  ,  o 

646 1 

4174 

9 

5i6 

27 

5767 

o,3326 

4,o 

587 

o,oo35 

5o54 

2554 

1 

629 

4o 

2 

3 

4335 

362  2 

1879 

l3l2 

2 
3 

645 
G34 

42 
4o 

4 

5 

2927 

2261 

857 
5n 

4 
5 

600 
545 

36 

3o 

6 

i633 

267 

6 

473 

22 

7 
8 

io5i 

IT  I 

7 

387 

i5 

53o 

28 

8 

291 

s 

9 

2,0 

+0,0067 

0 

9 

190 

4 

— o,o33o 

0,0011 

5,o 

+0,0087 

0,0001 

I 

660 

44 

1 

— o,ooi3 

0 

2 

922 

85 

2 

107 

/, 

3 

11 16 

125 

3 

>9* 

1 

4 
5 
6 

i244 

i55 

4 

263 

7 

\  3 1 0 

l320 

172 
174 

5 
6 

321 

364 

10 
i3 

7 
8 

9 

3,o 

1279 

1073 
—  0,0922 

164 

i43 
n5 

0 , oo85 

7 
8 

9 

6,0 

090 
4oo 
394 

372 

i5 
16 

16 
0,0014 

-    ? 


Schwerd  (•)  a  représenté  la  variable  m  par  -  ^  et  calcule  Ja 
Table  suivante  de  la  série   S   en   donnant  à  l'angle  o  des  valeurs 
5°  en   i5°,   c'est-à-dire  à  la  variable  m  des  va- 


croissantes  de   i5°  ei 

leurs  successives  égales  à  un 

m—  p— -,  on  obtient  ainsi  : 

1    ii\ 


nombre  entier  de  fois  --,  •  En  posant 


2  1 


C)  Schwerd,  Z)ie  ^ewg 


wiserscheinungen,  p.  69;  Mannheim,  i835. 
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Diffraction  d'une  ouverture  circulaire. 
l'ahlc  de  Schwerd. 


0,7.) 


1,25 


I  ,00 


p- 

S. 

s-. 

0 

-M  ,0000 

1 ,0000 

I 

0,9912 

9825 

2 

!i(i~>!) 

()33o 

3 

9247 

855o 

\ 

8689 

7  5.  ")o 

5 

8oo5 

6407 

6 

7217 

3  208 

7 

6349 

Jo3i 

8 

543  ! 

2()5o 

9 

4492 

2()l8 

10 

3.").')  s 

1266 

11 

2657 

0,07069 

12 

1812 

3285 

1  5 

1045 

i°9f 

A 

-+-0,03733 

i3g 

i5 

—  0,01918 

3  7 

16 

06426 

4i3 

*7 

09762 

g.3.3 

18 

11948 

1427 

*9 

i3o48 

1702 

20 

i3i6o 

1 7.32 

21 

1 2  '1 2  $ 

i544 

2  2 

ro998 

1209 

2.3 

090')  1 

8rg 

24 

06765 

458 

2.") 

ot3i'( 

186 

26 

—0,01861 

35 

27 

+o,oo443 

2 

28 

Al* 

61 

29 

41  ii 

171 

3o 

5374 

289 

3i 

6i/,3 

377 

32 

6442 

4i5 

33 

6293 

396 

34 

6753 

33 1 

3.1 

487i 

2.37 

36 

3  733 

141 

37 

i\-/\ 

61 

38 

-f-o,ou63 

0 , 000 1 3 

P- 

s. 

S». 

?,* 

-f-o 

,01 i63 

0 , 000 1 3 

3g 

— 0 

, 00 1 76 

0 

4o 

i377 

M) 

4" 

24o4 

58 

42 

3i99 

102 

43 

3  729 

i3g 

44 

3979 

i58 

45 

3g  5  0 

i.56 

46 

3665 

i34 

47 

3i4g 

99 

+8 

2464 

61 

49 

i65.'i 

27 

5o 

— 0 

,00784 

6 

5i 

-+-0 

,00087 

0 

52 

902 

8 

53 

i6i3 

26 

45 

2.77 

47 

55 

2.566 

66 

56 

2764 

76 

57 

2769 

77 

58 

2.590 

67 

% 

2248 

5i 

60 

177.3 

3i 

61 

I  204 

i4 

62 

+  0 

oo582 

3 

63 

-0 

00049 

0 

64 

6.55 

4 

6.5 

"74 

14 

66 

1606 

26 

67 

190.3 

36 

68 

2064 

43 

69 

2077 

43 

70 

19.52 

38 

71 

1702 

29 

72 

i35o 

18 

73 

926 

8 

:'« 

— 0, 

00  4  5 1 

0,00002 

7> 

+0, 

ooo3i 

0 
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Les  maxima  et  les  minima  successifs  d'intensité  ont  lieu  pour 

les  valeurs  suivantes  : 

Maxima. 

m .  m  „ 

Ordre.  -  Différence.  S2.  ^T 

1 O  [ 

2 0.819  °\19  0.01745  0,01896 

3 i,346      0',7     o,oo4i.5        55o 

o  5 1 2 
4 i,858       '        o,ooi65        3o6 

8 2,362      °'^°4     0,00078        184 

o  5 

6 2,862  '  o,ooo43  123 

O    oc  0,5 

/ 3,3o2  '  0,00027  01 

o .  5 
8 3,862  '  0,00018  69 

9 4,362  0,00012  o,ooo52 

Minima. 

Distances  aux  maxima 

avant.  arrière. 

1 0,610  „   „  0,610  0, 2oq 

o  r  0,506  '       v 

2 1,116  _  _  0,297  o,23o 

3 I,6l9  _  0,273  0,23q 

0,^02  c/  / 

4 2   122  „  0,264  0,240 

5 2,622  _  0,260  0,240 

o  5 
6 3,122  0,260  0,240 

On  voit  que  les  maxima  successifs,  à  partir  du  troisième,  sont 
sensiblement  équidistants  et  que  les  minima,  d'abord  plus  éloignés 
que  le  milieu  de  l'intervalle  des  deux  maxima  qui  le  comprennent, 
s'en  rapprochent  de  plus  en  plus. 

Dans  le  plan  focal  de  la  lunette  d'observation,  le  rayon  /•  de  la 
circonférence  qui  correspond  à  un  phénomène  déterminé,  ou  à 
une  valeur  de  m,  est 

RX  m 


/=RsinD 


7T 


La  quantité  de  lumière  dQ  répandue  dans  ce  plan  sur  une  zone 
annulaire  comprise  entre  les  rayons  r  et  r  -\-  dr  peut  être  repré- 
sentée par 

dQ  =  À2  2  tt /•  tf?/- =  tzA-  d/2. 

R2X2             R2X2 
Si  l'on  remplace  r2  par  sa  valeur  m2  =  ?n-,  il  vient 

1  l  TZ*p2  7TC7 

À2R2)2 
dQ  —  ^  r/m2  =  af- R2 X2 S2  dm\ 
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Le  coefficient/"  est  d'ailleurs  en  raison  inverse  de  la  distance  R; 
à  un  facteur  constant  près,  on  peut  donc  écrire 

La  quantité  totale  de  lumière  répandue  sur  un  cercle  de  rayon 
/•,  défini  par  la  valeur  de  m  correspondante,  est 


=  'a),2  f 


S2rf/?i2  =  aX2  o(/)l-). 


et  réclairement  moyen  par  unité  de  surface 

T.r2  ~~  R2X2m2  —  R-  m^{m  '' 

La  série  S  étant  une  fonction  de  m-,  on  pourrait  effectuer  l'in- 
tégration et  calculer  l'expression  de  la  fonction  o(/?z2);  mais  il  sera 
plus  simple  de  traduire  par  une  courbe,  à  l'aide  des  Tables,  les 
valeurs  de  S2  en  fonction  de  m2  et  de  déterminer  l'intégrale  <f  (w2) 
par  des  méthodes  graphiques. 

Dans  un  travail  remarquable  sur  la  vision  dans  les  instruments 
d'Optique,  M.  André  (')  appelle  solide  de  diffraction  le  volume 
que  l'on  obtient  en  faisant  tourner  autour  de  son  axe  la  courbe 
des  intensités. 

La  quantité  de  lumière  distribuée  sur  la  tache  centrale  est  re- 
présentée par  le  volume  correspondant  du  solide  de  diffraction, 
c'est-à-dire  proportionnelle  à  l'intégrale  /S2  dm*  comptée  jus- 
qu'au premier  minimum. 

Pour  les  anneaux  qui  suivent,  la  valeur  moyenne  de  S2  est  sen- 
siblement la  moitié  de  la  valeur  maximum,  et  la  quantité  totale  de 
lumière  relative  à  chaque  anneau  peut  être  représentée  par  l'ex- 

S2  > 
pression  2 m—  om  =  /mS2o/?z,  dans  laquelle  le  nombre  m  corres- 
pond au  maximum  S2,  et  om  à  la  distance  des  deux  minima.  Gomme 
la  différence  om  est  sensiblement  constante,  la  quantité  de  lumière 
relative  à  chaque  anneau  est  proportionnelle  au  produit  /«S2.  On 
trouve  d'ailleurs,  par  un  calcul  approché  : 


(')   Cn.  André,  Ann.  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  [2],  p.  2^5;  1876. 
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fS*dm°-,  Rapports. 

Tache  centrale 0,9238  1 

Premier  anneau 0,07348  0,079^ 

Deuxième  anneau o,oo28o7tt2  o,o3oo 

Troisième  anneau i536  »  0,0164 

Quatrième  anneau 923   »  0,0098 

Cinquième  anneau 6i5  »  0,0066 

Sixième  anneau 454  »  0,0048 

Septième  anneau 3  Ï7  »  0,0037 

Huitième  anneau 0,000261   »  0,0028 

Total  des  huit  anneaux o,  i536 

Cette  discussion  montre  que,  si  l'intensité  des  maxima  diminue 
très  rapidement,  à  tel  point  qu'elle  n'est  pas  le  cinquantième  de 
celle  du  centre  pour  le  premier  anneau,  ni  le  cinq-millième  pour 
le  huitième  anneau,  la  distribution  de  la  lumière  suit  une  loi 
toute  différente.  La  quantité  de  lumière  répandue  sur  le  premier 
anneau  atteint  presque  le  dixième  de  celle  de  la  tache  centrale 
et  elle  diminue  lentement  sur  les  anneaux  qui  suivent;  la  somme 
totale  de  lumière  relative  aux  différents  anneaux  est  supérieure 
au  septième  de  celle  qui  existe  sur  la  tache  centrale. 

214.  Pénétration  des  lunettes.  —  Un  objectif  entièrement 
découvert  qui  vise  une  étoile  réalise  le  cas  d'une  ouverture  circu- 
laire. La  diffraction  n'est  alors  sensible  qu'à  une  très  petite  dis- 
tance de  l'axe  du  faisceau  et  l'on  peut  remplacer  le  sinus  de  la 
déviation  D  par  l'angle  lui-même. 

En  appelant  d=  2p  le  diamètre  de  l'objectif,  l'angle  apparent 
£  du  rayon  de  la  tache  centrale,  vu  du  centre  optique,  est  définie 

par  le  premier  minimum  pour  lequel  —  =  0,6 1  ;  on  a  donc 

m  a        2X  .  X 

£=r —  — -    X  O  ,  6  I  —  1,22-,- 

71    p         a  a 


Si  l'on  remplace  la  longueur  d'onde  \  par  la  valeur  0^,06  qui 
correspond  à  la  partie  la  plus  brillante  du  spectre,  qu'on  exprime 
l'angle  £  en  secondes  (  1 u  —  ., 0 0'0 0 0 )  et  le  diamètre  d  de  l'objectif 
en  centimètres,  il  vient 

_  i3',7 
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ce  qui  donne  un  angle  de  i;/,  \  pour  un  objectif  de  iocm  de  diamètre. 

L'image  d'une  étoile  dans  une  lunette,  au  lieu  d'être  un  point 
brillant,  se  présente  donc  comme  un  disque  (32),  dont  le  diamètre 
est  en  raison  inverse  de  l'ouverture  de  l'objectif,  et  qui  est  entouré 
d'anneaux  irisés  sur  leurs  bords.  Cet  élargissement  des  images 
avait  été  déjà  observé  par  W.  llerscliel  dès  1782  (  '  ).  Fraun- 
hofer  (2)  a  constaté  ('gaiement  que,  «  lorsque  la  lumière  est  dif- 
fractée  par  des  ouvertures  rondes  de  différents  diamètres,  les  dia- 
mètres des  anneaux  colorés  sont  en  raison  inverse  des  diamètres 
des  ouvertures  »  et  que  «  les  distances  des  rayons  rouges  extrêmes 
des  différents  anneaux  au  centre  forment  une  progression  arith- 
métique dont  la  différence  est  plus  petite  que  le  premier  terme  ». 
Ces  résultats  sont  absolument  conformes  à  la  théorie. 

Le  problème  de  la  diffraction  d'une  ouverture  circulaire  a  été 
traité  d'abord  par  Sir  G.  Airy,  puis  par  Schwerd,  qui  l'a  soumis 
également  au  contrôle  de  l'expérience,  et  par  Knochenhauer  (3). 

Deux  étoiles  voisines  ne  peuvent  se  distinguer  dans  une  lunette 
que  si  leurs  taches  centrales  ne  sont  pas  confondues  de  manière  À 
former  une  plage  commune.  Comme  l'intensité  de  la  tache  cen- 
trale est  déjà  réduite  à  0,0^  au  milieu  du  rayon,  on  conçoit  que 
les  images  de  deux  étoiles  d'égale  grandeur  pourront  se  détacher 
l'une  de  l'autre  quand  le  milieu  de  la  tache  de  la  première  sera 
sur  le  premier  anneau  noir  de  la  seconde,  car  l'intensité  mi- 
nimum entre  les  taches  est  o,^4  »  un  objectif  de  iocm  est  donc 
capable  de  séparer  sûrement  une  étoile  double  de  iv,4- 

Dawes  ('•  )  a  contrôlé  par  une  longue  série  d'observations  cette 
influence  du  diamètre  de  l'objectif.  Il  appelle  pouvoir  séparateur 
dune  ouverture  instrumentale  l'angle  minimum  de  deux  étoiles 
quelle  peut  distinguer;  le  produit  de  cet  angle  par  le  diamètre 
de  l'ouverture  est  une  constante  de  séparation.  D'après  ses  ob- 
servations, une  ouverture  de  1  pouce  permet  au  plus  de  séparer 
une  étoile  double  dont  les  composantes,  de  sixième  grandeur, 
sont  à  la  distance  de  4"?56,  soit  i",i6  pour  une  ouverture  de  iocn\ 


(•)  W.  Herschel,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  5a;  i8o5. 

(2)  Fraunhofer,  Schumacher's  astr.  Abhand.,  t.  I,  p.  58;  182.3. 

(3)  Knochenhauer,  Die  Undulationstheorle  des  Lichtes,  p.  22;  Berlin,  i83g. 
(*)  Dawes,  Mem.  0/  the  Roy.  Astr.  Soc.,  vol.  XXXV,  p.  i58;  i856. 
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c'est-à-dire  un  angle  plus  faible  que  ne  l'indiquerait  l'empiétement 
par  moitié  des  taches  centrales. 

215.  Emploi  des  diaphragmes.  —  il  est  intéressant  de  cher- 
cher comment  il  serait  possible  d'améliorer  le  pouvoir  séparateur 
d'un  instrument  par  des  diaphragmes  de  forme  convenable  qui 
cacheraient  une  partie  de  l'ouverture. 

On  voit  d'abord  que,  si  l'on  couvre  la  partie  centrale  par  un 
écran  circulaire  de  rayon  p,,  l'amplitude  de  la  vibration  est  égale 
à  la  différence  des  valeurs  relatives  aux  deux  rayons  pf  et  p?  c'est- 
à-dire  proportionnelle  à  la  différence  A(p)  —  A(p<),  ou 

p"S(p>— P;s(Pl). 

Il  est  clair  que  la  déviation  du  premier  minimum  sera  moindre 
que  pour  l'ouverture  entière  et  qu'on  améliore  ainsi  la  visibilité 
des  étoiles  doubles;  mais,  par  contre,  on  augmente  l'importance 
des  anneaux  qui  suivent  et  l'on  troublerait  sans  doute  l'image  d'un 
objet  dont  l'angle  apparent  est  appréciable. 

Quand  on  ne  laisse  libre,  par  exemple,  qu'une  ouverture  annu- 
laire très  étroite  au  bord  de  l'objectif,  l'amplitude  de  la  vibration 
correspondante  dA  (212)  est  nulle  pour  m  =  o  ,49^  environ,  au 
lieu  de  la  valeur  o,Gitï  qui  correspondrait  à  l'ouverture  entière. 

D'une  manière  plus  générale,  si  l'on  fait  usage  d'une  série 
d'écrans  qui  laissent  libres  des  ouvertures  annulaires  concentri- 
ques de  rayons  p,  et  p2,  p\  et  p.,,  etc.,  l'amplitude  de  la  vibration 
résultante  sera 

A(p2)-A(Pl)  +  A(p'2)-A(p'1)-h.... 

On  peut  enfin  couvrir  l'ouverture  par  des  écrans  percés  de 
trous  équidistants  sur  des  cercles  concentriques,  etc. 

216.  Formation  des  images.  —  Lorsque  la  source  a  des  di- 
mensions apparentes  notables,  les  ondes  produites  par  les  diffé- 
rents points  ont  des  vibrations  indépendantes;  la  quantité  de  lu- 
mière qui  éclaire  un  élément  du  plan  focal  est  la  somme  des 
intensités  qui  correspondent  à  tous  les  éléments  de  l'image  géomé- 
trique dont  l'action  est  appréciable,  en  y  comprenant  les  effets  de 
diffraction. 

Getle  quantité   de  lumière  est  représentée   par  la  somme  des 
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volumes  du  solide  de  diffraction,  relatifs  à  tous  les  éléments  de 
l'image  géométrique,  qui  ont  pour  base  l'élément  de  surface  con- 
sidéré. On  peut  ainsi,  par  le  calcul  ou  par  des  constructions 
graphiques,  déterminer  la  distribution  de  la  lumière  dans  le  plan 
focal;  nous  nous  bornerons  à  deux  cas  particuliers  : 

i°  Supposons  d'abord  que  la  source  est  une  ligne  lumineuse 
d'éclat  uniforme,  dont  les  dimensions  transversales  sont  inappré- 
ciables, et  dont  l'image  géométrique  a  une  courbure  très  faible  par 
rapport  à  celle  des  premiers  anneaux  de  diffraction,  les  seuls  dont 
il  y  ait  lieu  de  tenir  compte. 

Pour  un  point  situé  auprès  de  l'image  géométrique  et  loin  des 
extrémités,  on  voit  aisément,  par  la  superposition  des  intensités 
relatives  à  tous  les  points  lumineux,  que  l'intensité  est  proportion- 
nelle à  la  section  du  solide  de  diffraction  par  un  plan  parallèle  à 
l'axe  et  à  la  distance  m  qui  correspond  à  la  distance  angulaire 
du  point  considéré  à  l'image  géométrique.  M.  André  a  calculé 
cette  Table  pour  les  différentes  valeurs  de  ;?z,  en  prenant  pour 
unité  l'intensité  sur  l'image  géométrique  elle-même,  qui  corres- 
pond à  la  section  méridienne  du  solide  de  diffraction. 


m. 

Intensité 

0,0 

1  ,0000 

I 

9769 

2 

95G2 

3 

901 5 

4 

8534 

0 

7676 

(i 

6764 

7 

5843 

8 

4910 

9 

3977 

1,0 

3 176 

1 

2386 

2 

x792 

3 

1290 

4 

o,oS35 

."> 

076 

6 

376 

7 

3oo 

8 

299 

9 

3o5 

2.0 

0,0344 

âge 

d'une 

ligne 

m. 

In 

tensilé. 

2,0 

0 

0344 

373 

2 

4oi 

3 

4 16 

4 

4i7 

5 

404 

(i 

070 

7 

309 

8 

206 

9 

224 

3,o 

164 

i37 

2 

109 

3 

0 

0091 

4 

86 

5 

90 

6 

0 

0104 

7 

109 

8 

»4 

9 

i/8 

4,o 

0 

0124 

m. 

Intensité 

4,0 

0,0124 

1 

1 15 

2 

112 

3 

0,0091 

4 

73 

5 

65 

6 

4i 

7 

26 

8 

24 

9 

26 

5,o 

28 

1 

33 

2 

36 

3 

42 

4 

45 

5 

48 

6 

47 

7 

45 

8 

43 

9 

32 

6,0 

o,ooi5 
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Le  mode  même  de  construction  montre  que  l'intensité  n'est 
jamais  nulle.  A  mesure  qu'on  s'éloigne  de  l'image  géométrique, 
la  lumière  diminue  d'abord  lentement  et  varie  dune  manière 
continue,  en  passant  par  une  série  de  mini  ma  et  de  maxima,  pour 
devenir  insensible  au  delà  de  m  =  6. 

Il  est  à  remarquer  que,  pour  le  premier  minimum,  le  rapport 

-  —  — ——  =  o,56   est   plus  faible  que  pour  le  premier   anneau 

obscur  dans  l'image  d'un  point,  mais  l'intensité  o,o3  est  encore 
supérieure  à  celle  du  premier  anneau  brillant,  et  elle  reste  à  peu 
près  constante  jusqu'à  m.  =  3,  c'est-à-dire  pour  une  distance 
moindre  que  celle  (m  —  3,  5 1)  du  deuxième  anneau  obscur. 

L'image  d'une  ligne  est  donc  élargie  par  diffraction  et  bordée 
de  franges  parallèles  peu  distinctes.  Les  images  de  deux  lignes 
brillantes  très  rapprochées  peuvent  encore  se  distinguer  quand 
le  centre  de  l'une  d'elles  est  sur  le  premier  minimum  de  l'autre, 
car  l'intensité  du  point  intermédiaire  est  o,8;  la  pénétration  d'une 
lunette  sur  un  pareil  système  de  lignes  serait 

i3",7  56  __  ia',6 
~~ d      67  ~    ~~d~' 

Si  la  source  a  la  forme  d'une  fente  de  plus  en  plus  large,  les 
effets  se  superposent  et  l'intensité  en  un  point  est  représentée  par 
le  volume  d'une  tranche  du  solide  de  diffraction  déterminée  par 
deux  plans  parallèles  à  l'axe  dont  la  distance  correspond  à  l'angle 
apparent  de  la  source;  on  en  obtiendrait  la  valeur  par  la  somme 
des  termes  du  Tableau  précédent  compris  entre  deux  valeurs  de 
m  dont  la  différence  serait  constante.  Le  phénomène  se  transforme 
ainsi  d'une  manière  continue. 

2°  Lorsque  la  source  est  une  surface  d'éclat  uniforme,  nous 
supposerons  encore  que  son  contour  géométrique  a  une  faible 
courbure.  Dans  ce  cas,  l'intensité  dans  le  voisinage  du  bord  est  re- 
présentée par  le  volume  du  solide  de  diffraction  situé  d'un  côté  du 
plan  défini  par  la  valeur  de  m  qui  correspond  à  la  distance  du 
point  considéré  au  bord  géométrique.  Pour  les  points  situés  sur 
l'image  elle-même,  à  quelque  distance  du  bord,  l'intensité  est  re- 
présentée par  le  volume  total  du  solide  de  diffraction. 
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En  prenant  cette  intensité  pour  unité,  la  Table  suivante  donne 
les  intensités  qui  correspondent  à  différentes  valeurs  de  m  : 

Image  d'une  sur/ace. 


m. 

Intensité, 

m. 

Intensité. 

m  . 

Intensité 

-  6,5 

1 ,0000 

0,0 

o,5ooo 

3,2 

0,0108 

—  6,0 

0,9998 

0,  2 

3882 

3/1 

0,0097 

-  5,5 

9989 

0,4 

2867 

3,6 

87 

—  5 ,  o 

9977 

0,6 

>997 

3,8 

73 

-  1,5 

9967 

0,8 

i335 

4,0 

6. 

—  4,o 

994° 

1 ,0 

0,0880 

4,2 

/,8 

—  3,5 

99°8 

1 ,2 

604 

4  H 

3  S 

—  3,o 

9877 

1,4 

456 

4,6 

3i 

—    '2,5 

9795 

1,6 

38y 

4, ^ 

27 

—    2,0 

9684 

1,8 

353 

5,0 

A 

—  i,5 

()J85 

2,0 

328 

5,2 

20 

—    1,0 

9121 

2,2 

276 

5,4 

16 

—  o,8 

8666 

2,4 

229 

5,6 

1 1 

—  o,6 

8004 

2,6 

184 

5,8 

0,0006 

-  0,4 

7i34 

2,8 

148 

6,0 

2 

—    0,2 

0,6m 

3,0 

o,oij4 

6,2 

1 

L'éclairement  diminue  d'une  manière  continue  depuis  m  = —  () 
jusqu'à  m  =  -h  G  ;  l'intensité  est  moitié  moindre  pour  m  =  o  que 
sur  la  surface  elle-même,  ce  qui  était  évident,  et  la  courbe  des 
intensités  est  symétrique  par  rapport  au  point  qui  correspond  au 
bord  géométrique. 

Si  deux  surfaces  d'égal  éclat  se  touchent  par  leurs  bords  paral- 
lèles, l'éclairement  du  champ  est  uniforme  ;  quand  on  les  écarte 
l'une  de  l'autre,  les  images  ne  paraissent  distinctes  que  si  la  somme 
des  intensités  qui  correspondent  à  la  moitié  de  la  distance  de  leurs 
bords  géométriques  diffère  notablement  de  l'unité.  Il  est  plus  dif- 
ficile de  définir  le  pouvoir  séparateur  des  lunettes  dans  le  cas  ac- 
tuel, parce  que  l'impression  produite  sur  l'œil  dépend  beaucoup  de 
l'éclat  intrinsèque  des  images  ;  il  faut  aussi  que  l'espace  plus  sombre 
ait  une  largeur  apparente  assez  grande  pour  être  distingué. 

Si  la  distance  angulaire  des  deux  surfaces  correspond  à  m  =  i  ,8 
h) 
ou—  =o,5-,  l'éclairement   du   point  intermédiaire,  dont  la  dis- 
tance aux  bords  géométriques  correspond  à  m  =  0,9,  est  o,53. 
On  doit  admettre  qu'alors  la  distinction  des  images  n'est  pas  dou- 


teuse et  le  pouvoir  séparateur  serait 


ia',8 
d 
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Dans  son  célèbre  Mémoire  sur  la  construction  des  télescopes, 
Foucault  (')  a  donné  le  nom  de  pouvoir  optique  à  la  propriété 
que  Dawes  appelait  plus  tard  pouvoir  séparateur.  Pour  déter- 
miner cette  constante,  Foucault  visait  un  système  de  lignes  blan- 
ches séparées  par  des  intervalles  noirs  de  même  diamètre  et  il 
faisait  varier  les  dimensions  des  traits  ou  leur  distance  à  l'instru- 
ment pour  atteindre  la  limite  à  laquelle  on  commençait  à  les  dis- 
tinguer. Il  a  ainsi  fixé  par  expérience  à  i",3  le  pouvoir  optique 
correspondant  à  une  ouverture  de  ioc,n. 

Ce  nombre  est  un  peu  plus  élevé  que  celui  de  Dawes,  mais  les 
deux  résultats  sont  de  même  ordre;  leur  différence  paraît  tenir 
uniquement  à  ce  que  les  observations  du  contrôle  ne  sont  pas  de 
même  nature.  La  séparation  des  étoiles  doubles,  en  particulier, 
dépend  beaucoup  de  leur  éclat. 

Les  écrans  annulaires  placés  sur  les  objectifs  donneraient  lieu  à 
des  effets  analogues.  Sans  y  insister  davantage,  on  conçoit  com- 
bien l'étude  de  la  diffraction  dans  les  instruments  d'Optique  est 
importante  pour  l'observation  d'un  grand  nombre  de  phénomènes 
astronomiques,  tels  que  les  étoiles  doubles,  les  occultations,  les 
passages  de  planètes  sur  le  soleil,  etc.;  nous  renverrons  sur  ce 
point  au  travail  de  M.  André. 

Quand  on  veut  utiliser  une  lunette  pour  distinguer  les  détails 
d'une  image  dont  les  différents  points  n'ont  pas  le  même  éclat,  le 
problème  est  encore  plus  complexe,  parce  que  le  pouvoir  sépara- 
teur dépend  de  la  forme  même  de  ces  détails,  ainsi  que  du  rapport 
qui  existe  entre  leurs  éclats  intrinsèques,  et  de  l'intensité  générale 
de  la  lumière. 

217.  Ouverture  elliptique.  —  Supposons  que  l'ouverture  soit 
une  ellipse 

Ç-  7)- 

Pour  obtenir  la  diffraction  dans  un  plan  OQ  {ftg.  98)  normal 
aux  ondes  incidentes  et  faisant  l'angle  cp  avec  l'axe  des  ç,  on  peut, 
en  déplaçant  les  ordonnées  perpendiculaires  à  OQ,  transformer 


(')  Foucault,  Ann.  de  l'Obs.  de  Paris,  t.  V,  p.  219;  i858. 
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celte  ellipse  en  une  autre  ellipse  dont  le  grand  axe  AA'  est  donné 
par  l'équation 

OA  =  «2cos2a  -+-  02  sin2a. 

Gomme  on  peut  aussi  transformer  cette  nouvelle  ellipse  en  un 

cercle  en  multipliant  les  ordonnées  par  un  facteur  constant,  les 

sinus  des  déviations  dans  le  plan  de  diffraction  OQ  sont  en  raison 

inverse  de  OA. 

Fig.98. 


En  désignant  par  k-  un  facteur  constant,  le  rayon  vecteur  /•  de 
la  courbe  qui  correspond  à  un  phénomène  déterminé  dans  le  plan 
d'observation  satisfait  donc  à  la  condition 

~  =:i2(a2cos2a-h&2sin2a). 


Cette  courbe  est  une  ellipse  semblable  à  l'ellipse  d'ouverture  ; 
les  axes  homologues  sont  rectangulaires  et  suivent  la  loi  des  an- 
neaux donnés  par  une  ouverture  circulaire. 

On  peut  encore  traiter  ce  cas  d'une  autre  manière  en  rapportant 
l'ellipse  à  deux  axes  conjugués  égaux  ij'  et  7/  qui  font  entre  eux 
l'angle  9.  Le  grand  axe  primitif  a  de  l'ellipse  étant  situé  dans 
l'angle  aigu  des  nouveaux,  l'équation  de  l'ellipse  sera 


avec  la  condition 


tang-  =  - 

2        a 


ab 

sinO 


Les  coordonnées  du  phénomène  de  diffraction,  rapportés  aux 
axes  x  et  y  respectivement  perpendiculaires  à  7/  et  Ç',  seront  les 
mêmes  que  pour  une  ouverture  circulaire  de  rayon  a' .  Pour  un 
phénomène  de  nature  déterminée,  on  aura  donc  une  ellipse 


y- 


M.  -  I. 
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semblable  à  l'ellipse  d'ouverture  et  dont  les  axes  homologues  sont 
rectangulaires. 

Les  règles  indiquées  précédemment  permettront  de  traiter  éga- 
lement le  cas  de  l'incidence  oblique.  Tant  que  les  déviations  sont 
petites,  la  diffraction  relative  à  une  ouverture  circulaire  ou  ellip- 
tique, pour  des  rayons  incidents  dans  une  direction  quelconque, 
est  la  même  que  pour  l'incidence  normale  avec  l'ellipse  de  pro- 
jection du  cercle  ou  de  l'ellipse  considérée  sur  un  plan  perpendi- 
culaire aux  rayons  incidents. 

218.  Ouverture  rectangulaire,  — ■  Pour  une  ouverture  rectan- 
gulaire, en  forme  de  fente,  dont  la  longueur  est  1=  ib,  la  largeur 
d=  ia  et  la  surface  o-  =  /c/,  la  phase  de  la  vibration  diffractée 
est  encore  définie  par  le  centre  de  l'ouverture. 

Dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  longueur  /  de  l'ouverture, 
l'amplitude  de  la  vibration  est 


c  sin  D    „  Il  a  sinD 

A  =  / 1  b  I        cos  9.  tt  — r- —  dç  —  / — —  sin  2  7i  — 

J  7i  sm  D  A 


)  I         COS2  7T — z r/ç  —  y 

*J  —  a 

ou,  en  posant 


rfsinD  TT        sin  x 

x  =  iz  — ,  H  =  , 

À  x 

A=fid\\=fvn. 

Les  directions  d'intensité  nulle  correspondent  évidemment  à  la 

condition 

dsinD  —  pi,         x  =  piz, 

oùp  est  un  nombre  entier  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  aux  direc- 
tions pour  lesquelles  la  largeur  du  rectangle  contient  un  nombre 
pair  d'arcs  élémentaires,  comme  on  l'avait  vu  déjà  (128). 

Tant  que  les  déviations  restent  très  faibles,  les  mini  ma  succes- 
sifs sont  à  la  distance  angulaire  constante  -.>  dont  le  double  -  est 

d  a 

l'angle  apparent  de  la  tache  centrale. 

Les  maxima  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  fac- 
teur H  par  rapport  à  «r,  ce  qui  donne 

j?cosa?  —  sin^?i=o         ou 
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Les  valeurs  de  x  correspondantes  sont  déterminées  par  les  points 
de  rencontre  de  la  droite^,  =  x  avec  la  courbe  r2  =  lang\£. 

Cette  dernière  est  formée  d'une  série  de  branches  asymptotes 
aux  droites 


3Î, 

2 


(2/>  +  1)- 


Le  point  O  {Jîg>  99)  qui  correspond  à  ^  =  oouD=o  est  une 

Fig.  99- 


solution,  comme  on  le  savait  déjà  ;  les  abscisses  des  autres  points 
M,  M',  M",  . .  .  peuvent  être  représentées  par 

#  —  (2^4-1  —  ep)~j 


le  terme  zp  tendant  vers  zéro  à  mesure  que  y;  augmente. 

Comme  les  minima  correspondent  aux  valeurs  x  =  pn,  on  voit 
que  les  maxima  sont  d'abord  plus  rapprochés  du  centre  que  le 
milieu  de  deux  minima  successifs,  mais  ils  tendent  à  devenir  exac 
tement  intermédiaires  aux  minima. 

Toutes  choses  égales,  l'intensité  est  proportionnelle  à  ?'2,  con- 
formément à  la  règle  générale  (205,  T);  les  maxima  successifs  sont 
sensiblement  en  raison  inverse  de  (ip  -h  1)-. 
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La  Table  suivante,  dans  laquelle  on  a  représenté  par  m  l'angle 
—  j  donnera  une  idée  du  phénomène  : 


0 

+  1 

1 

m 

0,9886 

°>9773 

2  m 

»,9549 

°>9J,9 

3  » 

0,9003 

0,8106 

/,  » 

0,8270 

0,6839 

5  » 

°>7379 

o,54/}5 

6  » 

o,6366 

o,4o53 

7  » 

0,5271 

0,2778 

8  » 

o,4i35 

0,1710 

9  » 

o,33oi 

0,0901 

0    » 

0,1910 

o,o365 

î   » 

+0,0899 

0,0081 

7T 

0 

0 

X. 

H. 

H2. 

i3  m 

—  0,0760 

o,oo58 

14  » 

o,i364 

0,0186 

i5  » 

0,1801 

324 

16  » 

0,2067 

427 

17  » 

0,2170 

47i 

.8  » 

0,2122 

450 

19  » 

0,1942 

377 

20  » 

o,i654 

274 

21  » 

0, 1286 

i65 

22  » 

0,0868 

0,0075 

23  » 

— o,o43o 

18 

2,5-31 

+0,1273 

0,0162 

3 , 5  ir 

—0,0909 

o,oo83 

Pour  deux  sources  voisines  telles  que  le  centre  de  chaque  image 

soit  sur  le  premier  minimum  de  l'autre,  l'intensité  du  point  inter- 

10"  3 
médiaire  serait  0,81  et  la  pénétration  de  l'instrument  —-/—• 

Dans  plusieurs  expériences  de  spectroscopie  en  particulier,  les 
faisceaux  se  présentent  ainsi  naturellement  limités  comme  ils  le 
seraient  par  une  ouverture  rectangulaire.  Des  écrans  convenables 
placés  sur  la  section  du  faisceau  permettraient  encore  d'amé- 
liorer la  pénétration  de  l'instrument. 

Dans  un  plan  parallèle  à  la  longueur  /  de  la  fente,  les  déviations 
D'  qui  correspondent  aux  minima  nuls  successifs  sont  déterminées 
parla  condition  l  sinD'  =  _/?'X  \  pour  des  déviations  très  petites,  la 

distance  angulaire  des  minima  successifs  est-^- 

Pour  une  direction  quelconque  faisant  avec  les  axes  £  et  yj  des 
angles  dont  les  cosinus  sont  a  et  [3,  on  a 


et  l'amplitude  de  la  vibration  résultante  esl 


A=/ 


J  dv 


de  COS2  7T 


fa 
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L'intégration  ne  présente  aucune  difficulté,  car  on  a 


L 


iy  a;  H-  6t)  X     .  a*  3rj 

«;  COS  2  71 ; — —   —   —  Slll  2  7T  — -  COS  2  71  ^~- 

A  ica  A  A 


En  répétant  la  même  opération  pour  la  variable  7j,  il  en  résulte 


ou,  en  posant 


K       ,   r-     .        a*   .        b$ 

A  =  /     ,    .,  sin  2  tt  —  sin  2  7T  -r—  > 
•'  TT2ap  X  X 


d  1 

,    sin  //  sin  v 
A  =  /a 


Appelant  encore  s  l'azimut  de  diffraction  et  D  la  déviation,  les  co- 
sinus a  et  [5  sont  respectivement  sinD  coscp  et  sinD  sincs,  et 

é/cos©    .  /sin co    . 

u  —  tt  '  sinD,  c=:ti- — r — LsinD. 

A  A 

Les  quantités  dcosy  et  /sin^  représentent  les  projections  des 
côtés  d  et  /  du  rectangle  sur  le  plan  de  diffraction  ;  ces  deux  pro- 
jections ont  la  même  valeur  h  =  — —  quand  le  plan  dediffrac- 

V7/2  ■+-  d2 
tion  est  perpendiculaire  à  une  diagonale  du  rectangle.  Dans  ce 
cas,  on  a 

u=zç  r=ix  -  sinD, 

a         /»    sin2  m 
A=/a —  - 

Les  directions  des  minima  nuls  sont  les  mêmes  que  pour  une 
fente  de  largeur  h. 

Sur  la  sphère  de  rayon  R,  les  coordonnées  du  point  P  corres- 
pondant sont  x  =  Ra,  y  —  R[3,  et  l'on  peut  écrire 

.       TT  d  .        TT  / 

sin  77v  x  sin-—-  y 
.  .  RX  RX-7 
A  =/j = —fa  1IK . 

J        izd  tt/  j 

VCkX        ÏÛ7 
Les  facteurs  H  et  R  représentent  les  valeurs  qui  correspondent 
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sur  les  axes  aux  distances  x  et  y.  Les  minima  déterminent  donc 
dans  le  plan  focal  un  réseau  formé  par  deux  systèmes  de  droites 
respectivement  parallèles  aux  côtés  du  rectangle  d'ouverture. 
En  écrivant  cette  expression  sous  la  forme 

A         ctH.ctK 

/-—' 

on  voit  que  l'amplitude  de  la  vibration,  sauf  les  variations  du  fac- 
teur /  qui  sera  constant  pour  des  déviations  très  faibles,  est  le 
quotient,  par  l'amplitude  relative  à  la  normale,  des  amplitudes 
relatives  aux  distances  x  et  y  dans  les  plans  de  symétrie.  11  en  est 
de  même  pour  les  intensités.  On  peut  dire  que  la  diffraction  se 
fait  en  deux  opérations  successives,  parallèlement  aux  deux  plans 
de  symétrie. 

Quand  les  déviations  restent  très  petites,  le  réseau  des  minima 
dans  le  plan  focal  est  formé  par  des  droites  dont  les  distances 

_^  et  _—  sont  respectivement  en  raison  inverse  des  côtés  paral- 
d  l 

lèles  d  et  /  du  rectangle  d'ouverture.  Les  droites  de  chaque  sys- 
tème qui  passent  par  le  centre  G  (fig.  ioo)  étant  supprimées,  il 


'lg.    IOO. 

d 

o 


reste  une  tache  centrale  rectangulaire  semblable  à  l'ouverture, 
dont  les  côtés  ^-7^  et^y^  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  côtés  homologues  de  l'ouverture.  On  voit  par  la  figure  quelle 
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sera  la  forme  des  trois  autres  systèmes  de  rectangles  déterminés 
par  les  deux  séries  de  lignes  noires. 

219..  Ouverture  en  parallélogramme.  —  Soient  encore  a«  et 
ib  les  côtés  du  parallélogramme  et  9  l'angle  qu'ils  font  entre  eux. 
Si  Ton  prend  deux  axes  x  et  y  respectivement  perpendiculaires 
aux  côtés  ib  et  2<7,  on  voit  immédiatement  (207)  qu'il  y  aura 
dans  le  plan  focal,  pour  des  déviations  très  petites,  deux  séries  de 
droites  d'intensité  nulle  parallèles  aux  axes  y  et  x  (fig.  101),  dont 

RX  RX 

las  distances  comptées  suivant  ces  axes  sont —.et-; — :— r> 

1  2tfsin8        2&sin0 

Fig.   ioi. 


à  l'exception  des  deux  droites  qui  passent  par  le  centre. 

Le  parallélogramme  central  est  semblable  à  l'ouverture  et  les 

côtés  homologues  sont  perpendiculaires. 

,        , .  ,       ,  , .  R  X       R  a  ,         A 

Les  distances  normales  de  ces  lignes,  —  et  — ;  >  sont  les  mêmes 


ia 


<ib 


que  dans  le  cas  du  rectangle. 


Tant  que  les  déviations  restent  très  faibles,  la  diffraction  rela- 
tive à  un  parallélogramme  ou  un  rectangle  pour  une  direction 
quelconque  des  rayons  incidents  est  la  même  que  pour  l'incidence 
normale  avec  le  parallélogramme  de  projection  de  l'ouverture  sur 
un  plan  perpendiculaire  aux  rayons  incidents  (209,  XIV). 


220.    Ouverture  en  triangle.  —  Dans  le  cas  d'une  ouverture 
triangulaire,  dont  les  côtés  sont  a,  b  et  c  (fig>  102),  nous  consi- 
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dérerons  d'abord  la  diffraction  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la 
médiane  de  l'un  des  côtés  a.  En  prenant  pour  origine  un  point  O 
de  cette  médiane,  on  a  évidemment  F  =  o,  puisque  les  cordes  de 
la  surface  parallèles  à  la  médiane  sont  symétriquement  distribuées 
de  part  et  d'autre  (206,  VII). 

Fig.  102. 


Appelant  ili  la  projection  du  triangle  sur  l'axe  des  £  situé  dans 
le  plan  de  diffraction,  a'  la  longueur  de  la  médiane,  la  surface  du 

triangle  a*  =  «'A  donne  h=  —  ■  Le  triangle  peut  être  transformé 

par  un  déplacement  des  cordes  parallèlement  à  l'axe  0/\  en  un 
rectangle  dont  la  diagonale  est  a'  et,  en  posant 

a  =zr>  v  sinD  =  tï  = — .  sinD, 
A  A  a 

l'amplitude  de  la  vibration  a  pour  expression  (218) 

a        r   sin2^ 

A  =  fa —  • 

ir 

En  désignant  par/?  un  nombre  entier  différent  de  zéro,  les  mi- 
nima  sont  nuls  pour  la  condition 

smD  =  »7  =  p  —  A. 

h  a 

Dans  le  plan  focal  on  aura  donc,  sur  les  droites  perpendiculaires 
aux  médianes,  des  minima  nuls,  dont  la  distance  constante  est 
proportionnelle  à  la  longueur  de  la  médiane  correspondante. 

Considérons  encore  la  diffraction  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  l'un  des  côtés  c  du  triangle,  en  prenant  ce  côté  pour  axe  des  r,. 
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En  appelant  c,  la  hauteur  du   triangle  parallèle  à  l'axe  des  ç,  la 
corde  /  relative  à  l'abscisse  £  est 

i=£(ç,-î)  =  o(,-i 

En  posant 

27tsinD  .  y 

m  = ou     o=rm  Ç, 


les  intégrales  F  et  G  sont  alors 


F  = 

•n- 

aç  sinmç. 

Cl/ 

G- 

■°f(- 

-  —  W/çcos/?^. 

Cl/ 

On 

a  d'ailleurs 

su\ 

y 
y                   % 

sin  m;  =  —  — 
m 

cos  m  ç  -\ sin  m  ç 

m2 

/ç  d\  cosmç  =  +  —  sinmç  H cos/n^; 


i 
nv 

il  en  résulte 


c  c 

(mcl —  sin/?iCi),  G  =  — - —  (i  —  cos  me  {). 


m-Ct  m' Ci 


Comme  le  produit  cc{  est  le  double  de  la  surface  7  du  triangle, 
si  l'on  pose 


_  mcx  c{  sinD 

2  "  X 


on  peut  écrire 


F  =  — -  (iu  —  sin  2  u)  ==  — Au  —  sin  u  cosu), 
2  u'2  u2  v 

r  a    /  \  sin2"  r\\ 

(jr  = (  I  —  COS  2  U  )  =  1 —   (  l  ) . 

2  U2  U2 

L'intensité  de  la  lumière  diffractée   ne  peut  être  nulle  que  si 
l'on  a  en  même  temps  F  =  o  et  G  =  o,  ce  qui  n'a  jamais  lieu. 
Les  directions  d'intensité  maximum  et  minimum  sont  définies 


(')  Bridge,  Phil.  Mag.,  [4],  t.  XVI,  p.  32i;  i858. 


33o 

par  la  condition  F  d¥ 


chapitre  v. 
G  dG  =  o,  qui  se  réduit  à 


Ces  directions  sont  les  mêmes  que  pour  une  ouverture  rectan- 
gulaire de  largeur  c,  (218). 

On  peut  maintenant  ramener  au  même  cas  le  calcul  de  la  vibra- 
tion diffractée  dans  une  direction  quelconque. 

Soient  (fig>  io3)  /  la  longueur  de  la  corde  AM  perpendiculaire 
au  plan  de  diffraction,  cs  et  — c->  les  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  G  et  B  sur  cette  droite,  enfin  o-,  et  <r2  les  surfaces 
des  triangles  GAM  et  MAB. 


Les  valeurs  des  intégrales  sont  alors 


F  = 
G  = 


m~ 

l 

ni- 


sin  />?r.7 


smj/ic. 


cos  me. 


c, 


ou,  en  posant 


me , 


me, 

9 


r  =  —  (Ui  —  sin  ul  cos  ity) 5  (  u2 —  sin?/2cos//2), 


G=r 


On  pourrait  ainsi,  par  une  décomposition  en  triangles,  traiter 
le  cas  d'une  ouverture  quelconque  à  contour  polygonal,  mais  les 
résultats  deviennent  très  compliqués.  Nous  renverrons  aux  obser- 
vations de  Fraunbofer,  d'Herschel,  et  aux  calculs  de  Knochen- 
hauer,  Schwerd,  etc. 
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Systèmes  [rréguliers  d'ouvertures  ou  d'écrans. 

221.  Diffusion.  —  Lorsqu'il  existe  dans  un  plan  ou  sur  une 
surface  continue  des  ouvertures  ou  des  écrans  de  très  petites  di- 
mensions, de  formes  et  de  grandeurs  différentes,  et  disséminés  au 
hasard,  la  lumière  est  diffusée  dans  toutes  les  directions;  l'inten- 
sité en  chaque  point  est  la  somme  des  intensités  qui  seraient  dues 
respectivement  à  chacune  des  ouvertures  ou  des  écrans. 

Il  en  est  de  même,  dune  manière  plus  générale,  lorsqu'il  existe 
sur  une  surface  ou  dans  le  milieu  traversé  par  la  lumière  primitive 
des  accidents  quelconques  distribués  au  hasard  et  qui  donnent 
lieu  à  des  différences  de  marche  de  valeurs  différentes. 

Si  les  dimensions  de  ces  ouvertures  ou  écrans,  ou  les  différences 
de  marche  considérées,  quelle  qu'en  soit  l'origine,  sont  extrême- 
ment petites  par  rapport  à  la  longueur  d'onde,  elles  ne  troublent 
pas  le  phénomène  d'une  manière  appréciable  et  il  n'y  a  de  lumière 
sensible  que  dans  la  direction  de  propagation  régulière. 

A  mesure  que  ces  différences  de  marche  augmentent,  jusqu'à 
devenir  de  même  ordre  de  grandeur  que  la  longueur  d'onde,  la 
diffusion  se  manifeste  d'abord  pour  les  rayons  les  plus  réfran- 
gibles,  tels  que  le  violet  et  le  bleu,  pendant  que  la  propagation 
régulière  reste  sensiblement  inaltérée  pour  les  rayons  rouges.  La 
lumière  diffusée  présente  alors  une  teinte  bleue  ou  violette  plus 
ou  moins  pure;  comme  cette  diffusion  est  empruntée  à  la  source 
primitive,  la  lumière  directe  sera  moins  riche  en  rayons  très  réfran- 
gïbles  et  les  teintes  rouges  y  seront  prédominantes. 

Lorsque  les  retards  relatifs  aux  rayons  extrêmes  des  ouvertures 
ou  des  écrans  sont  notablement  plus  grands  que  la  longueur 
d'onde,  toutes  les  couleurs  sont  diffusées.  S'il  n'existe  aucune 
variation  systématique  dans  les  dimensions  des  obstacles,  la  frac- 
lion  de  lumière  diffusée  dans  une  direction  quelconque  est  indé- 
pendante de  la  couleur  et  la  diffusion  est  blanche  quand  on  opère 
avec  une  source  de  lumière  blanche. 

Enfin  la  propagation  régulière  finit  elle-même  par  disparaître 
lorsque  les  écrans  ne  laissent  sur  une  surface  que  des  portions 
libres  d'étendue  trop  faible. 
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222.  Couleurs  des  corps.  —  La  plupart  des  corps  nous  appa- 
raissent surtout  par  la  lumière  diffusée  et  leurs  différents  points 
se  comportent  comme  un  système  de  sources  indépendantes.  Ils 
sont  colorés,  en  général,  quand  on  les  éclaire  à  la  lumière  blanche, 
mais  cette  coloration  ne  tient  pas  le  plus  souvent  aux  phéno- 
mènes de  diffraction. 

Si  l'on  examine  par  transparence,  avec  de  la  lumière  blanche, 
un  verre  coloré  dans  sa  masse  ou  un  liquide  coloré,  comme  une 
dissolution  de  sulfate  de  cuivre,  on  reconnaît  tout  d'abord  que  la 
teinte  est  sensiblement  blanche  pour  une  très  faible  épaisseur, 
et  qu'elle  se  colore  de  plus  en  plus,  en  même  temps  que  son  éclat 
s'affaiblit,  à  mesure  que  l'épaisseur  augmente. 

L'analyse  spectrale  de  la  lumière  transmise  montre  que  toutes 
les  couleurs  sont  absorbées  très  inégalement  ;  on  aperçoit  dans  le 
spectre  des  bandes  plus  sombres,  de  formes  et  de  positions  va- 
riables, dont  l'importance  augmente  avec  l'épaisseur  du  milieu  et 
qui  finissent  par  envahir  le  spectre  tout  entier. 

Pour  une  lumière  homogène,  dont  l'intensité  primitive  L  est 
réduite  à  la  valeur  M  après  avoir  traversé  l'épaisseur  x  du  milieu, 

71»  m 

la  fraction  — ^-j—  absorbée  dans  une  couche  nouvelle  est  propor- 
tionnelle à  l'accroissement  d'épaisseur  dx  par  un  facteur  m  qui 
représente  le  coefficient  d'absorption  relatif  à  la  longueur  d'onde 
),  considérée.  On  a  alors 

-mdx,         M  =  Le-"^. 


M 

L'intensité  totale  de  la  lumière  incidente  étant  SL,  l'intensité  de 

la  lumière  transmise  est  YiLe~mx  et  la  fraction  de  chaque  couleur, 

L  ,  Le-/nx 

qui  était  primitivement  —7-)  est  devenue  — = -• 

11  SL  ±Le-'nx 

La  composition  de  cette  lumière  dépend  donc  de  l'épaisseur  du 
milieu  et  de  la  manière  dont  le  coefficient  m  varie  avec  la  lon- 
gueur d'onde  ;  la  lumière  transmise  finit  par  ne  plus  contenir  que 
les  couleurs  pour  lesquelles  ce  coefficient  est  le  plus  petit. 

Quant  à  la  lumière  absorbée,  elle  se  transforme  en  une  énergie 
équivalente  d'autre  caractère  physique,  le  plus  souvent  en  cha- 
leur, quelquefois  en  une  modification  chimique  du  milieu,  etc. 
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D'autre  part,  la  fraction  de  lumière  réfléchie  sous  un  même  angle 
d'incidence  ne  dépend  que  de  l'indice  de  réfraction  et  varie  très 
peu  d'une  couleur  à  l'autre  ;  malgré  la  coloration  du  milieu,  cette 
lumière  reste  sensiblement  de  même  qualité  que  la  lumière  primi- 
tive, c'est-à-dire  blanche  dans  le  cas  actuel. 

Si  l'on  considère  un  ensemble  de  corps  de  cette  nature,  comme 
seraient  des  cristaux  de  sulfate  de  cuivre  brisés  en  fragments  assez 
petits,  mais  de  grandes  dimensions  par  rapport  aux  longueurs 
d'onde,  la  multiplicité  et  l'orientation  variable  des  surfaces  em- 
pêchent toute  réflexion  régulière;  il  se  produit  alors  une  sorte  de 
diffusion.  La  lumière  émise  dans  une  direction  quelconque  com- 
prend des  rayons  qui  n'ont  subi  qu'une  réflexion  et  d'autres,  en 
beaucoup  plus  grand  nombre,  qui  ont  traversé  les  cristaux  une  ou 
plusieurs  fois  et  sont  revenus  vers  l'œil,  soit  par  réfraction,  soit 
par  réflexion  intérieure,  soit  par  réflexion  sur  d'autres  cristaux 
voisins.  Tous  ces  derniers  sont  colorés  et  l'ensemble  de  la  lumière 
diffusée  présentera  une  teinte  analogue  à  celle  de  la  lumière  trans- 
mise par  le  cristal  sous  une  certaine  épaisseur. 

A  mesure  que  les  dimensions  des  fragments  diminuent,  le  rap- 
port delà  surface  au  poids  augmente  de  plus  en  plus  et  fait  croître 
la  fraction  de  lumière  diffusée  ou  réfléchie  par  la  première  sur- 
face ;  en  même  temps,  les  rayons  qui  subissent  des  opérations 
multiples  ne  traversent  plus  les  cristaux  que  sous  une  épaisseur 
moindre  et  reviennent  à  l'œil  avec  des  colorations  plus  faibles.  La 
lumière  diffusée  devient  donc  de  plus  en  plus  blanche.  Tous  les 
corps  colorés  par  transparence  donnent  ainsi  des  poudres  blanches 
quand  on  les  broie  à  l'état  de  poussières  extrêmement  fines. 

Pour  d'autres  corps,  dits  à  coloration  superficielle,  la  fraction 
de  lumière  réfléchie  régulièrement  est  très  variable  avec  la  cou- 
leur. Si  l'on  appelle  /le  facteur  relatif  à  la  longueur  d'onde  X,  la 
quantité  totale  de  lumière  réfléchie  est  SL/et  la  fraction  de  chaque 

couleur  yj—?-  Si  la  lumière  se  réfléchit/?  fois  sous  le  même  angle, 

et  qu'elle  conserve  les  mêmes  propriétés  après  chaque  réflexion, 
l'intensité  finale  du  faisceau  réfléchi   est  2L/>  et  la  fraction  de 

chaque  couleur     /.  • 
4  2L/P 

Tel  est  le  cas  des  métaux  (or,  cuivre,  argent),  de  certains  corn- 
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posés  minéraux  (cinabre,  minium,  oxydes  de  mercure,  carbonates 
de  fer,  etc.)  employés  en  peinture  et  de  plusieurs  produits  orga- 
niques dérivés  de  l'aniline. 

La  composition  de  la  lumière  dépend  ici  du  nombre  des  réflexions 
et  les  couleurs  pour  lesquelles  le  coefficient  f  a  la  plus  grande 
valeur  finissent  par  devenir  prédominantes.  L'or,  par  exemple,  qui 
paraît  jaune  par  une  seule  réflexion,  prend  des  teintes  rouges 
quand  on  regarde  l'intérieur  d'une  coupe  profonde,  parce  que  la 
lumière  y  subit  plusieurs  réflexions  successives. 

Les  rayons  qui  sont  le  plus  affaiblis  par  réflexion  pénètrent  en 
réalité  dans  le  milieu  où  ils  sont  absorbés  sous  une  très  faible 
épaisseur  ;  on  sait,  en  effet,  qu'une  feuille  d'or  extrêmement 
mince  paraît  verte  par  transmission. 

Quand  on  pulvérise  les  corps  à  coloration  superficielle,  la  lu- 
mière diffusée  ne  renferme  plus  en  grande  majorité  que  des  rayons 
réfléchis  une  seule  fois,  et  la  poudre,  vue  à  la  lumière  blanche, 
tend  vers  une  couleur  définie. 

Une  dernière  catégorie  de  corps  jouissent  de  la  propriété  sin- 
gulière de  diffuser  une  partie  de  la  lumière  primitive  en  vibra- 
tions lumineuses  d'une  autre  nature.  Comme  l'effet  est  localisé  à 
la  surface  ou  du  moins  dans  une  épaisseur  très  petite  du  milieu, 
Sir  J.  Herschel  (')  a  désigné  ce  phénomène  sous  le  nom  de  dif- 
fusion épipolique.  M.  Stokes  a  constaté  que  la  longueur  d'onde 
des  rayons  épipoliques  est  toujours  inférieure  ou  au  plus  égale  à 
celle  des  rayons  primitifs.  Lorsque  la  lumière  ainsi  diffusée  dis- 
paraît en  même  temps  que  l'éclairement,  les  corps  sont  dits 
fluorescents  ;  on  les  appelle  plwspliorescents  quand  ils  conser- 
vent la  propriété  d'émettre  de  la  lumière  pendant  un  temps  plus 
ou  moins  long  après  que  l'action  de  la  source  éclairante  a  été  sup- 
primée. Ces  effets  de  fluorescence  et  de  phosphorescence,  qui  ne 
sont  pas  réellement  distincts,  s'observent  à  des  degrés  différents 
sur  un  très  grand  nombre  de  corps,  mais,  sauf  de  rares  excep- 
tions, ils  ne  représentent  qu'une  fraction  minime  de  la  diffusion 
générale.  Cette  question  a  été  l'objet  de  travaux  importants  que 
nous  ne  pouvons  étudier  ici  ;  nous  citerons  en  particulier  les 
recherches  de  M.  Stokes  et  de  M.  Ed.  Becquerel. 

(')  Herschel,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  i43;  i845. 
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223.  Diffusion  dans  an  milieu  troublé.  —  Si  le  milieu  dans 
lequel  se  propage  la  lumière  n'est  pas  homogène,  quoique  restant 
isotrope,  c'est-à-dire  s'il  renferme  des  particules  de  substances 
étrangères,  comme  seraient  des  poussières  ou  des  gouttelettes 
en  suspension  dans  l'air,  chacun  de  ces  éléments  nouveaux  du 
milieu  intervient  ;  le  retard  produit  sur  la  vibration  transmise 
dans  une  direction  quelconque  varie  alors  d'un  point  à  l'autre 
sans  aucune  loi  régulière. 

Lorsque  ces  corps  ont  des  dimensions  notablement  plus  grandes 
que  les  longueurs  d'onde,  ils  réfléchissent  ou  diffusent  la  lumière, 
suivant  l'état  de  leurs  surfaces.  A  moins  qu'ils  n'appartiennent  à 
la  catégorie  des  corps  à  couleur  superficielle,  le  milieu  qui  les 
renferme  paraîtra  d'un  blanc  plus  ou  moins  gris  dans  la  lumière 
blanche.  Tels  sont  les  nuages  ou  les  brouillards,  les  liquides  opa- 
lins comme  le  lait,  les  dissolutions  troublées  par  des  précipités 
ou  des  poussières  en  suspension.  Si  l'on  examine  le  milieu  de 
plus  près,  à  la  loupe  ou  au  microscope,  on  distinguera  les  parti- 
cules qui  ont  altéré  sa  transparence. 

Lorsque  les  dimensions  des  particules  sont  de  l'ordre  des  lon- 
gueurs d'onde,  les  retards  qu'elles  produisent  sont  encore  varia- 
bles d'un  point  à  l'autre  sans  aucune  loi  régulière.  La  diffraction 
a  lieu  dans  tous  les  sens  et  le  milieu  paraît  lumineux,  mais  une 
différence  essentielle  se  manifeste  dans  les  deux  phénomènes. 

La  propagation  directe  des  ondes  n'est  pas  autrement  modifiée 
que  par  un  affaiblissement  graduel.  Gomme  le  retard  produit  par 
une  particule  a  d'autant  moins  d'importance  que  la  longueur 
d'onde  est  plus  grande,  la  diffraction  croit  avec  la  réfrangibilité 
de  la  couleur.  Si  la  source  primitive  est  blanche,  la  lumière  di- 
recte prend  une  teinte  rouge  et  le  milieu  paraîtra  par  diffraction 
d'une  teinte  bleue  ou  violette  plus  ou  moins  pure,  suivant  le  degré 
de  ténuité  des  particules  qui  en  altèrent  la  transparence. 

Des  considérations  générales  suffisent  ainsi  pour  montrer  le 
caractère  du  phénomène,  mais  il  est  nécessaire  de  préciser  ce 
mode  de  raisonnement  si  l'on  veut  déterminer  la  qualité  de  la 
lumière  diffusée. 

Dans  un  beau  Mémoire  sur  la  théorie  dynamique  de  la  dif- 
fraction, M.  Stokes  (')  a  montré  que  l'amplitude  de  la  vibration 

(')  Stokes,  Trans.  of  the  Camb.  Phil.  Soc,  t.  IX,  Part  I,  p.  i;  i85i. 
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émise  par  une  force  périodique  en  un  point  du  milieu  est  en  raison 
inverse  du  carré  delà  longueur  d'onde,  et  lord  Rayleigh(2)  a  déduit 
de  ce  résultat  analytique  une  explication  remarquable  sur  la  con- 
stitution du  bleu  du  ciel.  Le  problème  peut  d'ailleurs  être  traité 
directement  sans  avoir  recours  à  la  théorie  de  l'élasticité. 

224.  Extension  du  principe  d'Huygens.  —  Pour  étudier  la 
diffraction  produite  par  des  obstacles  renfermés  dans  un  espace 
d'étendue  limitée,  nous  appliquerons  le  principe  d'Huygens  au 
volume  lui-même. 

Supposons  que  le  système  soit  éclairé  par  un  point  lumineux  O 
(Jig.  io4)  et  que  S  soit  une  des  ondes  incidentes  de  rayon  R.  Il 


est  clair  que  la  vibration  en  un  point  P  situé  au  delà  de  la  surface 
S  peut  être  considérée  comme  la  résultante  des  vibrations  dues  à 
tous  les  éléments  du  volume  limité  par  deux  ondes  voisines  S  et  S' 
à  la  distance  A,  chacun  de  ces  éléments  étant  une  source  de  vibra- 
tions indépendante,  à  la  condition  seulement  que  la  résultante 
des  vibrations  dans  un  milieu  transparent  reproduise  la  vibration 
réelle  au  point  P. 

La  vibration  dx  produite  au  point  P  par  un  élément  du  volume 
dN  situé  en  M',  entre  les  deux  surfaces  S  et  S',  est  évidemment 
proportionnelle  au  volume  lui-même  et  en  raison  inverse  de  la 
distance.  Si  l'on  appelle  encore  b  la  distance  PA  à  l'onde  S,  [B  la 


(])  J.-W.  Strutt  (L.  Rayleigh),  Phil.  Mag.,  [4],  t.  XLI,  p.  107;  187 r. 
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perte  de  phase  correspondante,  a'  le  changement  de  phase  qui 
tient  à  l'application  du  principe  d'Hujgens,  IV  et  p'  les  distances 
M'O  et  M'P,  A'  la  différence  des  chemins  OM'P  et  OP,  8'  la  perte 
de  phase  correspondante,  on  peut  écrire  (184) 

dV 
dx  —  \x'  —f  sin(ci>*  +  a'  —  p  —  8'), 

P 

le  facteur  y7  étant  égal  à  l'unité  pour  les  éléments  voisins  du  pôle  A 
et  diminuant  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on  s'en  éloigne. 

Pour  déterminer  le  coefficient  [//,  il  suffit  d'appliquer  le  raison- 
nement au  cas  où  le  milieu  reste  transparent  et  dépourvu  de  tout 
obstacle.  On  n'a  plus  alors  à  considérer,  comme  éléments  efficaces, 
que  ceux  qui  sont  situés  dans  le  voisinage  du  pôle  A,  à  une  distance 
de  l'ordre  de  la  longueur  d'onde. 

Dans  l'intégration  qui  donnera  la  vibration  résultante,  on  est 
autorisé,  par  les  raisons  déjà  invoquées  plusieurs  fois,  à  rem- 
placer les  vibrations  élémentaires  par  d'autres  vibrations  qui  en 
diffèrent  très  peu  et  qui  tendent  vers  zéro  à  mesure  qu'elles  pro- 
viennent de  points  plus  éloignés  du  pôle. 

On  a  déjà,  en  appelant  9  l'angle  M'O  A, 

p'"  —  (  b  4-  R )2  4-  IV2  -  2  (  b  ■+-  R)  IV  cos 6 
ou,  avec  les  simplifications  permises, 

p'*  — (&4-R  —  R')24-(6  4-.R)R'e2, 
(Ô4-R)R'62 


A'  =  ?'4-R'  —  b  —  R 


H'  —  H 


M  étant  le  point  où  la  direction  OM7  coupe  la  surface  S,  A  la  dif- 
férence des  chemins  OMP  —  OP,  8  la  perte  de  phase  correspon- 
dante et  s  l'arc  AM,  on  peut  écrire,  si  la  distance  h  des  deux 
ondes  S  et  S'  est  très  petite, 

,       R'  (£  +  R)R62        R' 

A'  —  — —  —  A  —  A 

R  26  R 

et,  par  suite  (485), 

A'  .  7T 


/  2 


M 
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Le  volume  de  la  couronne  correspondant  à  l'arc  ds  est 

ih 
27T5  dsh  =  ti A  ds2  —  —d§ 

K 

et  la  vibration  correspondante 

2  fj.'  h 
dx  =     .,•     /sin  (w^-j-a'  —  3  —  o )  a?o, 

y*  étant  un  facteur  égal  à  l'unité  pour  de  petites  valeurs  de  8  et  qui 
tend  ensuite  rapidement  vers  zéro. 

Comparant  avec  l'expression  trouvée  précédemment,  on  voit 
que,  pour  retrouver  la  vibration  réelle  au  point  P,  il  faut  qu'on 
ait  (186) 

a'  —  a  =  - ,  uj  h  =.  x-  • 

2  À 

Nous  remarquerons  maintenant  que,  pour  les  différentes  lu- 
mières homogènes,  les  épaisseurs  h  qui  jouent  le  même  rôle  sont 
proportionnelles  aux  longueurs  d'onde  ;  on  peut  donc  remplacer 
h  par/?);,  p  étant  un  facteur  constant,  ce  qui  donne 

,        i    a 

Ces  considérations  ne  déterminent  pas  la  valeur  du  facteur/?, 
qui  est  en  effet  arbitraire,  puisque  l'on  peut  limiter  le  volume  à 
une  épaisseur  quelconque,  par  exemple  d'une  longueur  d'onde,  en 
faisant/?  =  i. 

Si  l'on  étend,  au  contraire,  l'intégration  au  volume  tout  entier, 
le  coefficient  p  doit  être  physiquement  variable  avec  la  constitu- 
tion des  vibrations,  très  petit  si  les  vibrations  sur  le  rayon  sont 
longtemps  régulières,  plus  grand  au  contraire  si  ces  vibrations 
éprouvent  des  altérations  rapides  par  suite  des  modifications  ou 
de  l'angle  apparent  de  la  source. 

En  tous  cas,  l'amplitude  de  la  vibration  produite  par  un  élé- 
ment de  volume  est,  toutes  choses  égales,  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  longueur  d'onde. 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident,  comme  l'a  fait  remarquer 
Lord  Rayleigh,  car  l'amplitude  de  la  vibration  due  à  l'élément 
de  volume  d\  est  proportionnelle  à  l'amplitude  a  de  la  vibration 
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,  ,\  ,  m  >         V>'  d\  .  ,  ,  , 

qui  existe  dans  cet  élément  et  l  expression r  ■>   qui  ne   dépend 

plus  que  de  la  longueur  d'onde,  doit  être  une  quantité  numérique; 

il  faut  donc  que  le  rapport  —  soit  de  la  forme  — r-r- 
1  ri  a  pk% 

22o.  Bleu  du  ciel.  —  Si  l'espace  considéré  renferme  des 
corps  étrangers  distribués  au  hasard,  qui  interceptent  une  partie 
de  la  lumière,  ces  obstacles  équivalent  à  des  écrans  imparfaits,  ou 
à  des  cavités  correspondantes  (187)  moins  éclairées  que  dans  le 
passage  libre  des  ondes,  et  l'intensité  de  la  lumière  diffractée  dans 
une  direction  quelconque  (210)  est  la  somme  des  intensités  rela- 
tives à  chacune  des  cavités. 

Lorsque  ces  corps  étrangers  sont  de  toutes  dimensions,  petites 
par  rapport  à  la  longueur  d'onde,  ils  sont  invisibles  directement, 
mais  ils  produisent  delà  lumière  diffractée  ou  diffusée.  Pour  deux 
vibrations  différentes,  on  doit  comparer  entre  eux  les  corpuscules 
dont  le  diamètre  est  une  même  fraction  de  la  longueur  d'onde;  les 
plus  gros  n'interviendront  ainsi  que  pour  la  lumière  rouge  et  les 
plus  petits  que  pour  la  lumière  violette.  Si  le  nombre  N  des  cor- 
puscules renfermés  dans  l'unité  de  volume  est  sensiblement  le 
même  pour  toutes  les  tailles,  l'amplitude  de  la  vibration  produite 

par  chacun   d'eux  est  proportionnelle  à  — ;  et  l'intensité  totale  à 

1  expression  IN  — rrr* 

P 
Gomme  le  facteur  p  est  indépendant  de  la  longueur  d'onde, 

l'intensité  résultante  pour  l'ensemble  des  vibrations  qui  consti- 
tuent la  lumière  primitive  est  proportionnelle  à  S  —  • 

L'air  renferme,  sans  aucun  doute,  au  moins  à  une  certaine  hau- 
teur, même  lorsqu'il  paraît  le  plus  transparent,  des  particules 
solides  ou  liquides  en  suspension,  telles  que  des  granules  dépous- 
sière, des  gouttelettes  d'eau  ou  des  cristaux  de  glace. 

Remarquons,  en  passant,  que  la  suspension  dans  l'air  de  ces 
corps  étrangers  de  densité  plus  grande  ne  présente  pas  de  diffi- 
cultés, car  le  poids  d'un  corps  est  proportionnel  au  cube  ;^3  de 
l'une  de  ses  dimensions,  la  résistance  qu'il  éprouve  à  se  déplacer 
dans  l'air  est  proportionnelle  à  sa  surface  ou  à  r2.  Le  rapport  du 
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poids  à  la  résistance  de  l'air  est  de  l'ordre  des  dimensions  r  et  par 
conséquent  très  petit.  Ces  corps  tomberaient,  il  est  vrai,  lente- 
ment dans  un  air  calme,  mais  les  moindres  mouvements  atmosphé- 
riques suffisent  pour  les  relever  et  ils  restent  longtemps  en  sus- 
pension. Quant  aux  gouttelettes  d'eau  et  aux  particules  de  glace, 
elles  se  renouvellent  incessamment  et  ne  peuvent  disparaître. 

Si  aucune  autre  cause  n'intervient,  cette  explication  peut  trouver 
un  contrôle  expérimental  dans  l'analyse  du  bleu  du  ciel. 

Les  inverses  des  quatrièmes  puissances  des  longueurs  d'onde 
pour  les  principales  raies  du  spectre  lumineux  sont,  en  effet,  pro- 
portionnels aux  nombres  suivants  : 


A.. 

I  ,  ooo 

D.. 

.  2,801 

F.. 

6,o36 

B... 

i ,  5 1 4 

E.. 

4,37i 

G.. 

9,778 

G... 

I  ,821 

b.. 

4,728 

IL. 

i3,589 

Lord  Rayleigh  a  comparé  au  spectroscope  la  couleur  d'un  beau 
ciel  au  voisinage  du  zénith  avec  la  lumière  du  Soleil,  diffusée  au 
travers  d'une  feuille  de  papier  blanc,  et  déterminé  le  rapport  des 
intensités  dans  les  différentes  régions  du  spectre.  En  rapportant 
les  mesures  au  cas  où  les  deux  spectres  auraient  le  même  éclat  au 
voisinage  de  la  raie  C,  les  observations  ont  donné  : 

c.  D.  b.  F. 

Calcul 1  i,54  2,62  3,34 

Observation....      1  1,64  2,84  3;6o 

Les  résultats  sont  assez  concordants  si  l'on  tient  compte  des 
erreurs  possibles  dans  une  expérience  aussi  délicate;  ils  prouvent 
au  moins  que  la  loi  théorique  donne  une  teinte  très  approchée  de 
la  couleur  du  ciel,  plus  riche  peut-être  en  rayons  bleus. 

On  doit  remarquer  d'ailleurs  que  chaque  particule  diffracte  non 
seulement  la  lumière  directe  du  Soleil,  mais  aussi  celle  qui  lui 
provient  des  autres  particules  par  une  première  diffraction;  cette 
quantité  de  lumière  latérale  n'est  pas  insignifiante  et  contribuerait 
à  augmenter  la  pureté  du  bleu. 

D'un  autre  côté,  si  le  nombre  N  des  corpuscules  renfermés  dans 
l'unité  de  volume  croît  rapidement  à  mesure  que  leurs  dimensions 
diminuent,  les  corpuscules  de  même  ordre  seront  plus  nombreux 
pour  les  petites  longueurs  d'onde  et  la  prédominance  du  violet 
dans  la  lumière  diffractée  deviendra  encore  plus  grande. 
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226.  Composition  de  la  lumière  transmise.  —  La  lumière  di- 
rectement transmise  dans  la  propagation  régulière  est  ainsi  affai- 
blie par  diffraction,  comme  elle  l'est  par  absorption  (222)  dans  un 
milieu  de  transparence  imparfaite.  Si  l'intensité  primitive  L  d'une 
lumière  homogène  est  réduite  à  la  valeur  M  après  avoir  traversé 

une  épaisseur  z  de  milieu   troublé,  la  fraction  — rir-  de  lumière 

1  M 

perdue  par  diffraction  dans  une  couche  nouvelle  est  proportion- 
nelle à  l'accroissement  d'épaisseur  dz  par  un  facteur  de  la  forme 

r^j  où  m  est  indépendant  de  la  longueur  d'onde.  On  a  donc 

—  dW        m   .  _  _       T    -  -ri 

— — _  =  —  dz,         M  =  Le     ^ . 

M  À+ 

Quand  l'épaisseur,  ou  plus  généralement  le  produit  mz,  croît 
en  progression  arithmétique,  l'intensité  M  décroît  en  progression 
géométrique  et  beaucoup  plus  rapidement  pour  les  couleurs  plus 
réfrangibles.  Si  l'on  prend  une  épaisseur  z  telle  que  l'intensité 
soit  réduite  de  —■  pour  l'extrémité  rouge  A  du  spectre,  dont  la 
longueur  d'onde  est  /,  l'intensité  pour  une  autre  couleur  sera 


M  =  L( 


o,9)u)  . 


Pour  des   épaisseurs  iz,  Zz,  ...,  nz,  les  rapports  —  sont re- 

présentés  par  les  puissances  successives  des  valeurs  relatives  à  z. 
Le  Tableau  suivant  montre  combien  les  changements  d'épaisseur 
modifient  la  composition  de  la  lumière  transmise  : 

M 

Tableau  des  valeurs  de  —  • 

Epaisseurs. 
Raies.  z.  2  z.  3  c.  ù^z.  ...  10  z. 

A 0,9  o,8i  0,729  o,656  ...  o,2o3 

B 0,853  0,727  0,620  0,528  ...  o,i47 

G 0,825  0,68l  0,562  0,464  ...  0,032 

D °w44  o,554  o,4i3  0,307  ...  0,010 

E o,63i  o,3g8  o,25i  0,159  •••  0,007 

b 0,608  o,369  0,224  0,1 36  ...  0,001 

F 0,529  0,280  0,148  0,079  •••  0,000 

G 0,357  °,I27  o,o45  0,016  ...  0,000 

H 0,239  o,o57  0,014  o,oo3  ...  0,000 

Cette  absorption  rapide  des  courtes  vibrations  suffit  pour  expli- 
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quer  la  couleur  rouge  du  Soleil  à  l'horizon.  Elle  permet  aussi  de 
comprendre  la  faible  étendue  du  spectre  ultra-violet  de  la  lumière 
solaire,  tandis  que  les  sources  artificielles  donnent  une  échelle  de 
radiation  beaucoup  plus  longue  (81). 

227.  Altération  du  bleu.  —  Enfin,  on  doit  considérer  que  la 
lumière  transmise  au  travers  d'une  épaisseur  z  est  ensuite  diffusée 
ou  qu'elle  est  d'abord  diffusée,  puis  transmise,  ce  qui  revient  an 
même.  En  tenant  compte  de  ces  deux  effets  successifs,  quel  qu'en 
soit  l'ordre,  on  voit  que  l'éclat  apparent  E  du  milieu,  relatif  à 
chaque  couleur,  peut  être  représenté  par  une  expression  de  la 
forme 

E       K    -^ 

Toute  lumière  disparaîtrait  alors  pour  des  longueurs  d'onde 
très  grandes  ou  très  petites. 

Le  maximum  de  ce  rapport,  qui  est  le  coefficient  d' illumina- 
tion, aurait  lieu  pour  une  longueur  d'onde  déterminée  par  la  con- 
dition )/'  =  niz.  Si  l'on  appelle  ).0  la  longueur  d'onde  définie  par 
cette  condition,  E0  l'éclat  et  L0  l'intensité  de  la  lumière  primitive 
correspondants,  on  a 

l-kfhYf-Oû' 

Si  l'on  suppose  que  A0  est  extrêmement  petit  et  qu'on  remplace 

l'expression  —  XJ  par  une  quantité  finie,  on  retrouve  la  loi  précé- 

dente  (225)  pour  la  nature  de  la  lumière  émise  par  le  milieu. 
En  général,  le  rapport  du  coefficient  d'illumination  pour  une 

,      W 

couleur  au  coefficient  relatif  à  la  raie  A  est  égal  à 


({)%(*)-(*)'. 


Si  la  longueur  d'onde  A0  correspond  à  la  raie  H,  les  rapports 
ainsi  déterminés  : 


A... 

r  ,ooo 

D.. 

,     2,45r 

F.., 

-     3,727 

B... 

1,457 

E.. 

.     3,4k> 

G.. 

.     5,u4 

G... 

i,7i3 

b.. 

,     3 , 592 

H.. 

•     5,379 

montrent  que  la  richesse  de  la  couleur  résultante  en  violet  extrême 
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a  diminué  de  plus  de  moitié;  la  couleur  se  rapproche  du  blanc  à 
mesure  que  la  longueur  d'onde  limite  \0  devient  plus  grande. 

Le  coefficient  d'extinction  m  croît  évidemment  avec  le  nombre 
des  particules  étrangères  suspendues  dans  l'atmosphère.  Pour  une 
même  épaisseur  z,  la  valeur  de  \0  croît  donc  dans  le  même  sens. 
On  s'explique  ainsi  les  teintes  de  plus  en  plus  blanches  que  prend 
le  bleu  du  ciel,  à  mesure  qu'il  devient  plus  lumineux,  la  pureté 
croissante  de  la  couleur  quand  on  se  rapproche  du  zénith,  le  ton 
violet  noir  sous  lequel  il  apparaît  à  certains  jours  de  grande  trans- 
parence, surtout  quand  on  l'observe  d'une  station  très  élevée  où 
la  lumière  n'a  pas  à  traverser  les  couches  inférieures  de  l'air. 

Cette  théorie  rend  compte  également  des  belles  colorations 
bleues  observées  par  M.  Tyndall  et  qui  naissent  sur  le  trajet  d'un 
faisceau  de  lumière  dans  un  espace  renfermant  des  traces  de  va- 
peurs de  certains  composés  organiques,  ou  même  dans  un  liquide 
troublé  par  des  particules  de  dimensions  extrêmement  petites. 

228.  Propriétés  optiques  des  surfaces.  —  Dans  le  même  ordre 
d'idées,  il  est  facile  de  préciser  ce  que  l'on  doit  entendre  par  le 
poli  optique,  quand  on  utilise  la  surface  de  séparation  de  deux 
milieux  pour  réfléchir  ou  réfracter  la  lumière. 

Une  telle  surface,  qu'elle  provienne  d'un  cristal  naturel,  d'un 
clivage,  d'un  corps  liquide  solidifié  ou  d'un  travail  mécanique,  n'a 
jamais  une  forme  rigoureusement  géométrique.  Elle  est  couverte 
d'accidents  qui  représentent,  par  rapport  à  la  surface  moyenne, 
une  série  d'aspérités  ou  de  creux,  dont  les  dimensions  doivent 
être  extrêmement  petites  par  rapport  à  la  longueur  d'onde  pour 
qu'il  soit  permis  d'appliquer  les  théorèmes  généraux  relatifs  à  la 
réflexion  ou  à  la  réfraction  sur  les  surfaces  continues. 

Pour  en  évaluer  l'importance,  supposons  que  h  soit  la  hauteur 
d'une  aspérité  très  petite  A  (fig.  io5)  et  considérons  la  lumière 
réfléchie  régulièrement  sous  l'incidence  i. 

Les  rayons  AR  et  A'R/  réfléchis  sur  le  sommet  de  l'aspérité  et 
sur  la  surface  movenne  2  sont  dans  le  même  cas  que  s'ils  s'étaient 
réfléchis  sur  les  deux  faces  d'une  lame  d'air  (45)  d'épaisseur  /*,  et 
leur  différence  de  marche  est 

A  —  ih  cosi. 

Le  rapport  de  ce  retard  à  la  longueur  d'onde  est  notablement 
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plus  grand  pour  le  bleu  que  pour  le  rouge.  La  réflexion  régulière 
sera  donc  plus  riche  en  rayons  rouges. 

En  outre,  la  différence  de  marche  A  a  sa  valeur  maximum  2  A 
pour  i  =  o  et  devient  nulle  pour  l'incidence  rasante.  La  diffusion 
est  donc  maximum  pour  l'incidence  normale  et  devient  très  faible 
pour  des  rayons  voisins  de  la  surface. 

Ces  considérations,  dues  à  Fresnel  (  *  ),  expliquent  les  propriétés 
des  surfaces  qui  ont  été  simplement  doucies  par  un  premier  tra- 
vail de  l'opticien.  Sous  l'incidence  rasante,  une  telle  surface  donne 
des  images  très  nettes  par  réflexion,  puis,  à  mesure  que  l'angle 
d'incidence  diminue,  les  images  deviennent  moins  lumineuses; 
elles  prennent  une  teinte  fauve  ou  orangée  pour  les  directions 
comprises  entre  certaines  limites  et  disparaissent  ensuite,  ne 
laissant  que  de  la  lumière  diffusée. 

Fig.  io5. 


Des  surfaces  manifestement  rugueuses,  comme  une  feuille  de 
papier,  fournissent  des  images  d'une  netteté  inattendue  sous  l'in- 
cidence rasante. 

On  utilise  cette  propriété  pour  étudier  les  propriétés  des  sur- 
faces doucies  avant  de  leur  donner  le  poli  définitif.  De  même  en- 
core, quand  on  veut  mesurer  la  longueur  d'un  mètre  à  bouts, 
dont  les  faces  terminales  n'ont  reçu  qu'un  poli  médiocre,  on  en 
approche  normalement  une  pointe  aiguë  et,  à  l'aide  d'un  micro- 
scope placé  dans  une  direction  qui  fait  un  angle  très  faible  avec 
la  surface,  on  vise  le  milieu  de  l'intervalle  de  la  pointe  et  de  son 
image.  La  visée  correspond  alors  à  la  surface  moyenne  de  la  face 
terminale. 

M.  Ogden  Rood  (2)  a  vérifié  numériquement  cette  influence  des 
aspérités  en  projetant  sur  une  surface  polie  des  poussières  assez 


(')  Fresnel,  Œuvres,  1. 1,  p.  225. 

(2)  Ogden  Rood,  Phil.  Mag.,  [4],  t.  XXXIII,  p.  540;  1867. 
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régulières  pour  que  leur  grandeur  moyenne  pût  être  évaluée  au  mi- 
croscope, et  déterminé  l'angle  d'inclinaison  sous  lequel  les  images 
rouges  commençaient  à  disparaître.  La  différence  de  marche  A  doit 
être  alors  d'une  demi-longueur  d'onde,  ou 

1 


4  COSJ 


L'expérience  a  donné 


Nature  Diamètre  h 

poussières.  observé.  calculé. 

a  a 

Noir  de  fumée o,46  0,28 

Noir  de  paraffine 0,46  0,48 

Magnésie 0,91  0,86 

Les  résultats  sont  bien  de  l'ordre  prévu  par  la  théorie  et  l'irré- 
gularité des  grains  ne  permet  guère  d'obtenir  une  concordance 
plus  rigoureuse. 

Ce  qu'on  appelle  le  poli  spéculaire  des  surfaces  est  donc  défini 
par  la  condition  que  les  irrégularités  laissées  par  le  travail  de  l'op- 
ticien soient  très  petites  par  rapport  à  la  longueur  d'onde  de  la 
lumière,  c'est-à-dire  notablement  moindres  que  o^,  5. 

229.  —  Il  en  est  de  même  pour  la  réfraction.  Les  deux  rayons 
réfractés  R<  et  K\  {fig.  ioo)  sont  dans  les  mêmes  conditions  que 
si  l'un  d'eux  seulement  avait  traversé  un  milieu  d'épaisseur  h. 
Leur  différence  de  marche  est  (41) 

A  =  h  (  n  cos  /•  —  cos  i) . 

Dans  le  cas  actuel,  ce  retard  a  sa  valeur  minimum  A0  =h(n — -i) 
pour  i  =  o  et  il  augmente  avec  l'incidence  jusqu'à  h  \/n2  —  1 .  C'est 
donc  pour  la  lumière  normale  que  la  réfraction  fournira  les  meil- 
leures images. 

En  faisant  n  =  i,5  on  aurait  A0  =3  —  >  c'est-à-dire  le  quart  seu- 
lement de  ce  que  donnerait  la  réflexion  5  le  poli  optique  est  donc 
plus  facile  à  réaliser  pour  les  lentilles  que  pour  les  miroirs. 

Lorsque  le  milieu  situé  au-dessus  de  la  surface  a  un  indice  de 
réfraction  n'  et  que  r'  et  r  désignent  des  angles  correspondants, 
la  différence  de  marche  est  seulement 

A  ™  h  (  n  cos  /'  —  n'  cos  /•'  ) , 
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ce  qui  donne,  pour  l'incidence  normale, 

A0—  h(n  —  ri). 

Le  retard  est  très  petit  quand  les  indices  n  et  ri  sont  très  voisins. 
Cette  propriété  est  souvent  utilisée  par  les  opticiens  pour  recon- 
naître si  la  taille  d'un  cristal  a  été  faite  exactement  dans  une  direc- 
tion déterminée,  sans  pousser  le  travail  jusqu'au  bout.  La  surface 
étant  seulement  doucie,  on  la  recouvre  d'une  couche  de  baume 
que  l'on  écrase  avec  une  lame  de  verre.  Le  milieu  ainsi  obtenu 
parait  bien  transparent  et  l'on  peut  étudier  les  propriétés  du  cristal 
pour  modifier  la  taille  s'il  est  nécessaire.  Plusieurs  lames  de  verre 
collées  ensemble  par  des  couches  très  minces  de  baume  se  com- 
portent comme  une  lame  unique,  à  tel  point  qu'il  est  très  difficile 
de  reconnaître  l'existence  de  surfaces  intermédiaires. 

De  même  aussi,  un  corps  transparent  plongé  dans  un  milieu  de 
même  indice  de  réfraction  paraît  invisible,  quelle  que  soit  sa  forme. 
L'expérience  réussit  d'une  manière  remarquable  avec  une  tige  de 
verre  plongée  dans  l'acide  phénique  liquéfié  par  une  très  pelite 
quantité  d'eau \  on  ne  distingue  plus  la  tige  que  par  les  fils  ou  les 
bulles  d'air  qu'elle  renferme. 

On  peut,  par  cet  artifice,  étudier  les  propriétés  optiques  d'un 
corps  de  forme  quelconque,  telles  que  la  double  réfraction  d'un 
verre  trempé,  comme  une  larme  batavique,  ou  d'un  cristal  non 
taillé,  le  pouvoir  rotatoire  d'un  morceau  de  quartz,  etc. 

230.  Couronnes.  —  La  diffusion  est  remplacée  par  une  diffrac- 
tion régulière  lorsque  les  objets  qui  font  écran  sur  le  trajet  de  la 
lumière,  les  poussières  répandues  sur  les  surfaces  réfléchissantes 
ou  réfringentes,  etc.  ont  des  dimensions  identiques,  tout  en  restant 
distribués  au  hasard.  L'intensité  de  la  lumière  diffractée  est  pro- 
portionnelle au  nombre  des  ouvertures  traversées  par  les  rayons 
utilisés  ou  au  nombre  des  écrans  complémentaires. 

Les  phénomènes  de  diffraction  prennent  beaucoup  d'éclat  quand 
on  opère  avec  une  série  d'ouvertures  ou  d'écrans  circulaires  et  pré- 
sentent la  plus  grande  analogie  avec  les  couronnes  que  l'on  aperçoit 
quelquefois  autour  du  Soleil  et  surtout  autour  de  la  Lune. 

Dans  ce  cas,  l'effet  étant  de  même  nature  que  pour  une  ouver- 
ture circulaire,  le  sinus  de  la  déviation  relative  à  un  anneau  d'ordre 
déterminé  (213)  est  proportionnel  à  la  longueur  d'onde  et  en  raison 
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inverse  du  diamètre  des  ouvertures  ou  des  écrans.  Les  sinus  des 
déviations  relatives  à  une  couleur  homogène  varient  comme  les 
nombres  o;  0,819;  * >34G ;  1 ,858 ;  ...  pour  les  maxima,  et  comme 
les  nombres  0,610;  1,116;  1,619;  27122  j  •••   pour  les  minima. 

Newton  a  le  premier  attribué  l'apparition  des  couronnes  aux 
gouttelettes  d'eau  qui  flottent  dans  l'atmosphère;  on  les  obtient  quel- 
quefois, en  effet,  en  regardant  une  flamme  de  bougie  par  réflexion 
ou  transmission  avec  une  lame  de  verre  recouverte  d'une  buée 
régulière.  Cette  explication  a  été  confirmée  par  Fraunhofer  (<)  qui 
a  mesuré  les  anneaux  obtenus  en  regardant  une  source  lumineuse 
de  dimensions  très  petites  au  travers  d'un  système  de  deux  verres 
entre  lesquels  il  avait  mis  de  la  poudre  de  lycopode  ou  distribué 
au  hasard  un  grand  nombre  de  petits  disques  métalliques.  Les  dia- 
mètres des  anneaux  sont  proportionnels  à  la  longueur  d'onde  et  en 
raison  inverse  du  diamètre  des  disques  ou  des  grains  de  poudre. 

Les  résultats  de  Fraunhofer  relatifs  à  la  position  des  maxima 
et  des  minima  paraissaient  moins  conformes  à  la  théorie;  mais 
Verdet  (2)  a  montré,  par  des  mesures  directes  avec  la  lumière 
rougeet  par  une  interprétation  plus  exacte  des  nombres  de  Fraun- 
hofer, que  la  concordance  est  au  contraire  rigoureuse. 

Delezenne  (3)  a  indiqué  un  procédé  très  simple  pour  mesurer 
les  couronnes  du  Soleil  ou  de  la  Lune.  Un  tube  cylindrique  ouvert 
à  l'une  de  ses  extrémités  est  fermé  à  l'autre  par  une  plaque  percée 
d'une  ouverture  très  petite;  dans  l'intérieur  du  tube  est  un  disque 
circulaire  mobile.  Quand  on  dirige  le  tube  vers  le  Soleil,  l'œil 
étant  derrière  la  petite  ouverture,  on  peut  placer  le  disque  à  dif- 
férentes distances  de  manière  à  cacher  successivement  le  Soleil  et 
les  anneaux  qui  l'entourent.  La  position  du  disque  donne,  dans 
chaque  cas,  le  diamètre  apparent  du  phénomène. 

Il  suffit  encore  de  mettre  au  bout  du  tube  un  verre  transparent 
sur  lequel  on  a  tracé  des  cercles  concentriques.  On  fait  ensuite 
varier  la  longueur  du  tube  jusqu'à  ce  que  l'un  des  cercles  se  super- 
pose à  l'anneau  que  l'on  considère. 

Le  diamètre  de  l'image  centrale  est  proportionnel  à  la  longueur 


(')  Fraunhofer,  Schumacher's  Astronomische  Abhandl.,  t.  III,  p.  33;   1823. 
(-)  Verdet,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XXXIV,  p.  128;  i852. 
(3)  Delezenne,  Mém.  de  la  Soc.  des  Se.  de  Lille,  t.  XIV,  p.  1;  1808. 
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d'onde.  Si  les  corps  en  suspension  dans  l'air  sont  assez  petits  pour 
donner  des  anneaux  très  larges,  le  bord  de  la  tache  centrale  est 
formé  en  majeure  partie  par  des  rayons  peu  réfrangibles.  Il  y 
aura  donc  autour  du  Soleil  et  à  quelque  distance  une  zone  dans 
laquelle  les  rayons  rouges  seront  dominants  et  qui  prend  une 
teinte  d'une  couleur  cuivrée. 

Ces  apparences  sont  assez  rares  ;  cependant  elles  semblent  avoir 
persisté  pendant  quelque  temps  à  différentes  époques  et  surtout 
pendant  les  années  1884  et  1 885  (,).  Gomme  elles  se  sont  pro- 
duites après  la  célèbre  explosion  de  Krakatoa,  il  y  a  quelque  pro- 
babilité qu'elles  soient  dues  à  des  poussières  extrêmement  ténues 
qui  seraient  restées  suspendues  dans  l'air  à  cause  de  leur  extrême 
petitesse  et  qui  proviendraient  des  cendres  rejetées  par  le  volcan. 
On  doit  même  remarquer  qu'il  suffit  de  traces  de  matière  presque 
impondérables,  parce  qu'elles  auraient  pu  servir  de  noyau  pour  la 
condensation  de  l'eau  sous  forme  de  gouttelettes  ou  de  glace. 

On  obtient  des  couronnes  presque  identiques  à  celles  de  la 
nature  par  une  expérience  ingénieuse  due  à  M.  Coulier. 

Dans  un  ballon  contenant  de  l'air,  on  introduit  une  petite  quan- 
tité d'eau  et  l'atmosphère  du  ballon  communique  avec  une  poire 
de  caoutchouc  que  l'on  tient  à  la  main.  Quand  on  comprime  la 
poire,  on  échauffe  l'air  intérieur;  en  l'abandonnant  à  elle-même, 
Pair  se  refroidit  par  dilatation  et  il  se  forme  un  nuage.  Toutefois, 
si  le  ballon  a  été  laissé  en  repos  pendant  plusieurs  heures  ou  si 
l'on  y  a  introduit  de  l'air  privé  de  poussières  en  le  filtrant  à  travers 
une  couche  de  coton,  la  décompression  ne  fait  pas  apparaître  de 
nuage,  comme  si  l'humidité  ne  pouvait  se  déposer  que  sur  un 
germe  solide  ou  liquide  préexistant  dans  le  gaz,  de  sorte  qu'en 
l'absence  de  tout  corpuscule  en  suspension  la  tension  de  la  vapeur 
d'eau  dépasserait  sa  valeur  maximum  normale.  Avec  de  l'air  plus 
ou  moins  complètement  purgé  de  poussières,  on  obtient  des 
nuages  très  légers,  extrêmement  homogènes;  la  flamme  d'une 
bougie  vue  à  travers  le  ballon  montre  des  couronnes  très  écla- 
tantes et  l'on  peut  reproduire  dans  certains  cas  la  teinte  cuivrée 
qui  se  montre  quelquefois  autour  du  Soleil. 


(')  Cornu,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XCIX,  p.  488  et 

17;  1884. 
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Ouvertures  identiques  distriruées  régulièrement. 

231.  Ouvertures  en  ligne  droite.  —  Supposons  d'abord  qu'un 
certain  nombre  N  d'ouvertures  identiques  soient  distribuées  sur 
une  surface  plane  à  des  distances  égales  suivant  une  même  droite 
et  éclairées  par  de  la  lumière  normale. 

Considérons  la  diffraction  suivant  une  direction  OP  (fig.  106), 


et  soient  G,  G',  C",  ...  les  centres  de  phase  homologues  des  ou- 
vertures successives  par  rapport  à  cette  direction.  Les  centres  de 
phase  sont  à  une  distance  constante 

e  =  CC'  =  CC'  =  ..., 

et  nous  prendrons  pour  axe  des  £  la  droite  qui  les  joint. 

Si  l'on  appelle  a  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  OP 

avec  l'axe  des  Ç,  o,  la  différence  de  phase  27c  -y-  a  des  vibrations 

produites  par  les  points  O  et  G,  et  o  =  27z.-a  la  différence  de 

phase  relative  à  deux  ouvertures  successives,  la  vibration  due  à 
la  première  ouverture  G  est  de  la  forme  a  sin  (  w  t  -f-  0,  )  et  les  vi- 
brations dues  aux  ouvertures  suivantes  G' ,  G'r,  .  .  .  sont  successi- 
vement a  sin(co£  -f-Oi-f-o),  asin(<o£4-ô14-2o),  .... 

En  posant,  pour  abréger,  u  =  _w<+  Sl5  la  vibration  résultante 
est  donc 


x  r=z  a  1  sin  u  -+-  sin  (11  -t-  0)  -f-  sin  (u  +  2  0) 


sin  [m  H- (N— 1)0] 


L'amplitude  a  est  une  fonction  des  cosinus  a  et  p  des  angles 
que  fait  la  direction  OP  avec  les  axes  \  et  7).  Les  variations  de  ce 
coefficient  donnent  lieu  à  des  phénomènes  que  Fraunhofer  a  ap- 


350  CHAPITRE    V. 

pelés  de  première  classe  et  qui  sont  définies  uniquement  par  la 
forme  de  chaque  ouverture.  La  suite  des  N  termes  compris  dans 
la  parenthèse  dépend  uniquement  de  la  distance  des  ouvertures 
et  du  cosinus  a;  elle  correspond  à  des  phénomènes  de  seconde 
classe  résultant  de  la  combinaison  des  vibrations  produites  par 
les  différentes  ouvertures. 

La  vibration  est  d'ailleurs  de  la  forme 

x  —  a  K  sin  (  u  —  cp  ) , 

le  facteur  K,  qui  correspond  aux  phénomènes  de  seconde  classe, 
étant  une  fonction  de  la  différence  de  phase  3,  et  l'amplitude  de 
la  vibration  est 

232.   Deux  ouvertures.  — ■  Avec  deux  ouvertures   identiques 
seulement,  on  a 


X  r= 


a  [  sin  u  -+-  sin  (  u  4-  0  )]  =  2  a  cos  -  sin  (  u  +  -  ) 


On  voit  d'abord  que  la  phase  est  la  même  que  si  la  vibration  pro- 
venait du  milieu  de  la  distance  CC,  et  l'amplitude  est 


.  0 

A  =:  ia  cos- 

2 


Pour  0  =  0,  c'est-à-dire  dans  la  direction  normale,  l'amplitude 
est  double  et  l'intensité  quadruple  de  celles  qui  correspondraient 
à  une  ouverture,  ce  qui  était  évident. 

Dans  le  plan  Çç  parallèle  à  la  ligne  des  ouvertures,  on  a 

a  =  sinD 
et 

0  esinD  T_  esinD 

-=iz — r ?  K  =  2  cos  u— 

2  A  X 

Les  minima  de  seconde  classe  sont  nuls  et  ont  lieu  pour  les 
directions 

sinD  =  (27  -j-i)  —  , 

q  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Pour  des  déviations  très  petites,  ces  minima  sont  équidistants 
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dans  le  plan  focal.  C'est  le  phénomène  des  interférences  d'Young 
avec  deux  ouvertures  identiques  de  forme  quelconque;  l'interfé- 
rence est  complète  quand  la  différence  de  marche  relative  à  deux 
points  homologues  des  ouvertures  est  un  nombre  impair  de  demi- 
longueurs  d'oude. 

Les  maxima  de  seconde  classe  ont  lieu  pour  les  directions 

e  sinD  =  ql  =  nq  -\ 

ils  sont  intermédiaires  aux  mini  m  a  :  le  facteur  K  est  alors  égal  à 
±  2  et  K2=4. 

11  peut  arriver,  dans  certains  cas,  que  Pun  des  maxima  de  seconde 
classe  soit  très  affaibli  ou  même  disparaisse  complètement  :  c'est 
lorsqu'il  a  lieu  pour  la  même  direction  qu'un  minimum  nul  de 
première  classe. 

Si  l'on  considère  la  diffraction  dans  un  plan  quelconque,  qu'on 
appelle  D  l'angle  que  fait  la  normale  OÇ  à  l'écran  avec  la  projec- 
tion OQ  de  la  droite  OP  sur  le  plan  Ç£  et  Q  l'angle  POQ,  on  a 

a=i  cos6  sinD. 

Tant  que  les  déviations  restent  très  petites,  cosQ  ne  diffère  pas 
sensiblement  de  l'unité  et  l'on  peut  encore  remplacer  a  par  sinD. 

Le  plan  focal  sera  donc  découpé  par  une  série  de  lignes  noires 
perpendiculaires  à  la  ligne  des  ouvertures  et  à  la  distance  con- 
stante 

ie 

233.  Plusieurs  ouvertures.  —  On  traiterait  de  la  même  ma- 
nière le  cas  de  3,  4?  •  •  •  ouvertures.  Considérons  le  problème 
général,  en  posant 

S  =  sinu  -+-  sin(«  -+-  ô)  -t-  sin(w  -j-  20)  H- .  .  .  4-  sin[«  4-  (N  —  *)&]• 

Pour  évaluer  la  somme  S,  nous  utiliserons  la  relation 

cos[//  4-  (n  —  1)0]  —  cos[//  +  («  +  i)o]  =  2  sino  sin(u  -{-no). 

Si  l'on  donne  successivement  à /?  les  valeurs  o,  1,  2,  ...,N  —  1, 
on  obtient  une  série  d'équations  différentes  j  en  ajoutant  toutes 
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ces  équations  membre  à  membre  et  supprimant  les  termes  inter- 
médiaires qui  se  reproduisent  avec  des  signes  contraires,  on  obtient 
finalement 

cos (u  —  o )  4-  cos u  —  cos [u  4-  (  N  —  i  )  o  ]  —  cos (u  4-  N  o  )  =  2  S  sin o. 

En  groupant,  dans  le  premier  membre,  le  premier  terme  avec  le 
quatrième  et  le  second  avec  le  troisième,  on  a 

b  sin  o  =  sin     u  4- o       sin  o  4-  sin  0 

V  2     A        2  2      / 

.    N.        0    .    /  N  —  1  A 

=  2  sin  —  0  cos  -  sin     u  4-  ■ o 

2  2        \  2         ] 


ou 


_,  0 

sin  J\  - 


S= ^sinr^4-(N-i)^l- 

sin  - 

2 

La  vibration  résultante  a  donc  pour  expression 

g 
sinN  — 

x  =  a  S  ==  a ~  sin     //  4-  (  N  —  j  )  - 


sin 

2 


Elle  a  la  même  phase  que  si  elle  provenait  du  milieu  de  toutes 
les  ouvertures;  ce  point  est,  en  effet,  un  centre  du  système. 

Le  facteur  K,  relatif  aux  phénomènes  de  seconde  classe,  est  ici 


sinN- 

2 

.     0 

sin  - 

2 


Pour  8  =  0,  on  a 

K  =  N,        A2=N2rt:. 

Dans  la  direction  normale  au  plan  de  l'écran  l'intensité  est  donc 
proportionnelle  au  carré  du  nombre  des  ouvertures. 

Considérons  d'abord  le  phénomène  dans  le  plan  Ç£  parallèle  à 
la  ligne  des  ouvertures,  où  cl=  sinD. 

Pour  -  —  n~  ou  e  sinD  =  /iX,  le  facteur  K  se  présente  sous  la 


forme  -,  mais  il  est  facile  de  reconnaître  que  sa  valeur  est  ±  N, 
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suivant  que  les  nombres  ]N  n  et  n  sont  de  même  parité  ou  de 
parités  différentes  et,  dans  tous  les  cas,  K2=  N2,  comme  pour  la 
normale. 

Les  directions 

sin  D  =  n  - 
e 

correspondent  à  des  maxima  principaux  de  seconde  classe.  La 
différence  de  marche  A  =e  sinD  relative  aux  points  homologues 
de  deux  ouvertures  voisines  est  alors  un  nombre  entier  de  longueurs 
d'onde;  il  est  évident  que  les  amplitudes  des  vibrations  ducs  à 
toutes  les  ouvertures  s'ajoutent. 

L?  ordre  d'un  maximum  principal  est  donné  par  le  nombre  n. 

La  vibration  est  nulle  pour 

.,0  .     _  (1     À  1(1      \ 

N-  =  cit.,         sinD  =  -£--—  -f 

2       J  N  e        N    2  e 

On  doit  en  excepter  toutefois  les  valeurs  de  q  qui  sont  des  mul- 
tiples de  N,  parce  qu'alors  le  rapport  ^  serait  un  nombre  entier 

n  et  l'on  retrouverait  un  maximum  principal. 

Il  y  a  donc,  entre  deux  maxima  principaux,  un  nombre  N  —  i 
de  minima  nuls,  pour  lesquels  le  sinus  de  la  déviation  D  varie 
comme  la  suite  des  nombres  entiers  à  partir  de  l'unité. 

Pour  des  déviations  très  petites,  ces  minima  sont  équidistants. 

On   obtiendra  enfin  des  maxima  secondaires   d'intensité    en 

égalant  à  zéro  la  dérivée  du  facteur  K  par  rapport  à  ->  ce  qui 
donne 

_,  0.0  .      ..  0  0 

in  cosIN  -  sin sinJN  -cos  -  z=  o. 

2  2  2  2 

taUg2   "=NtangN2* 

En  posant  -  =  x,  les  valeurs  correspondantes  de  x  seront  don- 
nées par  les  abscisses  des  points  de  rencontre  des  deux  courbes 

7\~  tanga?, 
/2=  j^tangNa». 
M.  -  I.  23 
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Depuis  la  normale  jusqu'au  premier  maximum  principal,  c'est- 
à-dire  entre  les  limites  x  —  o  et  x  =  iz,  la  courbe  >',  est  formée  de 
branches  OB  et  OB'  (fi g.  107)  inclinées  à  45°  à  leurs  points  de 
rencontre  O  et   O'  avec  l'axe   des  #,   et  asymptotes  à  la  droite 


x  = 


Fil 


07. 


/ St 


La  courbe  }'2?  tracée  sur  la  ligure  dans  l'hypothèse  N  =  5,  est 
formée  d'une  série  de  branches  également  inclinées  à  45°  sur  l'axe 

des  x,  aux  distances  x  =  ^tc  =  -^-  -  >  qui  correspondent  aux  mi- 

nima  de  seconde  classe  et  aux  maxima  principaux,  et  asymptotes 

aux  droites  x 


2  q  4  -  T    Tt 
2 


N 


Les  points  de  rencontre  O  et  O'  correspondent  aux  maxima 
principaux  que  nous  avons  trouvés  déjà  directement  et  le  phéno- 
mène est  symétrique  par  rapport  au  milieu  G  de  l'intervalle  de 
deux  maxima  principaux  consécutifs. 

Les  valeurs  de  x  relatives  aux  maxima  secondaires  sont  les  ab- 
scisses des  points  M,,  M2,  ...,  M',,  M'2,  . ..  \  on  peut  les  représenter 
d'une  manière  générale  par 


2<7  4-1 
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la  quantité  s(/  étant  positive  ou  négative  et  d'autant  plus  petite  que 

N 
le  nombre  2  ry  +  1  est  plus  \  oisin  d'un  multiple  impair  d< 


,e  — 
2 


Les  déviations  sont  données  par  la  relation 

BmD=|—  -Z")^e 


elles  ne  sont  pas  exactement  intermédiaires  à  celles  des  minima. 
Les  valeurs  correspondantes  du  facteur  k-  sont 


sin2i\.r        tane2Na?     i-t-tang2.a? 
lv- 


sin  - ./  tang2x     i-htang2Na? 

+  tau--.r  N2 


N 


i-i-N2tang2.r        n-iN: 


Pour  sin#  =  o,  on  retrouve  K-=!N2,  c'est-à-dire  les  maxima 
principaux.  Tant  que  sin2.r  diffère  notablement  de  zéro,  les  maxima 
secondaires  sont  très  faibles  par  rapport  aux  maxima  principaux; 
ces  maxima  ont  leurs  moindres  valeurs  au  milieu  de  l'intervalle 
des  maxima  principaux  et  augmentent  à  mesure  qu'ils  s'en  rap- 
prochent. Dans  tous  les  cas,  le  rapport 

K2  1 


N2        i-i-  (N2—  i)sin2^ 

des  maxima  secondaires  aux  maxima  principaux  est  d'autant  plus 
petit  que  le  nombre  N  des  ouvertures  est  plus  grand,  et  ces 
maxima  finissent  alors  par  devenir  insensibles. 

Il  peut  arriver  enfin  qu'un  maximum  principal  soit  très  affaibli, 
ou  même  disparaisse,  s'il  a  lieu  dans  la  même  direction  qu'un 
minimum  nul  de  première  classe  relatif  au  facteur  a. 

Avec  des  rayons  obliques  à  l'écran,  si  le  plan  d'incidence  est 
parallèle  à  la  ligne  des  ouvertures  et  qu'on  observe  la  diffraction 
dans  le  même  plan,  on  devra  dans  tout  ce  qui  précède  remplacer 
sinD  par 

.     .        .    .,  .    D        /D 

sin  1  4-  sin  r  —  2  sin  —  cos 

2         \  2 

Enfin,  lorsque  les  déviations  restent  très  petites,  le  champ  est 
encore  traversé  par  une  série  de  lignes  noires  perpendiculaires  à 


56 


CHAPITRE    V. 


RX 


la  liffne  des  ouvertures   et  à  la  distance  constante  RD  =i  -r-,  qui 
est  en  raison  inverse  du  nombre  des  ouvertures. 


234.  Ouvertures  en  réseau  de  rectangles  ou  de  parallélo- 
grammes. —  Considérons  encore  une  série  d'ouvertures  iden- 
tiques disposées  suivant  deux  systèmes  rectangulaires  de  lignes 
parallèles,  de  manière  que  les  points  homologues  C,  C,  G/r,  ..., 
C,,  G'n  G",  .  .  .  {fig-  108),  soient  les  sommets  de  rectangles  égaux 

Fig.  108. 


0      c 

c 

r   ! 

c, 

c2 

Ci 

C'{ 

juxtaposés,  et  désignons  par 

é?=r CC'=C'C"rr:..., 

ex  =  CG,  =  Cj  C,  = .  .  . 

les  distances  successives  des  points  homologues  des  ouvertures. 

Si  l'on  représente  par  a{  l'amplitude  de  la  vibration  produite 
dans  le  plan  normal  01;  par  les  N4  ouvertures  G,  G,,  G2,  •  •  •  pour 
la  déviation  D,  l'amplitude  de  la  vibration  produite  par  les  N 
lignes  d'ouvertures  parallèles  à  la  première  sera,  comme  précé- 
demment, 

sinN- 

2 


esinD 

en  posant  à  =  arc — r- 

Il  en  résulte  une  série  de  minima  nuls  dans  les  directions 


sinD  — 


q_   X 

N  e' 


sauf  pour  les  valeurs  de  q  qui  sont  les  multiples  de  N  et  qui  don- 
nent des  minima  principaux. 


DIFFRACTION".  357 

Pour  des  déviations  1res   faibles,  il  y  aura   dans  le  plan   focal 
(Jîg-  109)  un  système  de  lignes  noires  parallèles  aux  droites  G,  G, 

iu 


et  à  la  distance  constante  =-,  sauf  la  suppression  des  li 

[Ne  *  l 

correspondent  à  q  =  o,  N,  2N,  ... 


g  nés   (pu 


Fig.  109. 


On  aura,  de  même,  un  autre  système  de  lignes  noires  parallèles 

r>  -\ 

à  la  droite  CC',  à  la  distance  constante  -^ — ?  sauf  encore  la  sup- 

\Sle1 

pression  de  celles  qui  correspondent  à  des  maxima  principaux. 

Ces  deux  systèmes  détermineront  plusieurs  espèces  de  rec- 
tangles différents;  le  rectangle  central  est  semblable  aux  rectangles 
des  ouvertures,  les  côtés  homologues  étant  perpendiculaires. 

Si  les  directions  GC'  et  CCj  des  deux  séries  d'ouvertures  font 

un  angle  9,  le  plan  focal  est  encore  traversé  par  deux  systèmes  de 

,.  A  RX        RX  ,    ,, 

lignes  noires,  aux  mêmes  distances  ^r=-  et  — —  que  précédemment, 

Ne       iNi^i 

mais  respectivement  perpendiculaires  aux  directions  CC'  et  CC, . 

Le  cas  de  trois  ouvertures  identiques  non  en  ligne  droite  se 
traiterait  de  même  comme  la  diffraction  d'un  triangle  (220). 


Fentes  et  stries  parallèles. 

235.  Deux  fentes.  —  Avec  deux  fentes  égales  et  parallèles,  de 
longueur  /,  de  largeur  c/,  séparées  par  un  intervalle  opaque  de 
largeur  d',  la  distance  des  points  homologues  est  e  =  d  H-  d' . 

Pour  une  lumière  incidente  normale,  la  différence  de  phase 
des  vibrations  émises  par  les  deux  fentes  dans  un  plan  perpendi- 
culaire est 


2T. 


{d-±-d')sinD 


e  sinD 
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L'amplitude  de  la  vibration  due  à  l'une  des  fentes  étant  (218) 

dsinD 


sinit  — r — 
J           r/sinD 

5 

X 

'amplitude 

résultante  est  (231) 

t/sinD 

SI  11  71   ; " 

e  sinD 

J\ 2  f  (7                    .                  OUST; 

J           risinD 

T.  r 

X 

Les  minima  sont  tous  nids.  Ceux  de  première   classe    ont  lieu 
dans  les  directions 

•    r,         Pl  X 

sin  D,  ■=  —.-  —  2 p  — . i 

a  1    q.  cl 

à  l'exception  de  p  =  o;  ceux  de  seconde  classe  dans  les  directions 

.              27  +  1  X 
sinD9=  — 


Les  maxima  de  première  et  de  seconde  classe  ont  lieu  dans  les 
directions 

sinD',=  (2/?-f-i  —  £/>)^' 

sin  D0  =  o.q  —  • 

1  te 

Si  les  distances  d  et  d'  sont  dans  le  rapport  de  deux  nombres 
entiers  m  et  m',  il  J  a  des  directions  dans  lesquelles  un  maximum 
de  seconde  classe  coïncide  avec  un  minimum  de  première  classe; 
il  suffit  qu'on  ait 

p        q  p  d  m 

±-  —  i  oïl  £  = -jt  =  -  — -  • 


Les  maxima  de  seconde  classe  d'ordre  m  +  />/,  2(772  -+-  ni'),  . . . 
coïncident  avec  les  minima  de  première  classe  d'ordre  m,  im, 
3m,  ...  et  disparaissent. 

En  faisant,  par  exemple,  m=>.  et  ?)i' =  3,  les  maxima  de 
seconde  classe  d'ordre  5,  10,  i5,  ...  disparaissent,  parce  qu'ils 
tombent  sur  les  minima  de  première  classe  d'ordre  2,  4,  6, 

Deux  lignes  noires  de  largeur  d,  séparées  par  une  distance  d1 ', 
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donneraient  la  même  diffraction  que  les  deux  fentes,  puisqu'elles 
forment  un  système  complémentaire. 

Si  chacune  des  fentes  (ou  des  lignes  qui  forment  écran)  n'est 
pas  terminée  par  des  bords  rectilignes  ou  renferme  une  série  d'iné- 
galités, comme  serait  un  trait  tracé  sur  verre,  de  sorte  que  les 
rayons  qui  émanent  des  différents  points  subissent  des  retards 
irréguliers,  la  diffraction  correspondante  est  changée  en  diffusion 
et  les  interférences  de  première  classe  disparaissent.  Dans  ce  cas, 
chaque  fente  émet  de  la  lumière  dans  toutes  les  directions-,  mais, 
pourvu  que  les  deux  fentes  restent  identiques,  les  interférences 
mutuelles  ne  sont  pas  supprimées  et  l'on  observe  encore  les  maxima 
et  les  minima  de  seconde  classe. 

236.  Grand  nombre  de  fentes  ou  de  lignes  parallèles  à  dis- 
lances inégales.  —  Avec  un  grand  nombre  de  fentes  (ou  de  lignes) 
de  diamètres  différents,  parallèles  et  à  des  distances  quelconques, 
l'intensité  de  la  lumière  diffractée  dans  une  direction  déterminée 
esl  la  somme  des  intensités  correspondant  à  chacune  des  fentes 
séparément.  C'est  encore  une  diffusion. 

Si  les  fentes  (ou  les  lignes),  tout  en  restant  parallèles,  sont  de 
même  diamètre  et  distribuées  au  hasard,  l'intensité  de  la  lumière 
diffractée  est  pour  chaque  direction  proportionnelle  au  nombre  N 
des  ouvertures  (ou  des  lignes)  et  de  même  nature  que  celle  d'une 
seule  ouverture;  on  ne  voit  alors  que  les  phénomènes  de  première 
classe  et  les  maxima  prennent  beaucoup  d'éclat. 

Young  (Ma  proposé  d'utiliser  cette  expérience,  sous  le  nom 
(Vériomètre,  pour  mesurer  le  diamètre  de  fils  très  minces.  Un 
certain  nombre  de  fils  semblables  réunis  en  paquet  sont  placés 
sur  le  trajet  de  la  lumière  d'une  fente.  Les  déviations  des  minima 

observés,  -— ,  sont  proportionnelles  à  la  longueur  d'onde  et  en 

raison  inverse  du  diamètre  des  fils. 

237.  Nombre  limité  de  fentes  égales  et  équidislantes.  — 
Enfin  les  interférences  de  seconde  classe  reparaissent  lorsque  les 
fentes  parallèles  sont  égales  et  équidistantes. 


(')  Youxg,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  1804,  p.  1 
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Si  l'on  remplace  l'amplitude  a  (222)  par  sa  valeur  relative  à 
une    fente  unique,   l'amplitude  de    la  vibration   résultant   de   3N 

fentes  est 

<^sinD     .    _T     esinD 
sinTc — sinlNTi — - — 

A  =  /a r^-is—  = — rr  ■ 

J  a  sinD         .       e  sin  1) 


7T S1I1TT — 

A  X 


On  a  alors  : 


i°  Des  minima  nuls  de  première  et  de  seconde  classe  dans  les 
directions 

1    d  '    id 

.  q  \  À 

sinD2=  -*  -—iq  — — , 

en  exceptant  pour/?  la  valeur  zéro  et  pour  q  les  multiples  deN; 
2°  Des  maxima  de  première  classe 

sinD',  =  (2/9  +  1  —  ep)  —  ; 
3°  Des  maxima  secondaires  de  seconde  classe 

si«.D;=(aff  +  i-.,)J^; 

4°  Enfin  des  maxima  principaux 

SinU.,  =  /l-  =271- — 

e  ie 

Un  maximum  principal  peut  encore  disparaître  quand  les  lon- 
gueurs d  et  d!  des  vides  et  des  pleins  sont  dans  le  rapporl  de 
deux  nombres  entiers  m  et  m',  c'est-à-dire  si  l'on  a 

p        n  n  d  m 


de  n        d  -+-  d1        m  -+-  m' 

Les  maxima  principaux  dont  l'ordre  est  multiple  de  (m-\-  mF ) 
tombent  sur  les  minima  de  première  classe  dont  l'ordre  est  mul- 
tiple de  m. 

Lorsque  le  nombre  N  des  fentes  est  très  grand,  les  maxima  se- 
condaires deviennent  insensibles  et  il  n'y  a  de  lumière  appréciable 
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que  dans  la  direction  des  maxima  principaux,  pour  lesquels  l'am- 
plitude est  proportionnelle  au  nombre  des  ouvertures.  Les  résultats 
ne  sont  pas  changés,  au  moins  en  dehors  de  la  normale,  quand 
on  remplace  les  ouvertures  par  des  écrans  et  inversement,  c'est- 
à-dire  quand  on  permute  les  pleins  et  les  vides. 

Si  la  distance  e  reste  constante,  l'intensité  de  la  lumière  dif- 
fractée  dans  une  direction  déterminée  est  la  même  fonction  de  la 
largeur  des  vides  ou  des  pleins.  Elle  est  nulle  quand  l'une  de  ces 
largeurs  est  égale  à  zéro  et  passe  par  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum (généralement  un  maximum  quand  les  vides  sont  égaux 
aux  pleins). 

Si  Ton  appelle  E  la  longueur  totale  Ne  de  la  surface  couverte 
de  fentes,  on  a  pour  un  maximum  principal,  en  remarquant  que 
a-  —  ld, 

«NX       .       dsinD  rl      EX        .       d  sinD 

A  =  ±  fl : =r    SI  11  71  ; =  ±  fl  ; =r  SII1  TT 

J    irsinD  A  TresinD  A 

ou 

A-±  A  a  —  sin  n  tt  -  • 
ht.  e 

La  condition  du  maximum  d'amplitude,  en  valeur  absolue,  est 

d ip  -+-  i 

e  in 

Pour  le  premier  maximum  principal  ( ' n  =  i),  la  condition  /?  =  o 
ou  Q,d=  e  donnera  donc  un  maximum  de  lumière. 

Toutes  choses  égales,  l'intensité  d'un  maximum  principal,  à 
part  les  variations  du  coefficient  y,  est  en  raison  inverse  du  carré 
de  l'ordre  de  ce  maximum. 

Si  la  lumière  incidente  est  oblique  à  l'écran,  mais  dans  un  plan 
perpendiculaire  aux  fentes,  et  qu'on  étudie  la  diffraction  dans  le 
plan  d'incidence,  on  devra  encore  dans  tout  ce  qui  précède  rem- 
placer le  sinus  de  la  déviation  par  la  somme  des  sinus  des  angles 
d'incidence  et  de  diffraction.  On  aura  ainsi,  pour  les  maxima  prin- 
cipaux, par  exemple, 

) , 

n  -  z=.  smi  -+-  sim  , 
e 

et  lorsque  la  déviation  D'=  î  +  i'  est  minimum,  c'est-à-dire  que 
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l'écran  est  bissecteur  de  l'angle  des  rayons  incidents  et  des  rayons 

diffractés, 

.    D'            X 
sin —  —  n 

2  ie 

Remarquons  encore  que  le  demi-angle  apparent  d'un  maximum 
principal  peut  être  considéré  comme  l'angle  de  deux  m  mima 
successifs  de  seconde  classe. 

En  appelant  i'  et  i"  les  angles  de  diffraction  correspondants,  dans 
le  cas  de  l'incidence  oblique,  on  a 

X         X         ../...               i'+i"   .    i"—V 
^—  =  ~  =  sint  —  sinr  — 2  cos—     —  sin 

JNe       E  22 

et,  comme  les  angles  i'  et  i'  sont  très  peu  différents, 

,       ,  X 

h  cosr 

Pour  l'incidence  normale,  cet  angle  est  en  raison  inverse  du 
cosinus  de  la  déviation 

En  couvrant  un  objectif  par  un  système  de  fentes  parallèles 
équidislantes,  l'angle  de  pénétration  relatif  à  une  source  homogène 
et  une  déviation  assez  faible  est  donc  le  même  que  pour  une  fente 

rectangulaire  de  même  largeur  (218). 

D' 

Si  l'on  opère  au  minimum  de  déviation,  l'angle  i'  est  égal  à  - 

et  l'angle  i"  —  i'  est  plus  petit  que  pour  l'incidence  normale. 

Si  l'on  dispose  l'écran  de  manière  que  la  lumière  diffractée  soit 
normale,  l'angle  i'  est  nul  et  l'angle  de  pénétration  devient 

i"—  i'—  -• 
E> 

ce  sont  les  conditions  les  plus  avantageuses  à  ce  point  de  vue. 

238.  Définition  des  réseaux.  —  Fraunhofer,  qui  a  vérifié  ces 
différentes  lois  par  expérience,  appelait  grille  (gitter,  grating) 
un  ensemble  d'ouvertures  ou  de  traits  parallèles  identiques  et  à  la 
même  distance;  on  a  adopté  en  France  le  nom  de  réseau  sous 
lequel  il  a  été  désigné  par  Babinet. 

Les  interférences  de  seconde  classe  s'observent  aussi  bien  quand 
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les  fentes  sont  irrégulières  on  qu'on  les  remplace  par  des  traits 
opaques  de  nature  quelconque,  pourvu  que  ces  traits  et  fentes 
soient  identiques  entre  eux,  parallèles  et  équidistants.  La  diffrac- 
tion de  première  classe  relative  à  chacune  des  ouvertures  pourra 
être  une  simple  diffusion,  mais  on  retrouvera  tous  les  effets  de 
seconde  classe  et  en  particulier  les  maxima  principaux. 

La  propriété  la  plus  remarquable  des  réseaux  consiste  en  ce 
que  \v>  maxima  principaux  restent  seuls  lorsque  le  nombre  des 
ouvertures  est  un  peu  grand.  Si  donc  on  prend  pour  source  de 
lumière  une  fente  parallèle  aux  traits,  les  différentes  lumières  ho- 
mogènes qui  la  constituent  éprouveront  pour  les  maxima  princi- 
paux des  déviations  différentes.  On  obtiendra  alors  dans  le  plan 
focal  de  l'objectif  (ou  au  foyer  conjugué  de  la  fente  si  elle  n'est 
pas  très  éloignée)  une  série  de  spectres  purs,  pour  lesquels  la  dévia- 
tion croît  avec  la  longueur  d'onde.  Avec  la  lumière  solaire  et  des 
réseaux  assez  lins,  on  pourra  distinguer  dans  ces  spectres  les  raies 
obscures  de  Fraunhofer,  comme  dans  les  spectres  de  réfraction, 
et  en  mesurer  les  déviations  avec  une  grande  exactitude,  puisque 
la  perfection  des  images  est  de  même  ordre  dans  les  deux  cas. 

On  obtient  un  réseau,  soit  en  traçant  des  traits  parallèles  au 
diamant  sur  une  lame  de  verre,  soit  en  enlevant  dans  une  couche 
métallique  mince  déposée  sur  verre  une  série  de  filets  parallèles, 
soit  en  traçant  des  traits  sur  une  surface  métallique  polie.  Dans  ce 
dernier  cas,  les  phénomènes  de  diffraction  s'aperçoivent  comme  de 
la  lumière  réfléchie.  On  les  voit  d'ailleurs  aussi  par  réflexion  sur 
une  lame  de  verre  striée  ou  sur  une  surface  quelconque,  opaque 
ou   transparente,  qui  porte  des  traits  équidistants. 

Un  certain  nombre  d'objets  naturels  produisent,  avec  plus  ou 
moins  de  perfection,  le  phénomène  des  réseaux.  Telles  sont  les 
stries  transversales  des  muscles  dans  les  vertébrés.  Les  plumes  de 
quelques  oiseaux  ou  les  ailes  des  papillons  doivent  aussi  la  vivacité 
de  leurs  couleurs  à  la  régularité  et  au  grand  nombre  de  stries  pa- 
rallèles dont  elles  sont  sillonnées. 

La  diffraction  dans  les  réseaux  a  une  importance  capitale  pour 
la  mesure  des  longueurs  d'onde  et  l'analyse  spectrale  de  la  lumière  ; 
nous  l'examinerons  à  part  avec  plus  de  détails,  par  une  méthode 
un  peu  différente. 
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Des  réseaux. 

239.  Ondes  para géniques.  — Lorsqu'un  réseau  est  formé  d'un 
très  grand  nombre  de  traits,  la  diffraction  a  lieu  presque  unique- 
ment dans  la  direction  des  maxima  principaux.  Il  se  forme  alors 
de  véritables  ondes  latérales,  ou  ondes  para tgéniques ,  dont  on  peut 
déterminer  les  lois  directement  par  une  méthode  ingénieuse  due 
à  Babinet  (*),  et  qu'il  est  facile  de  généraliser. 

Supposons  qu'une  surface  plane,  qui  porte  un  grand  nombre  de 
traits  parallèles  identiques  et  équidistants,  soit  éclairée  par  de  la 
lumière  normale.  La  diffraction  n'est  sensible  que  dans  un  plan 
perpendiculaire  aux  traits,  puisque  dans  toute  autre  direction  la 
diffraction  est  nulle  pour  chaque  ouverture  séparément.  Soient 
C,  Gn  C2,  .  ..  (fig>  no)  les  points  homologues  des  fentes  suc- 


cessives dans  le  plan  principal.  Tous  ces  points  peuvent  être 
considérés  comme  des  centres  d'ébranlement  à  vibrations  con- 
cordantes; ils  produisent  chacun  une  série  d'ondes  sphériques. 

Pour  une  droite  OP  telle  que  la  différence  des  chemins  succes- 
sifs CM,  C^M,,  C2M2,  ...  soit  d'un  nombre  entier  n\  de  lon- 
gueurs d'onde,  les  vibrations  émises  respectivement  aux  points 
M,  M<,  M2,  ...  par  les  ouvertures  C,  G,,  C2,  ...  sont  concor- 
dantes; l'ensemble  de  ces  vibrations  constitue  une  onde  paragé- 
nique.  Cette  formation  d'ondes  régulières  par  l'enveloppe  des 
ondes  élémentaires  concordantes  qui  proviennent  des  ouvertures 
successives  à  diverses  époques  est  tout  à  fait  analogue  à  la  forma- 
tion des  ondes  réfléchies  ou  réfractées  par  l'enveloppe  des  ondes 


(')  Babinet,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [2],  t.  XL,  p.  178;  1829.   Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVI,  p.  411  ;  i863. 
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élémentaires  correspondant  à  la  même  époque  et  qui  proviennent 
des  différents  points  de  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux. 

En  réalité,  les  ondes  émises  par  les  différentes  fentes  sont  cylin- 
driques et  l'onde  paragénique  P  est  un  plan  enveloppe  des  ondes 
cylindriques  correspondant  aux  époques 

/,     t  -+-  /*T,     «  +  2«T,      .... 

En  appelant  e  l'intervalle  des  points  homologues  de  deux  fentes, 
la  déviation  D  correspondant  à  l'onde  paragénique  d'ordre  n  est 
donnée  par  la  relation 

CM,  — CM       ni 


sinD 


CG,  e 


Le  facteur  n  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières,  positives 

•    c>  -  >  e 

ou  négatives,  intérieures  a  r- • 

À 

La  valeur  n  =  o  correspond  à  la  propagation  directe. 

Pour  toute  autre  direction,  il  y  aura  entre  les  vibrations  émises 
parles  différentes  ouvertures  interférence  d'autant  plus  complète 
que  le  nombre  des  traits  du  réseau  est  plus  grand. 

Lorsque  la  lumière  incidente  est  oblique  et  dans  le  plan  prin- 
cipal, il  n'y  a  encore  de  diffraction  sensible  que  dans  ce  plan. 

Les  ondes  incidentes  P  {ftg.  i  1 1)  donnent  des  ondes  paragéni- 
ques  P',  définies  par  la  condition  que  les  vibrations  des  points  M', 
M,,  M'2,  ...  produites  respectivement  par  les  ouvertures  C,  Gt, 
C2,  ...  soient  concordantes,  c'est-à-dire  que  les  chemins  succes- 
sifs MCM',  M,  G,  M',,  ...  diffèrent  d'un  nombre  entier  n  de  lon- 
gueurs d'onde. 

En  appelant  i  l'angle  d'incidence  et  i'  l'angle  de  diffraction,  il 
en  résulte 

(i)  ni  —  e(siru-h  sini7). 

Cette  équation  exprime  une  loi  particulière  de  formation  des 
ondes,  qu'on  peut  appeler  loi  de  paragénie  et  qui  est  analogue 
aux  lois  de  réflexion  ou  de  réfraction. 

La  déviation  du  rayon  diffracté  est 
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Elle  est  minimum,  conformément  à  la  règle  générale  (209,  xin), 
quand  le  plan  du  réseau  est  bissecteur  de  l'angle  des  rayons  incident 
et  diffracté. 

KiS.    m, 


Enfin,  quand  le  rayon  incident  est  oblique  au  plan  principal,  la 
condition  (S  =  ^f-f-[32=o  (209,5°)  montre  que  le  rayon  diffracté 
est  une  des  génératrices  d'un  cône;  en  appelant  jK  elj2  les  angles 
des  rayons  incident  et  diffracté  avec  le  plan  perpendiculaire  au 
plan  principal,  la  direction  des  ondes  paragéniques  est  définie  par 
la  condition 

n  X  —  e  (  sin / j  -h  sin j\  ) . 

240.  Réseaux  tracés  sur  des  surfaces  courbes.  —  On  peut 
étendre  la  loi  de  paragénie,  comme  les  lois  de  réflexion  et  de  ré- 
fraction, au  cas  où  la  source  de  lumière  est  à  une  distance  finie  et 
où  le  réseau  est  tracé  sur  une  surface  courbe.. 

Soit  S  {fig.  ii  2)  la  source  de  lumière,  S  l'intersection  de  la  sur- 


face du  réseau  par  un  plan  perpendiculaire  aux  traits,  mené  par 
la  source;  C,  Cl7  C2?  -  •  •  les  points  homologues  des  fentes  succes- 
sives, leur  distance  constante  e  étant  supposée  très  petite,  GP 
l'onde  sphérique  incidente  qui  passe  par  le  point  G,  GP'  l'onde 
paragénique  d'ordre  n.  La  condition 

M1C1.-+-C1.M'1  =  /iX 
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donne  encore,  à  des  infiniment  petits  près  négligeables, 
//  À  —  e  (  sin  i  -+-  sin  i'  ) . 

La  loi  de  paragénie  est  donc  indépendante  de  la  forme  des 
ondes  incidentes  et  de  la  surface  du  réseau. 

Pour  obtenir  l'image  S'  virtuelle  ou  réelle  de  la  source  par  dif- 
fraction {fi g.  1  i3),  appelons  i  et  i  -f-  di,  i'  et  f  ~\~di':  les  angles 
d'incidence  et  de  diffraction  relatifs  à  deux  rayons  voisins  SM  et 
S  M',  p  et  p'  les  distances  SM  et  S' M  de  la  source  et  de  son  image, 
R  le  rayon  de  courbure  OM  de  la  courbe  S. 

Fig.  n3. 


La  loi  de  paragénie  donne  d'abord 

cos  i  di  -f-  cos  i'  di1  =  o. 

Soient  a,  a'  et  fi  les  angles  MSM',  MS'M'    et  MOM';  les  trian- 
gles SDM  et  ODM' ,  S'D'M'  et  OD'M,  donnent 

a  +  /  rz  f  +  I  +  di  ou  di  =  a  —  fi  ; 

[3  +  i'  —  a'  -+-  îv  -+-  di'         ou  <#'  =  3  —  a'. 

On  en  déduit,  en  substituant  dans  l'équation  précédente, 

a  cos  1  —  a'  cos  i7  =  p  (  cos  i  —  cos  i'  ) . 

D'autre  part,  on  a,  par  les  triangles  S  MM',  OMM'  et  S'MM', 

pa  —  MM'  cos  i  =.  R  (3  cos  i, 
p'a'—MM'cosi'—K^cosi'; 
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par  suite 

(2) 

cos2  i 

COS2*7           COS*  —  COS*7 

P 

p'              R 

L'image  S'  correspond  en  réalité  à  une  ligne  focale  perpendicu- 
laire au  plan  de  diffraction. 

Quelques  cas  particuliers  sont  dignes  de  remarque  : 

i°  Quand  i=  ï',  le  réseau  est  au  minimum  de  déviation  pour 
l'onde  paragénique  considérée  et  l'on  a  p'  =  p.  L'image  virtuelle 
par  diffraction  est  à  la  même  distance  du  réseau  que  la  source, 
comme  pour  les  prismes  au  minimum  de  déviation. 

Si  la  surface  du  réseau  est  cylindrique  et  que  les  traits  soient 
parallèles  aux  génératrices  du  cylindre,  la  seconde  ligne  focale, 
située  dans  le  plan  de  diffraction,  se  trouve  toujours  à  la  même 
distance  que  la  source,  car  tous  les  rayons  diffractés  aux  différents 
points  d'une  même  fente  sont  dans  les  mêmes  conditions  que  s'ils 
s'étaient  réfléchis  sur  une  surface  plane  passant  par  cette  fente. 

Dans  le  cas  de  la  déviation  minimum,  les  deux  lignes  focales 
étant  superposées  se  réduisent  alors  à  un  point;  les  ondes  diffrac- 
tées  sont  sphériques  et  le  réseau  se  comporte  comme  une  surface 
aplanétique  par  réflexion  ou  réfraction.  Avec  une  lumière  homo- 
gène, le  réseau  donnerait  donc  des  images  aussi  nettes  par  diffrac- 
tion qu'un  objectif  ou  un  miroir  aplanétique  dont  la  surface  serait 
limitée  par  une  ouverture  rectangulaire  de  mêmes  dimensions  que 
le  réseau. 

a°  Quand  p  =  Rcos*',  il  en  résulte  p'  =  Rcos*7.  La  source  S  est 
alors  sur  une  circonférence  ayant  pour  diamètre  OM  et  l'image  S' 
se  trouve  sur  la  même  circonférence. 

Si  l'on  a  p^R  cos  *,  il  en  résulte  p'^  R  cos  /*.  La  source  S  et  son 
image  S'  sont  donc  en  même  temps  extérieures  ou  intérieures  à 
cette  circonférence. 

3°  Avec  des  réseaux  tracés  sur  une  surface  plane,  R  =  oo  et  l'on 
a  simplement 

cos2r 

(3)  p'  =  p r-* 

v    '  cos2* 

La  diffraction  par  réflexion  conduit  exactement  aux  mêmes 
résultats,  à  la  seule  condition  de  remplacer  les  rayons  incidents 
par  les  rayons  réfléchis  régulièrement. 
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La  déviation  D7  des  rayons  paragéniques  étant  comptée  à  partir 
do  la  direction  des  rayons  réfléchis  régulièrement,  on  a  aussi 
D'=  i-\-  i' .  Elle  est  minimum  quand  i  =  jv,  c'est-à-dire  quand  les 
rasons  paragéniques  reviennent  sur  la  direction  même  des  rayons 
incidents  et  en  sens  contraire. 

L  image  esl  à  la  même  distance  que  la  source  et,  par  conséquent, 
superposée  à  la  source  elle-même  quand  Je  réseau  esl  au  minimum 
de  déviation. 

Si  le  réseau  esl  tracé  sur  une  surface  courbe  et  que  la  source 
soit  sur  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  rayon  de  courbure, 
l'image  de  diffraction  se  trouvera  sur  la  même  circonférence. 

M.  Rowland  (')  a  utilisé  cette  propriété  remarquable  en  traçant 
les  réseaux  sur  des  miroirs  métalliques  concaves.  On  obtient  alors 
des  images  réelles  sans  que  les  rayons  aient  à  traverser  des  objec- 
tifs où  ils  peuvent  être  absorbés  en  grande  partie  par  les  milieux 
réfringents. 

241.  Détermination  des  longueurs  d'onde.  —  Quand  on  ob- 
serve la  diffraction  par  un  réseau  des  rayons  qui  proviennent  d'un 
point,  ou  plutôt  d'une  fente  étroite  parallèle  aux  traits,  chacune 
des  lumières  homogènes  émises  par  la  source  éprouve  une  dévia- 
tion particulière  qui  ne  dépend  que  de  sa  longueur  d'onde  et  de 
la  distance  e  des  traits  du  réseau.  Avec  une  lunette  pointée  sur 
l'image  de  diffraction,  on  obtient  une  série  de  spectres  d'autant 
plus  purs  <[ue  la  fente  est  plus  étroite  et  le  réseau  plus  large,  et 
dans  lesquels  la  déviation  va  croissant  du  violet  au  rouge.  Pour 
la  lumière  blanche,  le  spectre  de  premier  ordre  est  presque  com- 
plètement isolé,  mais  les  spectres  suivants  empiètent  l'un  sur 
l'autre.  En  effet,  les  longueurs  d'onde  extrêmes  du  violet  et  du 
rouge,  \Y  et  A2?  sont  à  peu  près  dans  le  rapport  de  i  à  2.  La  dé- 
viation du  premier  maximum  pour  le  rouge,  de  longueur  d'onde 
a2,   est  également   celle   du    second  maximum  pour  la  longueur 

d'onde  —  ?  c'est-à-dire  pour  le  violet.  Le  second  spectre  de  lumière 

visible  commence  donc  aussitôt  après  le  premier,  mais  la  déviation 


(')   H. -A.  Rowland,  Amer.  Journ.  of  Science,  vol.  XXV,  p.  87;  i883.  —  AIas- 
gart,  Journal  de  Physique,  [2],  t.  II,  p.  5;  i883. 

M.-I.  >i\ 
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du  second  maximum  pour  le  rouge,  qui  correspond  à  la  différence 
de  marche  a"X2,  est  plus  grande  que  la  déviation  du  troisième 
maximum  pour  le  violet,  qui  correspond  à  la  différence  démarche 
plus  petite  3)H.  L'empiétement  des  spectres  devient  donc  de  plus 
en  plus  grand. 

On  peut  les  séparer  les  uns  des  autres,  comme  le  faisait  Fraun- 
hofer,  en  les  ohservant  au  travers  d'un  prisme  dont  l'arête  est 
parallèle  au  plan  de  diffraction.  Ce  prisme  dévie  inégalement  les 
rayons  superposés  au  même  point  et  l'on  aperçoit  une  série  de 
spectres  obliques  au  plan  de  diffraction,  dans  lesquels  la  déviation 
par  le  prisme  est  plus  grande  pour  le  violet  que  pour  le  rouge. 

On  obtiendrait  également  ces  spectres  avec  un  miroir  ou  une 
lentille  en  plaçant  un  écran  au  foyer  conjugué  des  images  de  dif- 
fraction. 

Avec  les  réseaux  concaves  de  M.  Rowland,  les  spectres  se  for- 
meraient, sans  le  secours  d'aucun  appareil  d'Optique,  sur  un  écran 
situé  au  fover  conjugué  du  réseau  lui-même  par  diffraction. 

L'emploi  des  réseaux  fournit  la  méthode  la  plus  précise  pour 
comparer  ou  déterminer  en  valeurs  absolues  les  longueurs  d'onde 
de  lumières  bien  définies,  telles  que  les  raies  brillantes  d'un  spectre 
discontinu  ou  les  raies  noires  du  spectre  solaire. 

Si  le  réseau  est  placé  dans  une  direction  quelconque  par  rapport 
aux  rayons  incidents,  la  longueur  d'onde  de  la  lumière  observée 
sera  donnée  par  l'équation 

X  —   -  (sirw  -+-  sin  i')  ■=.  —  fsin«  4-  sin(D'  —  i)~\. 

L'ordre  n  du  spectre  est  connu  sans  difficulté.  On  détermine, 
par  expérience,  l'angle  d'incidence  i  par  l'angle  tt  —  ii  que  font 
les  rayons  directs  avec  les  rayons  réfléchis  régulièrement.  Quant 
à  la  déviation  D',  on  la  mesure  à  partir  des  rayons  directs,  ou  à 
partir  des  rayons  réfléchis  régulièrement,  suivant  que  la  lumière 
est  diflractée  par  transmission  ou  par  réflexion. 

L'intervalle  e  de  deux  traits  sera  donné,  en  mesurant  la  distance 
E  qui  existe  entre  le  premier  et  le  (N  -h  i)ième  trait,  par  la  relation 
Ne  =  E,  mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  mesurer  cet  intervalle 
quand  on  veut  faire  seulement  des  mesures  relatives. 

Si  le  réseau  est  normal  aux  rayons  incidents  ou  aux  rayons  dif- 
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fractés,  on  a  simplement 


I  ',)  X=-sinD. 


On  vérifiera,  par  exemple,  que  le  réseau  est  normal  aux  rayons 
incidents  lorsque  la  bissectrice  des  rayons  de  même  ordre,  dif- 
fractés à  droite  et  à  gauche,  coïncide  avec  la  direction  des  rayons 
incidents.  Dans  tous  les  cas,  la  moitié  de  l'angle  de  ces  deux  rayons 
donne  la  valeur  de  1)  avec   plus  d'exactitude,  les  erreurs  de  ré- 


glage se  trouvant  éliminées. 

Enfin,  dans  le  cas  du  minimum  de  déviation, 

ie   .    D' 

A  =:  —  Si  il  —  ? 
II  2 

et  l'on  déterminera  encore  la  valeur  de  D'  par  la  moitié  de  l'angle 
tonné  par  les  déviations  minima  à  droite  et  à  gauche  de  rayons 
diffractés  de  même  ordre. 

L'angle  d'incidence  i  restant  invariable,  le  changement  de  lon- 
gueur d'onde  d\  qui  correspond  à  une  variation  cli'  de  l'angle  de 


[infraction  est 


d\  =  -  cosi'  cli1 . 
ii 


La  variation  de  longueur  d'onde  d\  est  proportionnelle  à  la  va- 
riation cli'  au  moins  dans  une  petite  étendue  angulaire.  Le  facteur 

-  cosi'  est  maximum  pour  ir  =  o  et  il  reste  sensiblement  constant, 


même  pour  des  valeurs  notables  de  i'  positives  ou  négatives. 

Quand  le  réseau  est  normal  aux  rayons  diffractés,  le  spectre 
obtenu  jouit  donc  de  la  propriété  que  la  distance  des  raies  corres- 
pondant aux  différentes  lumières  homogènes  est  proportionnelle  à 
la  différence  de  leurs  longueurs  d'onde.  Si  l'on  reproduit  par  la 
photographie  l'image  obtenue  au  foyer  d'un  objectif,  ou  l'image 
directe  des  réseaux  concaves,  on  obtiendra  donc  un  spectre  normal 
dans  une  grande  étendue,  de  part  et  d'autre  du  rayon  qui  était 
perpendiculaire  au  réseau. 

La  relation 

dil=  ~^—,cll 
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montre  que,  pour  une  variation  déterminée  de  longueur  d'onde,  la 
variation  angulaire  est  proportionnelle  à  l'ordre  11  du  spectre  et 
en  raison  inverse  de  cosz7.  Comme  l'angle  de  pénétration  est  mi- 
nimum pour  i'=  o,  il  y  a  doublement  avantage  à  disposer  le  réseau 
normalement  aux  rayons  diffractés. 

Enfin,  sauf  le  cas  de  réseaux  plans  et  pour  la  déviation  mini- 
mum, la  seconde  ligne  focale  du  faisceau  diffracté  n'est  pas  géné- 
ralement à  la  même  distance  que  la  première.  Les  bords  du  spectre 
ne  sont  donc  pas  nettement  définis  quand  on  a  mis  au  point  le 
mieux  possible  sur  les  raies  elles-mêmes. 

242.  Réseaux  à  traits  courbes.  —  Supposons  qu'un  réseau  soil 
formé  de  traits  courbes  équidistants,  c'est-à-dire  par  une  série  de 
circonférences  Concentriques,  ou  de  courbes  parallèles  équidis- 
tantes  qui  auraient  même  développée. 

Les  points  C,  C, ,  C2,  . . .  {fig-  1 14)  correspondants  des  courbes 

Fig.  114. 


successives  sur  une  même  normale  se  comportent  comme  s'ils  ap- 
partenaient à  des  traits  rectilignes  parallèles  et  donnent,  dans  un 
plan  normal  aux  traits,  des  rayons  diffractés  soumis  à  la  loi  géné- 
rale de  paragénie  (1). 

Il  est  facile  de  voir  que  la  diffraction  n'est  pas  sensible  dans 
toute  autre  direction,  parce  qu'il  y  a  interférence  entre  les  rayons 
émis  par  les  différents  points  d'une  même  fente. 

Avec  une  lumière  incidente  normale  et  des  traits  circulaires 
concentriques,  on  obtiendra  dans  le  plan  focal  principal  de  la 
lunette  d'observation  une  série  de  cercles  concentriques  définis 
par  la  condition  (4).  Les  rayons  p  de  ces  cercles  seront 

RI 

(5)  P  =  "T' 
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Les  distances  successives  des  anneaux,  obtenus  avec  des  réseaux 
circulaires  sont  donc  les  mêmes  que  pour  les  images  des  réseaux 
à  traits  rectilignes. 

Lorsque  les  traits  forment  une  série  de  courbes  à  centre,  liomo- 
thétiques  par  rapport  à  leur  centre  commun,  et  telles  que  le  rap- 
port de  similitude  à  rime  d'elles  varie  d'une  quantité  constante 
pour  les  courbes  successives,  toutes  ces  courbes  seront  parallèles 
et  à  la  même  distance  aux  différents  points  de  rencontre  d'un 
même  rayon  vecteur.  En  appelant  e  la  distance  des  tangentes  en 
ces  points  et  supposant  la  lumière  incidente  normale  au  plan  du 
réseau,  le  rayon  vecteur  o  de  la  courbe  obtenu  dans  le  plan  focal 
de  la  lunette  d'observation  sera  encore  déterminé  par  la  même 
condition  (5)  que  s'il  s'agissait  de  traits  rectilignes  à  la  même 
distance  e. 

Les  courbes  ainsi  obtenues  sont  polaires  réciproques  de  celles 
des  traits  du  réseau. 

En  particulier,  si  les  traits  sont  des  ellipses,  les  anneaux  de  dif- 
fraction forment  des  ellipses  semblables  dont  les  côtés  homolo- 
gues sont  à  angle  droit  avec  ceux  des  traits  du  réseau. 

C'est  une  propriété  analogue  à  celle  qui  a  été  établie  pour  la 
diffraction  des  ouvertures  elliptiques  (217). 

243.  Réseaux  à  intervalles  variables.  —  La  direction  des 
rayons  paragéniques  est  indépendante  de  la  largeur  et  de  la  nature 
des  traits  qui  constituent  le  réseau,  à  la  seule  condition  que  les 
traits  successifs  aient  la  même  forme  et  soient  rigoureusement 
équidistants. 

Il  arrive  cependant  dans  certains  réseaux  (■)  que  les  images  ne 
se  trouvent  pas  aux  distances  trouvées  précédemmentet  même  qu'il 
se  produit  plusieurs  images  distinctes,  très  voisines  les  unes  des 
autres  et  à  des  distances  différentes.  Un  réseau  de  Nobert,  par 
exemple,  éclairé  par  des  ondes  planes  incidentes,  donnait  pour 
chaque  ordre  de  diffraction  trois  images  différentes,  l'une  corres- 
pondant à  des  ondes  planes,  l'autre  à  des  ondes  convergentes  et  la 
troisième  à  des  ondes  divergentes.  En  observant  avec  une  lunette 


(  '  ;  Mascart,  Ann.  de  /'h'c.  Norm.  sup.,  t.  I,  p.  2.">o;  186' 
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on  pouvait,  par  un  déplacement  convenable  de  l'oculaire,  obtenir 
une  image  nette  au  foyer  principal  et  deux  autres  images  corres- 
pondant à  des  déviations  un  peu  différentes,  l'une  en  avant  et 
l'autre  en  arrière  du  foyer.  La  position  de  ces  deux  images  était  la 
même  que  si  l'on  avait  placé  devant  l'objectif  une  lentille  conver- 
gente ou  divergente  d'une  même  longueur  focale  f.  M.  Cornu  (*) 
a  montré  que  ces  cbangements  de  foyer  sont  dus  à  des  variations 
périodiques  dans  la  distance  des  traits  du  réseau. 

Supposons,  en  effet,  que,  dans  un  réseau  à  traits  rectilignes  tracé 
sur  une  surface  plane,  la  distance  des  traits  varie  d'une  manière 
continue,  et  que  i  soit  l'angle  d'incidence. 

Si  l'intervalle  des  traits  est  e  dans  le  voisinage  d'un  point  M 
(feg*  ii  5),  situé   à  la  distance  x  d'un  point  fixe,  l'angle  de  dif- 


Fis:.  ii 5. 


fraction  i!  est  défini  par  l'équation  (i)  qui  donne 


sinj'  =  n sinî. 

e 


Au  point  M',  situé  à  la  distance  x  +  dx,  l'angle  de  diffraction 


dS 


est  i'  -\-  di'  =  i'  -h  -r-  dx  et  l'on  a 
dx 


cos  H  di'  =  n  X  d  -  =  —  —r  de. 
e  e1 


En  appelant  /  la  distance  MO  du  point  de  concours  des  rayons 


(')  Cornu,  Assoc.  franc,  pour  l'avancement  des  Sciences;  Nantes,  1877.  P-  37fi- 
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MO  et  MO,  le  triangle  MM'O  donne 

dx  cosi'  =.  f di' ; 
par  suite 

i  -/il     de  ni  de 


f        e2  cos2  i'  dx        (  n  1  —  e  sin i )-  —  e'2  dx 

Pour  un  petit  intervalle  MM',  le  réseau  agit  donc  sur  la  lumière 
diffractée  comme  une  lentille  dont  la  longueur  focale  f  satisferait 
à  l'équation  qui  précède. 

Si  la  distance  e  varie  d'une  manière  continue  dans  toute  re- 
tendue du  réseau,  les  rayons  paragéniques  de  même  ordre  pro- 
venant des  différents  points  forment  ainsi  une  caustique  analogue 
aux  caustiques  de  réflexion  et  de  réfraction. 

Pour  l'incidence  normale,  on  a  simplement 

i  n  1         de 


f    ~~  n2!'2 —  e'2  dx 

et,  pour  le  minimum  de  déviation, 

i  n  1         de 

f        n'2l-         a  dx 

Les  traits  du  réseau  se  reproduisent  généralement  dune  manière 
périodique,  à  cause  des  défauts  de  la  vis  micrométrique  qui  a 
servi  pour  le  tracé,  lesquels  sont  périodiques  par  le  mode  même 
de  construction. 

Si  les  traits  ainsi  obtenus  sont  de  trois  espèces,  les  uns  équi- 
distants,  correspondant  à  une  fraction  de  tour  régulière  pour  le  pas 
de  vis,  Jes  autres  de  distance  décroissante,  les  derniers  de  di- 
stance croissante  suivant  une  autre  loi,  on  aura  donc,  avec  un 
faisceau  incident  des  rayons  parallèles,  trois  images  :  l'une  régu- 
lière, correspondant  à  des  rayons  difïractés  parallèles,  la  seconde 
formée  par  des  rayons  convergents  à  la  distance  /',  la  troisième  par 
des  rayons  divergents  de  la  distance  f . 

De  l'autre  coté  des  rayons  incidents  et  pour  le  spectre  de  même 
ordre,  la  distance  f  correspond  à  des  rayons  convergents  et  la 
distance  f  à  des  rayons  divergents;  enfin  la  même  dyssymétrie  se 
reproduira   pour   les    rayons    difïractés   par    réflexion.   Tous   ces 
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changements  de  foyer  seront  symétriques  par  rapport  au  plan  du 
réseau  ;  c'est  précisément  le  cas  du  réseau  cité  de  Nobert. 

L'observation  des  réseaux  tracés  à  l'aide  d'une  machine  à  diviser 
fournit  ainsi  le  moyen  le  plus  délicat  pour  constater  les  défauts 
de  construction  de  la  vis. 

Comptons  la  distance  x  du  point  M  à  partir  du  pied  P  de  la 
perpendiculaire  OP  =  a  abaissée  du  point  O  sur  le  plan  du  ré- 
seau. Pour  que  tous  les  rayons  paragéniques  de  même  ordre 
aboutissent  au  point  O,  il  faut  qu'on  ait 


ou 


dx 


dï 


Slll  /    COS  l 


ce  qui  donne,  pour  l'incidence  normale, 

dx  ede  A 


ii*V 


x 


On  peut  remarquer  directement  que  les  vibrations   émises  par 
les  fentes  successives  G,  G,,  .  .  . ,  G/;  {fig.  116)  sont  concordantes 

Fig.  n6. 


p       x       c 


au  point  O  si  les  chemins  des  rayons  correspondants  augmentent 
successivement  de  n\. 

Considérons  seulement  le  cas  de  l'incidence  normale.  En  appe- 
lant x,  xtl  . ..,  xp  les  distances  du  point  P  aux  fentes  C,  C) ,  ...,  G/;, 
et  fp  la  distance  OG7,,  on  a 


fp  —  f-hnpl, 


ftp  —  f-=2n/p'k(  i  -4 


np  X 
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Si  la  distance  f  n'est  pas  très  petite,  le  dernier  facteur  ne  dif- 
fère pas  sensiblement  de  l'unité  et  Ton  peut  écrire,  avec  une  grande 
approximation, 

La  différence  des  carrés  des  dislances  au  point  P  de  deux  fentes 
successives  est  donc  une  quantité  constante  A2  et  la  longueur 
focale  /,  exprimée  en  fonction  de  cette  quantité,  est 

'/=  ' 


2  /?  À        2esinD 

Les  distances  ^varient  alors  comme  les  diamètres  des  anneaux 

A2 
de  Newton.   Le    facteur   /sinD  =  —  étant  constant,   les  rayons 

diffractés  donnent  sur  une  même  droite  PO  normale  au  pian  du 
réseau  une  série  d'images  pour  lesquelles  les  inverses  de  la  dis- 
tance f  au  même  point  du  réseau  varient  comme  la  suite  des 
nombres  entiers. 

Lorsque  les  déviations  D  sont  très  petites,  les  distances  a  de  ces 
images  au  plan  du  réseau  varient  suivant  la  même  loi. 

244.  —  Supposons  enfin  qu'avec  le  même  réseau  les  rayons  inci- 
dents émanent  d'une  source  S  {fig.  117)  située  sur  la  normale  au 
point  P  à  la  distance  cp  du  point  G.  Les  rayons  paragéniques  d'ordre 
11  sont  encore  concordants  nu  point  S',  pour  lequel  on  a 

Les  relations 

cp^  l_  cp2—  cp^2  —  fzixJ-^-^2 

donnent,  au  même  degré  d'approximation  que  précédemment, 


A2 

A2 

fp 

O  ■ 

=  P 

=  P 

?jr+T 

2cp 

A2 

A2 

T> 

0'  : 

—  P 

?7+7 

=  P 

2cp' 

1 

I 

2  n  X 
"Â2" 

r 

"7 

• 

Il  en  résulte 


Les  distances  <p  et  cp'sont  donc  conjuguées,  comme  les  dislances 
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d'un  objet  et  de  son  image  à  un  objectif  dont  la  longueur  focale 

serait  égale  à/. 

Lorsque  les  déviations  sont  très  faibles,  on  a  aussi 


Fig.   117. 


Les  mêmes  propriétés  s'appliquent  aux  réseaux  à  traits  courbes. 
Avec  des  traits  circulaires  concentriques  au  point  P  et  tels  que 
leurs  rayons  successifs  x,xt,...,xP  varient  comme  les  distances 
des  traits  rectilignes  considérés  précédemment,  les  rayons  para- 
géniques  d'ordre  n.  pour  l'incidence  normale,  seraient  concor- 
dants sur  une  perpendiculaire  au  réseau  à  la  distance 

a  =  /co8^=^co8D. 

Dans  le  cas  actuel,  ce  point  de  concours  est  même  une  image 
véritable  et  non  plus  une  ligne  focale. 

Pour  des  déviations  très  faibles,  on  aurait  sur  la  droite  PS' une 
série  d'images  dont  les  inverses  des  distances  au  plan  du  réseau 
seraient  entre  elles  comme  les  nombres  entiers  consécutifs. 

Enfin,  en  plaçant  la  source  de  lumière  à  une  distance  b  du  re- 
seau, sur  la  normale  passant  par  le  centre  des  traits,  l'image  se 
trouverait  à  la  distance  conjuguée  b' . 

Pour  les  points  situés  sur  la  normale  passant  par  le  centre  des 
traits  circulaires,  le  réseau  se  comporte  donc  comme  un  système 
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optique  qui  posséderait  plusieurs  longueurs  focales  différentes  d 
liées  parla  relation 


La  même  propriété  s'appliquerait  à  des  rayons  extrêmement  peu 
écartés  de  la  normale,  mais  les  images  ne  tarderaient  pas  à  devenir 


245.  —  D'une  manière  plus  générale,  supposons  qu'on  se  donne 
une  ligne  plane  quelconque  L  qui  soit  le  point  de  concours  des 
images  paragéniques  d'ordre  n  dans  un  réseau  plan  parallèle  à  cette 
ligne,  que  l'on  éclaire  sous  l'incidence  normale,  et  proposons- 
nous  de  trouver  la  forme  des  traits. 

Imaginons  que  Ion  construise  une  série  de  surfaces-canal,  à 
sections  droites  circulaires,  ayant  pour  directrice  commune  la 
ligne  L  et  pour  rayons  successifs/*,  f  -\-n\,f  -\-  in  A,  ..~9f-\-pnk. 
L'intersection  de  ces  différentes  surfaces  par  le  plan  du  réseau 
détermine  une  série  de  lignes  /,  /, ,  l2,  .  .  -,  lp,  parallèles  à  L,  qui 
représentent  le  tracé  des  traits. 

En  effet,  les  vibrations  émises  dans  des  directions  normales  aux 
traits  sont  concordantes  sur  la  ligne  L,  puisque  les  différences  de 
marche  successives  sont  d'un  nombre  entier  de  longueur  d'onde  n\. 
La  différence  des  carrés  des  distances  de  ces  lignes  successives  à 
la  projection  de  la  ligne  L  sur  le  plan  du  réseau  est  une  quantité 
constante  A2  =  ifn\. 

Si  la  ligne  L  est  une  droite,  les  surfaces-canal  sont  des  cylindres 
concentriques,  et  l'on  retrouve  le  cas  des  traits  parallèles  à 
distances  inégales.  Si  celte  ligne  se  réduit  à  un  point,  les  surfaces- 
canal  sont  des  sphères  concentriques;  c'est  le  cas  des  traits  circu- 
laires concentriques. 

Si  la  ligne  L  est  un  cercle,  les  surfaces-canal  sont  celles  de 
tores  ayant  même  directrice.  Les  traits  sont  alors  des  circonfé- 
rences concentriques  ayant  pour  centre  la  projection  du  centre  du 
tore  sur  le  plan  du  réseau. 

La  ligne  L  étant  une  ellipse,  les  traits  seraient  de  même,  des 
ellipses  semblables  concentriques  à  sa  projection,  etc. 

On  pourrait  encore  étendre  ces  considérations  aux  cas  d'une 
incidence  oblique  sur  des  réseaux  plans   ou  même  aux  réseaux 
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tracés  sur  des  surfaces  courbes,  mais  les  résultats  deviendraient  très 
complexes  sans  présenter  un  intérêt  en  rapport  avec  la  difficulté 
de  les  vérifier  par  expérience. 

246.  Réseaux  croisés.  —  Le  problème  des  écrans  successifs 
(199)  est  beaucoup  plus  simple  clans  le  cas  des  ondes  planes, 
lorsque  les  écrans  ou  les  ouvertures  sont  situés  sur  différents 
systèmes  de  surfaces  planes. 

On  doit,  en  effet,  considérer  la  lumière  qui  a  traversé  un  pre- 
mier système  d'ouvertures  comme  formant  une  série  d'ondes 
planes  d'intensités  et  de  directions  différentes;  chacun  de  ces 
groupes  d'ondes  planes,  en  traversant  un  second  système  d'ouver- 
tures, se  comporte  comme  de  la  lumière  fournie  par  une  source 
de  nature  quelconque  et  la  diffraction  qu'il  y  subit  ne  dépend  que 
de  sa  direction  par  rapport  au  nouveau  système;  on  continuera 
ainsi  de  proche  en  proche. 

Le  problème  pourra  présenter  des  difficultés  d'analyse,  surtout 
si  les  plans  des  ouvertures  ne  sont  pas  parallèles  entre  eux,  mais 
il  suffira  d'appliquer  successivement  les  calculs  aux  différents 
groupes  d'ondes  planes  dont  on  suivra  les  transformations.  Tou- 
tefois, il  est  nécessaire  que  chaque  système  d'ouvertures  soit 
entièrement  couvert  par  la  lumière  qui  provient  du  précédent  dans 
la  direction  que  l'on  considère. 

Supposons,  par  exemple,  que  deux  réseaux  par  transmission  à 
traits  rectilignes,  dont  les  distances  des  traits  sont  respectivement 
e  et  e1 ',  soient  placés  dans  des  plans  parallèles,  mais  de  manière 
que  les  directions  des  traits  fassent  un  angle  9. 

Avec  une  lumière  incidente  normale,  le  premier  réseau  donne 
une  série  d'ondes  paragéniques  dont  l'angle  de  déviation  /dans  le 
plan  principal  est  défini  par  la  condition 

ni  —  e  sin  i. 

Pour  chacun  des  groupes,  cet  angle  i  est  l'angle  d'incidence 
sur  le  second  réseau;  les  rayons  paragéniques  correspondants  sont 
déviés  dans  le  nouveau  plan  principal  et  font  avec  la  normale  des 
angles  i'  qui  satisfont  à  la  condition 

n'\  —  e'(sini  4-  sin/'). 
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Si  co  el  cp'  sont  les  fractions  de  lumière  transmise  dans  les  deux 
cas,  l'intensité  de  la  lumière  finale  est  une  fraction  epep'  de  l'in- 
tensité primitive. 

Lorsque  les  déviations  i  et  i'  restent  très  petites,  toutes  les 
images  sont  distribuées  dans  le  plan  focal  de  la  lunette  d'obser- 
vation aux  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes  dont  les 
côtés,  respectivement  parallèles  aux  plans  principaux  des  deux  ré- 

X       X 
seaux,  ont  pour  longueurs  -  et  —  • 

Les  images  situées  sur  les  deux  lignes  qui  passent  par  la  nor- 
male, c'est-à-dire  par  l'image  directe,  sont  naturellement  plus 
intenses  et  l'éclat  diminue  graduellement  sur  celles  qui  ont  été 
plus  écartées  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  diffractions. 

Dans  le  cas  des  déviations  très  faibles,  l'image  des  rayons  para- 
géniques  émanés  primitivement  d'un  point  situé  à  une  distance 
finie  est  sensiblement  aplanétique.  Si  la  source  est  limitée  par  un 
contour  de  forme  quelconque,  on  obtiendra  donc,  dans  le  plan 
focal  conjugué  de  la  source,  une  série  d'images  de  même  forme 
disposées  aux  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes,  et  dont 
les  dimensions  relatives  à  chaque  couleur  sont  proportionnelles  à 
la  longueur  d'onde. 

Lorsque  les  réseaux  sont  identiques,  les  images  sont  situées  aux 
sommets  d'un  réseau  de  losanges  et  celles  qui  ont  subi  deux  fois 
le  même  ordre  de  paragénie  se  trouvent  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
des  réseaux. 

Enfin,  quand  on  opère  avec  la  lumière  blanche,  la  superposition 
des  images  relatives  à  toutes  les  couleurs  forme  dans  le  plan  focal 
une  série  de  spectres  plus  ou  moins  purs,  suivant  les  dimensions 
de  la  source,  et  qui  sont  tous  orientés  sur  des  droites  passant  par 
l'image  directe. 

Avec  des  réseaux  au  cinquantième  de  millimètre,  par  exemple, 
et  en  prenant  comme  source  de  lumière  une  ouverture  circulaire 
vivement  éclairée,  on  peut  ainsi  réaliser  une  des  expériences 
d'Optique  les  plus  brillantes. 
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ARC- EN -CIEL. 


247.  Théorie  de  Descartes.  —  Les  gouttes  d'eau  suspendues 
dans  l'air  pendant  la  pluie  sont  généralement  assez  grosses  pour 
donner  lieu  à  des  réfractions  ou  des  réflexions  régulières.  Si  elles 
sont  éclairées  par  le  Soleil,  les  rayons  réfléchis  une  ou  plusieurs 
fois  dans  l'intérieur  des  gouttes  ne  peuvent  émerger  indifférem- 
ment dans  toutes  les  directions  ;  le  nuage  paraît  ainsi  plus  lumineux 
sur  certaines  régions.  Comme  la  direction  limite  des  rayons  réflé- 
chis varie  avec  la  longueur  d'onde,  le  bord  de  la  région  brillante 
est  irisé  des  couleurs  du  spectre  et  forme  X arc-en-ciel.  Cette 
explication  très  ancienne  a  été  complétée  par  Descartes  ('),  qui  a 
rendu  compte  de  la  distribution  des  couleurs,  et  par  Newton  (2), 
qui  a  calculé  la  déviation  des  arcs.  Il  est  nécessaire  d'en  indiquer 
d'abord  les  conséquences  avant  d'examiner  la  diffraction  qui  in- 
tervient dans  le  phénomène. 

Supposons  qu'une  sphère  de  substance  réfringente  soit  éclairée 
par  un  système  d'ondes  planes.  Le  rayon  S0  A  {fig-  1 18)  dirigé  vers 

Fig.   ri8. 


le  centre  O  de  la  sphère,  et  qui  subit  un  nombre  quelconque  de 
réflexions  intérieures  en  A,  et  en  A  avant  de  sortir  de  la  sphère, 
émerge,  soit  dans  la  direction  primitive,  soit  en  sens  contraire, 
suivant  que  le  nombre  des  réflexions  est  pair  ou  impair. 


(')   Descartes,  Les  météores,  Discours  huitième  ;  Leyde,  i638. 
(2)  Newton,  Optics,  Part  II,  Prop.  I\;  170^. 
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Pour  un  rayon  SM  dont  l'angle  d'incidence  est  i  et  F  angle  de 
réfraction  /\  le  rayon  réfracté  MIN  fait  le  même  angle/*  avec  lanor- 
male  au  point  N,  le  rayon  réfléchi  NP  tombe  encore  sous  le  même 
angle  au  point  P  et  il  en  scia  ainsi  pour  toutes  les  réflexions  suc- 
cessives.  Ce  rayon,  tel  <[ue  PS,,  émergera  finalement  sous  l'angle 
primitif/.  Gomme  on  l'a  vu  dans  le  eas  des  prismes  (71),  la  rota- 
lion  du  rayon  est  i —  r  pour  chacune  des  réfractions  ù  l'entrée  et 
à  la  sortie;  elle  est  de  tc —  ir  pour  chacune  des  réflexions  inté- 
rieures, de  sorte  que,  s'il  y  a  k  réflexions  successives,  la  rotation 
totale,  ou  la  déviation  D  à  partir  du  prolongement  des  rayons  pri- 
mitifs, est 

(i)  D  =  a(e—  /•)  4-  k(iz  —  ir)  =  kr,   \-  ii  —  i(k  +  i)r. 


218.  Rayons  efficaces.  —  En  posant  k  +  i  =p  et  appelant  n 
'indice  de  réfraction  de  la  sphère,  le  changement  de  déviation  dD, 
relatif  à  une  variation  di  de  l'angle  d'incidence,  est 


i  2  )  dD  ^r  2  (  di  —  n  dr  )  —  2  (  i  —  ^^  —  )  di. 

\         n cos r/ 

La  déviation  passe  par  un  minimum,  correspondant  aux  rayons 
qu'on  appelle  efficaces,  quand  les  angles  d'incidence  et  de  réfrac- 
lion  I  et  R  satisfont  à  la  condition 


(3)  p  cosl  =r  n  cosR.  =  \Ju- —  sin2I, 

qui  donne 

/n       •    or        P" — n'  <>■        nl — 1  ot         p2— /s2 

(-1)    sin2l=    — — ,  cos2l—  — ?  tanff2Irz:^— 

p2—  1  p*—\  /ï2— 1 

Cette  condition  correspond  à  un  minimum,  car  la  dérivée  se- 
conde de  la  déviation 

d2\)  d-i-  ip       ,r-~t     .    . 


-^7777 


di2  di-        /'cos/-  n- cos- /■ 

est  toujours  positive;  sa  valeur  relative  aux  rayons  efficaces  est 


ûPD\  /^-j    sinl 

di2  I ,~         rr      co 


11 1  />'-'—  r  _  p-—  i      /  p2  —  n2 

r.       2J-— —  tangl  =  2  ^— 1/  ^1 

s1!  /?-  />-     y      «2  —  1 
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L'angle  I  n'est  réel  que  si  p  >>  n  ou  A\>  n  —  i .  Avec  le  diamant, 
dont  l'indice  est  supérieur  à  2,  il  faudrait  au  moins  deux  ré- 
flexions intérieures. 

La  déviation  minimum  est 

(5)  Dk  =  kTC+2{l-pR) 

et,  si  L'on  appelle  /•„  l'angle  de  réfraction  limite  défini  par  la  con- 
dition nsinr0=  1,  la  déviation  relative  aux  rayons  tangents  à  la 
sphère,  auquel  cas  l'angle  ii  est  égal  à  iz7  est 

(6)  D0=zP(tz—  2r0). 

249.  Dispersion.  —  Pour  étudier  la  manière  dont  la  direction 
des  rayons  efficaces  varie  avec  la  couleur,  on  doit  considérer  la 
déviation  minimum  D*  comme  une  fonction  de  l'indice  de  réfrac- 
tion. Les  équations  (5)  et  (3),  jointes  à  la  relation  sinl  =  n  sinR, 
donnent  alors 

dDA.—  2(di  —pdR), 
p  sin  I  d\  ■==.  n  sin  R  <;/R  —  cos  H  du, 
cos  I  dl  —  n  cos  R  dR  ~b  sin  R  du  ; 
il  en  résulte 


d.D/,        2sinR        2  T        •>.  n- — n1 

_-*  ~ =  -  tangl  =  -  t      £- 

du  cosl  11  n  \     n-  —  1 

Cette  expression  étant  positive,  la  déviation  minimum  croît 
avec  l'indice  de  réfraction  5  elle  est  donc  plus  grande  pour  le  violet 
que  pour  le  rouge  et  l'espace  plus  éclairé  sur  le  nuage  paraîtra 
bordé  d'une  bande  rouge. 

250.  Distribution  de  la  lumière.  — ■  Si  l'on  appelles  le  rayon 
de  la  sphère,  x  la  distance  a  sinz  des  deux  rayons  SM  et  S0A,  d§ 
l'angle  de  deux  plans  infiniment  voisins  passant  par  la  droite  S0  A, 
Q  la  quantité  de  lumière  qui  correspond  à  l'unité  de  surface  des 
ondes  incidentes,  la  quantité  de  lumière  qui  tombe  sur  un  élé- 
ment de  la  surface  sphérique  au  voisinage  du  point  M  peut  être 
représentée  par 

Q d%  x  dx  ■=.  Q  <;/6  a-  sin  i  cos  i  di. 
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A  part  l'affaiblissement  d'intensité  dû  aux  réfractions  et  aux  ré- 
flexions intérieures,  cette  quantité  de  lumière  dans  le  voisinage  du 
rayon  réfracté  PS,  est  distribuée  dans  l'angle  — dD  d§.  La  quan- 
tité de  lumière  relative  à  l'unité  d'angle,  ou  la  clarté  de  la  région 
observée,  est  proportionnelle  au  nombre  des  gouttes  qui  intervien- 
nent dans  le  pliénomène  et  à  l'expression 

„     ,  sin  i  cos  i  dl        „  d1        sin  i  i 
E=Q«2: ^-=Qt 


dD  x  4   P  cos* 

n  cos/- 

Toutes  cboses  égales,  l'éclat  du  nuage  à  ce  point  de  vue  est 
proportionnel  au  nombre  des  gouttes  et  à  leur  surface,  c'est-à-dire 
à  la  surface  totale  de  la  nappe  liquide  utilisée. 

Il  est  à  remarquer  que  l'éclat  est  nul  pour  sin2/  =  o,  c'est- 
à-dire  pour  les  rayons  dirigés  primitivement  vers  le  centre  des 
gouttes  ou  qui  leur  sont  tangents. 

L'éclat  croit   très   rapidement,  au  contraire,   au  voisinage   des 

m  y    i  P  COSÏ  i  iii         •     ,      t 

ravons  efficaces  ou  le  rapport se   rapproche   de  1  unité.  La 

1  L         11  cos/-  L  L 

valeur  infinie  donnée  par  le  calcul  pour  les  rayons  efficaces  montre 
que  le  phénomène  est  alors  d'une  nature  toute  différente,  comme 
on  le  verra  plus  loin. 

Néanmoins  il  existe  dans  cette  région  une  bande  lumineuse  très 
brillante.  Si  l'on  tient  compte  de  l'angle  apparent  du  Soleil,  qui 
modifie  la  direction  des  différents  systèmes  d'ondes  incidentes,  on 
voit  que  l'angle  apparent  de  cette  bande  est  supérieur  à  celui  du 
Soleil.  Les  différentes  couleurs  seront  donc  juxtaposées  en  empié- 
tant l'une  sur  l'autre. 

251.  Aies  de  différents  ordres.  —  Si  l'on  s'en  tient  à  ce  pre- 
mier mode  de  raisonnement,  on  peut  déterminer  la  position  des 
arcs  de  différents  ordres,  c'est-à-dire  des  arcs  qui  correspondent 
à  un  nombre  croissant  de  réflexions  intérieures. 

Tous  ces  arcs  paraissent  évidemment  circulaires,  puisqu'ils  sont 
déterminés  par  des  droites  qui  font  un  angle  constant  avec  la  di- 
rection des  rayons  solaires. 

L'arc  de  premier  ordre  correspond  à  A-  =  i  ou  p  =  2.  Les  indices 
de  réfraction  de  l'eau  relatifs  aux  principales  raies  du  spectre,  pour 
M.  -  J.  25 
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une  température  voisine  de  i5°,  sont 


B. 

c. 

D. 

E. 

F. 

G. 

H. 

,33.7 

i , 3326 

1,3343 

I ,3364 

1,3386 

[  ,34-29 

i3344 

Ii  = 

58  43,5 

Ri  = 

39  27,5 

Di  = 

139  37,0 

On  en  déduit,  pour  les  rayons  efficaces  des  couleurs  extrêmes, 

B.  H. 

O         ,  n 

Rj  —     40   19, r 
D]=  i37  41,8 

Cet  arc  se  montre  donc  à  l'opposé  du  Soleil-,  son  rayon  apparent 
D'=t:  —  D<  est  de  42°i8'  pour  le  rouge  et  de  40°23'  pour  le 
violet.  Le  rouge  paraît  à  l'extérieur  de  l'arc  et  l'angle  de  disper- 
sion est  de  i°55'  ou  environ  20. 

L'arc  de  second  ordre  correspond  à  /c  =  2,  p  =  3.  On  a  alors 


B. 

H. 

J2=    71°  53 
R,=    45  32 

I2=    7i°9.8 
R2=   44  5o 

D2  =  23o  34 

D,  =  233  56 

Comme  la  déviation  est  plus  grande  cpie  1800,  les  rayons  ef- 
ficaces proviennent  de  rayons  primitifs  qui  ont  traversé  d'abord  la 
partie  inférieure  de  la  goutte.  La  déviation  étant  plus  petite  que 
2^0°,  l'arc  paraît  encore  à  l'opposé  du  Soleil;  son  rayon  apparent, 
D'/=D2 — iz}  est  de  5o°34/  pour  le  rouge  et  de  53°56'  pour  le 
violet,  de  sorte  que  la  dispersion  atteint  3° 2 1' .  L'éclat  de  l'arc  de 
second  ordre  est  beaucoup  moindre  que  celui  du  premier,  parce 
que  la  dispersion  est  presque  doublée  et  que  les  rayons  ont  été 
très  affaiblis  par  les  deux  réflexions. 

La  disposition  apparente  des  couleurs  est  renversée,  carie  rouge 
paraît  à  l'intérieur  de  l'arc  et  le  violet  à  l'extérieur.  L'intervalle 
des  deux  arcs  dessine  sur  le  nuage  une  zone  obscure  d'environ  io° 
de  largeur,  dans  laquelle  les  gouttes  ne  peuvent  renvoyer  à  l'œil  de 
l'observateur  aucune  lumière  ayant  subi  une  ou  deux  réflexions 
intérieures. 

Les  arcs  de  troisième  et  de  quatrième  ordre  correspondent  à 
des  déviations  de  3i8°  et  de  4°4"?  c'est-à-dire  à  des  directions  qui 
font  respectivement  avec  le  Soleil  des  angles  de  3Go° — 3i8°=4lC> 
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et  de  4o4° — 36o°— 44°-  Les  gouttes  doivent  alors  être  situées 
entre  le  Soleil  et  l'observateur;  il  faut  une  pluie  particulièrement 
rare  pour  que  toute  lumière  ne  soit  pas  interceptée  et  qu'on  puisse 
distinguer  les  colorations  d'ailleurs  très  faibles  de  ces  arcs. 

Dans  l'arc  de  cinquième  ordre  on  a  D^  =  486°  =  3x  i8o°  —  54°; 
cet  arc  est  un  peu  à  l'extérieur  du  second  et  paraît  avoir  été  quel- 
quefois observé. 

Les  mesures  faites  sur  les  arcs-en-ciel  naturels  et  sur  ceux  que 
l'on  peut  produire  artificiellement,  soit  sur  une  sphère  transpa- 
rente ou  une  boule  renfermant  de  l'eau,  soit  sur  un  filet  d'eau 
tranquille  ou  une  baguette  de  verre  cylindrique  (1),  ont  donné 
des  résultats  qui  s'accordent  avec  le  calcul  au  moins  d'une  ma- 
nière approximative,  car  il  est  difficile  de  déterminer  exactement 
les  limites  du  phénomène. 

Avec  une  baguette  de  verre,  Babinet  avait  observé  déjà  sept 
arcs-en-ciel  ;  Miller  (-)  en  a  distingué  douze  et  Billet  (3)  a  mesuré 
sur  un  filet  d'eau  la  déviation  des  dix-neuf  premiers  arcs. 

252.  Arcs  surnuméraires.  —  A  la  simple  observation  des 
arcs-en-ciel,  on  voit  aisément  que  le  phénomène  est  en  réalité 
plus  complexe.  Outre  la  bande  irisée  des  couleurs  du  spectre,  on 
voit  à  l'intérieur  du  premier  arc  et  à  l'extérieur  du  second  une 
série  de  franges  colorées  qu'on  désigne  sous  le  nom  d'arcs  sur- 
numéraires. Ces  franges,  qui  ont  été  signalées  depuis  long- 
temps (4),  paraissent  en  effet  la  répétition  de  l'arc  principal  sur 
une  moindre  largeur  et  rappellent  les  franges  de  diffraction  d'un 
écran  à  bord  rectiligne. 

\oung  (s)  a  indiqué  le  premier  que  l'on  devait  chercher  l'ex- 
plication des  arcs  surnuméraires  dans  l'interférence  des  rayons 
qui  émergent  parallèlement  entre  eux  après  avoir  suivi  des  che- 
mins  différents   dans  la  goutte,   leurs  angles  d'incidence   i{  et  i2 


(')  Babinet,  Comptes  rendus  des  séances  de  L'Académie  des  Sciences,  t.  IV, 
[>.  645  ;   1 83-j. 
(-')  Miller,  Trans.  0/  the  Cambr.  Phi/.  Soc,  t.  VII,  p.  277;  18^2. 

(3)  Billet,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVI, 
p.  999;  1864.  —  Ann.  de  l'École  Norm.  sup.,  t.  V,  p.  67;  1868. 

(4)  Langwith,  Phil.  Trans.  abrîdged,  t.  VI,  p.  (>23  ;  1722. 
0)  Youxg,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  8;  1804. 
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étant  situés  de  part  et  d'autre  de  l'angle  limite  I  qui  correspond 
aux  rayons  efficaces. 

253.  Caustique  des  rayons  émergents.  —  Les  rayons  qui 
sortent  de  la  goutte  sont  tangents  à  une  surface  caustique  de  ré- 
solution autour  de  la  droite  parallèle  à  la  lumière  primitive  qui 
passe  par  le  centre  de  la  sphère. 

Pour  déterminer  la  section  méridienne  de  cette  caustique,  appe- 
lons b  la  distance  OB  {ftg.  1 18)  du  point  B  où  le  prolongement  du 
rayon  émergent  PS,  coupe  l'axe  et  q  la  perpendiculaire  OQ. 

Le  triangle  OBP  donne 

(7)  rj  =  a  sin.i  =  b  sinD. 

Les  deux  rayons  émergents  PS,  et  P'S',,  qui  correspondent  à 
des  rayons  incidents  SM  et  S' M' infiniment  voisins,  se  rencontrent 
sur  la  caustique  en  un  point  U. 

Soit  u  =  BU;  le  triangle  BB'U  donne 

(8)  db    -     U 
W                                            ~dD~  sinD 

On  déduit  de  l'équation  (7) 

(7)'  dq  —  sin  D  db  4-  b  cosD  dD  —  a  cos  idi. 

Comparant  avec  (8)  et  (2),  il  en  résulte 

a  cos  i 


b  cosD 


pcosi 

1  — 

/icosr 


La  valeur  u  est  infinie  pour  i=  I,  c'est-à-dire  que  la  caustique 
est  asymptote  à  la  direction  des  rayons  efficaces  émergents. 
Si  l'on  appelle  p  la  distance  QU,  on  a 

a        cosî 

(9)  p  =  M —  &COSD=: 


1     DCOSl 

1 — I 

/zcosr 

Le  dénominateur  du  second  membre  est  positif  pour  ï="o. 
égala  zéro  pour  i=I  et  négatif  pour  i>I;  la  valeur  de  p  est 
positive  ou  négative  suivant  que  l'angle  d'incidence  est  plus  petit 
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ou  plus  grand  que  celui  des  rayons  efficaces.  La  caustique  est 
donc  formée  de  deux  branches,  Tune  au-dessus,  l'autre  au-dessous 
de  l'asymptote.  Les  extrémités  de  cette  caustique  correspondent 


a«  =  o  et  i  =  - 

2 


Lorsque  l'angle  d'incidence  i  est  infiniment  petit,  on  déduit  de 
l'équation  (7) 


sin  \(p  —  J)ir  —  a(£  —  1 


■P 


(-i)p; 


les  valeurs  de  b  et  de  p  sont  alors  minima. 

Pour  le  premier  arc,  ou  p  =  2,  l'indice  de  réfraction  de  l'eau 
étant  sensiblement  égal  à  |,  il  en  résulte  b  —  a.  Le  sommet  de  la 
caustique  se  trouve  sur  la  surface  de  la  sphère  au  point  A,. 

Pour  i=-,  on  a  p  =  o.  Comme  le  rayon  émergent  est  tan- 
gent à  la  sphère,  la  caustique  est  aussi  tangente  à  la  sphère  au 
point  correspondant. 

Enfin,  pour  les  rayons  efficaces  et  la  lumière  rouge,  on  a 


b        sinD 
a 


T  =1,280, 
sinl 


-  =   sinl  =o,86i5. 


a 


Les  surfaces  d'onde  relatives  à  différentes  époques  sont  elles- 
mêmes  de  révolution,  et  leurs  courbes  méridiennes  sont  les  déve- 
loppantes de  la  caustique. 

Gomme  il  est  permis,  pour  le  calcul  des  phénomènes  ultérieurs, 
de  considérer  cette  surface  dans  une  quelconque  de  ses  positions, 
nous  prendrons  celle  qui  passe  par  le  pied  G  de  la  perpendiculaire 
OG  {Jîg.  1 19)  abaissée  du  centre  sur  l'asymptote.  La  courbe  mé- 
ridienne y  présente  un  point  d'inflexion  ;  si  l'on  rapporte  la  courbe 
à  des  axes  rectangulaires  Cx  et  Gy,  dont  le  second  est  l'asym- 
ptote, l'ordonnée  j'  est  d'abord  proportionnelle  au  cube  de  l'ab- 
scisse et  l'on  peut  écrire 

(10)  y  =  H^=|^, 

6  a- 
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h  étant  un  facteur  numérique  qui  dépend  de  l'indice  de  réfraction 
de  la  goutte  et  de  l'ordre  de  l'arc  considéré. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  constante  h.  On  voit  déjà  que,  pour 
les  points  très  voisins  de  l'origine  G,  le  rayon  de  courbure  p  se 
réduit  à 


y 


(n) 


(i+/2)' 

a* 

10  x 


ihx 


h. 


D'autre  part,  la  valeur  de  p  donnée  par  l'équation  (g)  représente 
aussi   très  approximativement  le  rayon  de  courbure  au  point  M. 


Fig. 


Cette  équation  peut  s'écrire 


a  p  i 

2p        ncosr       cosi 


Le  second  membre  estime  fonction  f(i)  de  l'angle  d'incidence, 
qui  devient  nulle  pour  les  rayons  efficaces. 

Pour  un  rayon  voisin,  qui  correspond  à  l'angle  I  +  e,  on  aura 
donc 

/(0=/(i  +  0  =  «/'(i)- 

Or 

-, ,  „        p  sin  r  cos  i        sin  i         sin  i  (  p  cos3  i 

f    0  =  -  1 — =-■  =  ■ — r-    ~S s l 

r,     /ïcos3/*         cos2^        cos-f  \  n6  cos3r 
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ce  qui  donne  au  voisinage  des  rayons  efficaces 

p* — i    si  ni 

a  p% —  i    sinl 


rv>=  ~^ï 


(12) 


2p  p1  COS2I 


Si  l'on  considère  la  région  de  la  courbe  très  voisine  du  point  C 
d'inflexion,  Tare  s  de  la  courbe  CS,  compté  à  partir  de  l'origine  C, 
peut  être  confondu  avec  l'abscisse  x  correspondante,  laquelle, 
abstraction  faite  de  quantités  négligeables,  n'est  autre  chose  que 
la  variation  —  dq  donnée  par  l'équation  (7)';  on  a  donc 

(i3)  s=.x=. —  dq  =  — eacosl, 

Comme  la  longueur  de  l'arc  s  est  proportionnelle  à  la  variation 
s  de  l'angle  d'incidence,  l'amplitude  de  vibration  sur  l'onde  varie 
d'une  manière  continue.  En  éliminant  l'angle  s  entre  les  équations 
(12)  et  (ï3),  il  vient 

ci1         p2  —  1    sinl 


04) 


2Ç)X  p'1         COS3l 

La  comparaison  des  équations  (11)  et  (1 4  )  donne  finalement 


ri5ï        h-pi~l  slnI  -  (^'-])'2  i/p*-'1*    m 

,l-       p*       cosn-p*{n*-i)\/    rf-i       v   }' 

Pour  l'eau  et  le  premier  arc-en-ciel,  on  fera  n  =  |  et  p  =  2,  ce 
qui  donne  h  =  4^896. 

L'angle  limite  de  réfraction  étant  /-0  =  48° 35',  la  déviation  cor- 
respondante est 

D0=:2(tt—  2r0)  =  i66°/jo/. 

La  distance  de  ces  rayons  extrêmes  aux  rayons  efficaces  est 
doue  voisine  de  3o°. 

254.  Franges  de  diffraction.  —  La  détermination  de  la  lumière 
apparente  au  voisinage  des  rayons  efficaces  revient  au  calcul  de 
la  diffraction  d'une  onde  dans  une  direction  voisine  de  celle  qui 
correspond  aux  points  singuliers  de  la  caustique  et  présente  en 
général  de  grandes  difficultés. 

(')  Cette  expression  est  conforme  à  celle  de  M.  Boitel   {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CVI,  p.  1522;  1888). 
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On  peut  encore,  en  prenant  pour  plan  de  figure  le  plan  qui 
passe  par  le  centre  de  la  goutte,  par  les  rayons  incidents  S0O  et 
la  direction  GP  suivant  laquelle  on  envisage  le  phénomène,  réduire 
Fonde  à  l'arc  d'équateur  SCS'  et  ne  tenir  compte  que  des  pre- 
miers arcs  élémentaires. 

Gomme  la  surface  d'onde  est  de  révolution,  les  fuseaux  corres- 
pondants sont  limités  par  des  circonférences  qui  présentent  le 
même  caractère  pour  les  deux  portions  CS  et  CS;  de  l'équateur.  La 
substitution  de  l'arc  d'équateur  au  fuseau  entraîne  de  part  et 
d'autre  la  même  différence  de  phase  (190)  et  il  n'y  a  pas  lieu  d'en 
tenir  compte. 

Soit  9  l'angle  de  la  droite  GP  avec  l'asymptote  Cy'.  La  différence 
de  marche  des  rayons  MQ  et  GP  est 

A  =z_ y  cos6  —  x  sinÔ  =  (Hxz —  x  tangO)  cos6. 

Gomme  on  peut  remplacer  l'arc  ds  par  dx,  la  vibration  résul- 
tante est,  en  appelant   u  l'amplitude   de  la    vibration  émise  par 

l'unité  d'arc, 

!j  =  \xfdx  sin(w  t  —  8), 

et  les  intégrales  qui  déterminent  l'intensité  de  la  vibration  sont 

F  =  fdxsino,         G  —  f  dx  coso. 

Les  éléments  de  ces  intégrales  diminuent  très  rapidement  à  me- 
sure que  x  augmente  au  delà  d'une  certaine  valeur,  car  la  varia- 
tion x' — x  relative  à  un  arc  élémentaire  est 


H  (a?'8— a?8)—  (x'—x)  tans6  — -, 

2COS6 

x'  —  x  — 


2  cosô  U(x''2-h  xx1 -\-  x-)  —  tang6 

c'est-à-dire  une  quantité  qui  devient  très  petite  dès  que  x  prend 
une  valeur  notable. 

Il  est  alors  permis,  sans  altérer  les  phénomènes,  d'étendre  les 
intégrations  de  —  ce  à  -j-  ce.  Dans  ce  cas,  F=o  puisque  les  termes 
qui  constituent  cette  intégrale  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
contraires  pour  les  éléments  symétriques. 

D'autre  part,  les  éléments  de  G  ne  changent  pas  quand  on  rem- 
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place  x  par  —  x,  de  sorle  que  l'amplitude  de  la  vibration   résul- 
tante est  simplement 

A  =  2\x  I    r/^coso. 
•A) 
Si  Ton  pose 

2T  7T  ^  TT  TT 

-T-  II^3cosO  ==  -  U:i,  -T-  .2?  SlIlO  =:  -zu, 

À  2  À  2 

c'est-à-dire 

4Hcos6y 


X 

/ 4 sine  &y      42    . 


la  différence  de  phase  est 


A  TT 

0  =.  2  7Î  —  =    -  (  M3 C  M  ) , 

À  2 


En  représentant  par/(:;)  l'intégrale  définie 
/(*)  =   /     cos  -  (u*—  zu)  du, 

.  '_  2 


on  a 


Le  rapport  -  — — — ^-  ne  diffère  pas  de  l'unité  de  plus  de  o,oo5: 

quand  l'angle  9  varie  de  o°  à  3o°;  on  pourra  donc,  dans  cet  inter- 
valle, écrire  sans  erreur  appréciable 

Si  l'angle  8  est  négatif,  ce  qui  correspond  aux  directions  situées 
dans  l'ombre  géométrique  des  rayons  efficaces,  z  prend  égale- 
ment une  valeur  négative  —  z  .  L'intégrale 


f(z')—  I     cos  -  (m3 -h  z' u)  du 

«A  2 


est  évidemment  positive,  mais  elle  diminue  rapidement  à  mesure 
que  z'  augmente  et  les  éléments  les  plus  importants  sont  ceux  qui 
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correspondent  au  premier  quadrant,  depuis  u  =  o  jusqu'à  la  valeur 
donnée  par  l'équation 

La  lumière  s'affaiblit  donc  graduellement,  comme  dans  l'ombre 
des  écrans  à  bords  rectilignes. 

Pour  9>o,  l'intégrale  f{z)  prend  une  série  de  valeurs  posi- 
tives ou  négatives  en  passant  par  des  minima  nuls;  il  se  produit 
donc,  dans  la  région  éclairée,  une  série  de  franges  brillantes  sé- 
parées par  des  intervalles  obscurs. 

255.  Remarques  générales.  —  La  nature  du  phénomène  dé- 
pend de  f(z)  et  par  conséquent  de  la  variable  z.  Pour  une  frange 
d'ordre  déterminé,  on  a  très  sensiblement,  d'après  l'équation  (i6), 

•=;(S)'=i  ({)'($ 

La  distance  angulaire  d'un  minimum  d'ordre  déterminé  à  la  di- 
rection théorique  des  rayons  efficaces  est  donc  proportionnelle  à 
la  racine  cubique  du  carré   du  rapport  de  la  longueur  d'onde  au 


diamètre  de  la  goutte. 


L'amplitude  de  la  vibration  est 

<lS>     A=aK4H^),/(*)=K^r»),(Xal)*/(*)- 

Comme  l'angle   8   est  toujours  assez  petit,  on  peut  remplacer 
i 
(cosB)3  par  l'unité,  de  sorte  qu'à  un  facteur  près,  qui  dépend  des 

conditions  de  l'expérience,  l'amplitude  peut  être  représentée  par 

/(-•)  et  l'intensité  par /-(s). 

L'intensité,  étant  proportionnelle  à(Aa2):5,  est  d'autant  moindre 
que  les  dimensions  de  la  goutte  et  la  longueur  d'onde  sont  plus 
petites.  C'est  une  nouvelle  raison  qui  diminue  l'importance  rela- 
tive des  couleurs  les  plus  réfrangibles  et  fait  dominer  le  rouge. 

Toutes  les  gouttes  étant  distribuées  au  hasard  dans  le  phéno- 
mène naturel,  l'intensité  totale  relative  à  chaque  direction  est 
proportionnelle  au  nombre  des  gouttes  utilisées. 
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î2o6.  Calcul  des  intégrales.  —  Sir  G.  Airy  (  '  )  a  calculé  d'abord 
par  une  méthode  de  quadratures  les  valeurs  de  l'intégrale  /(:■) 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  variant  de  deux  en  deux  dixièmes 
depuis  — 4  jusqu'à  -f-  \. 

Quelques  années  plus  fard,  il  a  étendu  le  calcul  entre  les  limites 
—  5,6  et  +  5,6  à  l'aide  des  fonctions  T,  qui  permettent  de  déve- 
lopper cette  intégrale  en  série  (2). 

On  abrégera  L'écriture  en  posant 


ce  qui  donne 

— ■e/=-a)i(x)s- 

La  nouvelle  intégrale  définie  <p(t>)  est  la  partie  réelle  de 

V=  I    e'y^vydy. 

^ o 

Développant  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  r, 
on  peut  écrire,  entre  les  mêmes  limites, 

V  =    fe'r3  dy  +  j  fy  e<-> 3  dy  h-  ...  h-  ^^  C  y»  e^  dy. 

Comme  on  a 

e'ry»  dy  —     i  a     /     e~xx   s    dx  =.  ■=  i   s    r  (  — —  j , 

on  voit  que  le  terme  général  de  V  est  multiplié  par  le  facteur 


n-hl  4/7-1-1 


Ce  facteur  est  égal  kP  si  /i  =  3/?,  à  P  =—i  3  si  n=3p-{-i  et  à 
i*  =  —  i  si  /*  —  3/?  -f-  2.  Dans  ce  dernier  cas,  les   termes  corres- 


(')  G.  Airy,  Trans.  of  the  Cambr.  Phil.  Soc,  t.  VI,  Part  III,  p.  S79;  i838. 
(3)  76^.,  t.  VIII,  Part  V,  p.  593 ;  184s. 
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pondants  sont  purement  imaginaires  et  on  peut  les  négliger  de 
suite  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  calculer. 
Utilisant  les  propriétés  connues 

/  /i-f- 1  \       _  / 1  \  i  4        n  —  i  0 

T{—)  =  T\z)zV—'       P°ur      "=3j>' 

— J  =  I\3j3  3 3~'  P°Ur        »  =  3i»  +  >, 

la  valeur  de  cp (i>)  est  la  partie  réelle  de  l'expression 


"^V; 


r  ^        a  _^        ,  <'"        2.5...(3p-jy\f\ 

L        1.2.3.4  3  "+""*""t"(3/?-t-i)1  "  3" 


Si  l'on  représente  par  S  et  T  les  deux  séries  comprises  entre 
crochets  et  qui  sont  convergentes,  on  peut  écrire 


x3 
On  a  d'ailleurs 


-fvTv(?\ 


.-i-  n         .    .     n        \jô         i 

:'    —  cos  -  +  i  sin  ?  = 1 —  > 

b  b 


;    d  rr=  cos    ,   —  J  Slll  7; 

6 


2 

V/3 


Substituant  les  parties  réelles  de  ces  expressions  dans  W,  il 
reste  finalement 


i 


™iHy-'Tr©]' 


v/3(4«) 

Les  Tables  de  Legendre  donnent 


logri  -  j  =:  o,  i3r65649i6. 

En  calculant  les  séries  S  et  T  pour  une  série  de  valeurs  de  v, 
on  en  déduira  les  valeurs  correspondantes  de  f(z). 
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Nous  reproduirons  seulement  la  partie  la  plus  importante  de  la 
Table  d'Airy. 


;. 

/(«). 

r- 

z. 

J(z). 

P- 

-5,6 

+0,00011 

0,0000 

2,2 

o,35366 

(),  1205 

-5,o 

0,000^1 

0 

4 

+0,11722 

0,0137 

-4,0 

0,00297 

0 

6 

— 0, 12815 

164 

-3,o 

0,01730 

o,ooo3 

8 

36237 

0 , 1 3 1 3 

-2,0 

7908 

o,oo63 

3,o 

563  23 

3172 

-1,0 

0,27283 

0,0744 

2 

70876 

5o23 

0,2 

07007 

o,33r>7 

4 

78021 

6088 

0,0 

66527 

4426 

6 

76016 

5855 

0,2 

75537 

5706 

8 

66044 

4362 

0,4 

S'jo^o 

7060 

4,o 

47/(,9 

2249 

0,6 

9i43i 

8060 

2 

— 0,22645 

o,o5i3 

0,8 

97012 

94l2 

4 

+0,05193 

0,0027 

1,0 

T  ,O0O 'jl 

I , 0008 

6 

32258 

0, io4i 

2 

0,99786 

o,9957 

8 

5447^ 

2968 

4 

95607 

9i4> 

5,o 

68182 

4649 

6 

87048 

7577 

1 

70818 

5oi5 

8 

73<)39 

5467 

4 

6 1 5 1 5 

3784 

2,0 

o,564go 

0,3191 

6 

+o,4i/)6o 

0,17*9 

L'intensité  est  négligeable  pour  des  valeurs  négatives  de  z  un 
peu  grandes  et  ne  devient  sensible  qu'à  partir  de  z  = —  3.  Elle 
croît  d'abord  d'une  manière  continue  jusqu'à  un  maximum  repré- 
senté par  1,001  pour  ,3  =  1,08  environ;  elle  devient  nulle  pour 
g  =  2,49  et  s  =  4^36  en  passant  par  deux  maxima  intermédiaires 
pour  2=3,4"  et  3  =  5,i4. 

La  Table  d'Airy  ne  comprend  qu'une  très  petite  partie  du  phé- 
nomène ;  car,  avec  un  filet  d'eau,  Babinet  avait  déjà  observé  seize 
arcs  surnuméraires  intérieurs  au  premier  arc-en-ciel  et  neuf  arcs 
surnuméraires  extérieurs  au  second.  Une  tige  de  verre  observée 
dans  la  lumière  homogène  montre  un  nombre  considérable  de 
franges  et  j'ai  pu,  dans  certains  cas,  mesurer  facilement  les  dévia- 
tions des  200  premières. 

Pour  z^>  o  ou  v  <  o,  les  séries  S  et  T  sont  formées  de  termes 
alternativement  positifs  et  négatifs;  on  peut  alors  les  combiner  de 
manière  à  pousser  plus  loin  les  calculs,  mais  il  est  préférable  de 
traiter  le  problème  par  d'autres  méthodes. 

M.  Stokes  (')  a  repris  l'étude  de  l'intégrale  d'Airy  en  la  dévê- 


te Stokes,  Trans.  0/  the  Cambr.  Phil.  Soc,  t.  IX,  Part  I,  p.  166;  i85o. 
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loppant  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  -;  les  séries 

ainsi  obtenues  sont,  il  est  vrai,  divergentes,  mais  les  premiers 
termes  diminuent  rapidement  et  fournissent  une  solution  très 
approchée  du  problème.  M.  Stokes  a  calculé  ainsi  les  valeurs  de  z 
qui  correspondent  aux  cinquante  premiers  minima  déterminés  par 
la  condition  /(:■)  —  o  et  aux  dix  premiers  maxima  définis  par 
fl(z)=  o.  Nous  comparerons  ces  résultats  avec  ceux  que  donne 
une  méthode  plus  élémentaire. 

257.  Considérations  géométriques.  —  Pour  les  rayons  diffractés 
dans  une  direction  qui  fait  l'angle  8  avec  les  rayons  efficaces  émer- 
gents, l'arc  d'équateur  SS'  (fig-  120)  de  l'onde  a  deux  pôles  A  et 
A'  symétriques  par  rapport  au  point  d'inflexion  C. 

Fig.  120. 


La  vibration  due  à  l'arc  CS  est  proportionnelle  à  la  vibration 

produite  par  le  pôle,  avec  une  perte  de  phase  -f  >  puisque  la  distance 

4 

AP  du  pôle  à  une  des  positions  S,  de  l'onde  diffractée  est  un  mi- 
nimum (190);  la  vibration  due  à  l'axe  CS'  est  également  propor- 
tionnelle à  celle  qui  est  produite  par  le  pôle  A',  mais  cette  fois  avec 

Tî 

une  avance  de  phase   égale  à  7-   En  appelant  A  la  différence  de 

4 

marche  des  rayons  A'P'  et  AP,  la  différence  de  phase  physique  des 

..  ,  .  .  A         TE 

vibrations  a  combiner  est  0  =  2it, 

X        2 

On  a  d'ailleurs 

A  =  P,'B  =  2CB. 

La  différence  des  chemins  du  ravon  CP0  et  du  rayon  parallèle 
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mené  par  un  point  M  quelconque  de  la  courbe  AS,  dont  les  coor- 
données sont  x  et  r,  est 

x  sinO  — y  cosO  —  x  sinG  —  Ha?3  cosO. 

L'angle  G  restant  invariable,  cette  expression  devient  maximum 
pour  la  condition 


(19) 


tang0--31l.r2  —  h 


et  détermine  alors  le  retard  CB  relatif  au  point  A. 
On  a  donc 

A  =  2 x  cosO(tang 0  —  Ha?2)  ==       , sinOv/tancÔ  —  À  (  -~  )  , 

3v/3H  -  \3' 


■[(!)'-«]■ 


Les  vibrations  émises  par  les  pôles  A  et  A'  étant  sensiblement 
égales,  si  jjl,  est  l'amplitude  due  à  chacun  d'eux,  l'amplitude  de  la 
vibration  résultante  est  (155) 


2  [Ai  cos-  =  2 
2 


H.CO..  [g)'-  J 


Enfin  l'amplitude  u,  est  proportionnelle  à  Ja  longueur  s,  du 
premier  arc  élémentaire  à  partir  du  pôle  et  l'intensité  proportion- 
nelle au  carré  de  cet  arc,  c'est-à-dire  à 

Les  équations  (1 1)  et  (19)  donnent 

f/-l         al       I       1 
~~  ihx         2    y    h  tango 

Si  Ion  remplace  langG  par  l'angle  G  comme  valeur  approchée, 
on  peut  écrire 


;■->■ 


ai. 


(A6)' 


1    A/3«*X*Y 


J-  \  2      li1 


L'intensité  j  de  la   lumière  diffractée  est  évidemment  propor- 
tionnelle à  l'intensité  J  de  la  lumière  incidente.  En  désignant  par 
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p  un  facteur  qui  dépend  du  pouvoir  réflecteur  sur  les  gouttes  et 
qui  varie  lentement  avec  l'angle  9,   on  obtient  finalement 


'="â(ïM(j)-i]- 


Si  l'on  pose 


1      * 


l'intensité  peut  être  considérée  comme  une  fonction  de  m  et  l'on  a 

2  m  H- 1  \ 3 


(20) 


=  3 


L'intensité  est  nulle  quand  m  est  un  entier  impair  ip  -\-  \ .  Les 
maxima  ont  lieu  sensiblement  pour  les  directions  intermédiaires 
qui  correspondent  aux  valeurs  paires  ip  de  m. 

Les  Tableaux  suivants  montrent  avec  quelle  exactitude  ces  cal- 
culs approchés  permettent  de  déterminer  les  directions  des  minima 
et  des  maxima. 

Minima. 


D'après 

Calculs 

m. 

M.  Stokes. 

approchés. 

DifT. 

i 

2,4g55 

2,4765 

i90 

3 

4,363i 

4,3566 

65 

5 

5,8922 

5,8886 

36 

7 

7,2436 

7,2412 

24 

9 

8,4788 

8,4772 

16 

1 1 

9,63oo 

9,6287 

i3 

i3 

10,7161 

io,7i5o 

1 1 

i5 

11,7496 

n,7487 

9 

ll 

12,7395 

12, 7 388 

7 

19  13,6924  13,6917 


23 

27 
33 

39 
49 
59 
69 

79 


99 


D'après 
M.  Stokes. 
i5,5o5g 
17.2.87 
i9>6399 

21 1 9i99 

25,4785 
28,8o37 
31,9467 
34,9420 
37,8.39 
4o,58o5 


Calculs 
approchés. 
i5,5o53 
I7,2i83 
i9,63g5 
21,9196 

25,4784 
28,8o36 
3r  ,9466 

34i9-'lI9 

37,8i38 

4«,58o4 


Diiï. 
6 

4 

4 

3 


Maxima. 


1 ,0845 
3,4669 
5,i446 

6,5782 

7,8685 


3,48r2 
5,i5i2 
6,5823 
7,87i3 


Diff. 
-1061 
,43 


66 

4« 

28 


9.0599 
10,1774 

n,2.364 

12,2475 

i3,2i85 


9,0621 
10,1791 
n,2378 
12,2487 
1 3 , 2 1 90 


Diff. 
—  22 

'7 
i4 

12 
10 
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L'erreur  de  la  formule  approchée  n'atteinl  pas  0,0 1  pour  la  dé- 
viation du  premier  minimum  et  ne  tarde  pas  à  devenir  négli- 
geable. L'écart  est  un  peu  plus  grand  pour  les  maxima,  qui  sont 
en  réalité  plus  rapprochés  des  rayons  efficaces  que  le  milieu  des 
deux  minima  correspondants. 

En  remplaçant  c  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i-)on  trouve, 
pour  les  déviations  relatives  à  une  valeur  déterminée  de  m, 

Pour  une  lumière  donnée  et  des  gouttes  de  mêmes  dimensions, 
l'intensité  des  maxima  est  sensiblement  en  raison  inverse  de  \J z 

ou  de  la  quantité  ('±m  -+- 1)%  dans  laquelle  m  est  un  nombre  pair 
2/9,  c'est-à-dire  en  raison  inverse  de  la  racine  cubique  de  4/>  +  l  • 
L'affaiblissement  est  très  lent,  car  l'éclat  de  la  deux-centième 
frange  de  diffraction  est  encore  presque  le  cinquième  de  celui  de 
la  première. 

L'observation  du  phénomène  sur  une  tige  de  verre  cylindrique, 
dont  on  peut  mesurer  exactement  le  diamètre  et  l'indice  de  ré- 
fraction, confirme  entièrement  les  prévisions  de  la  théorie.  Les 
erreurs  que  comporte  la  formule  approchée  (21)  deviennent  même 
inappréciables  au  delà  de  la  seconde  frange. 

258.  Visibilité  des  arcs  sur  numéraires.  —  Ces  franges  pré- 
sentent une  particularité  curieuse.  Quand  on  les  examine  à  l'œil 
avec  une  lumière  blanche  sur  une  tige  cylindrique  éclairée  par  une 
fente  étroite,  on  ne  distingue  d'abord  que  l'arc-en-ciel  principal, 
et  les  franges  d'interférence  visibles  sont  d'un  ordre  d'autant  plus 
élevé  que  la  tige  est  plus  épaisse. 

La  direction  à  partir  de  laquelle  on  a  compté  la  déviation  8  des 
franges  varie  en  effet  avec  la  longueur  d'onde,  de  sorte  que,  si  l'on 
considère  les  systèmes  d'interférence  relatifs  aux  différentes  cou- 
leurs, à  partir  du  rouge  extrême,  ces  systèmes  éprouvent  une  sorte 
de  glissement  latéral  d'autant  plus  grand  que  la  longueur  d'onde 
est  plus  petite.  La  superposition  des  franges  du  violet  avec  celles 
de  même  ordre  pour  le  rouge  ne  peut  ainsi  avoir  lieu  que  pour  les 
franges  d'un  ordre  élevé. 

M.-  I.  26 
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La  déviation  des  rayons  efficaces  étant  D#,  la  déviation  d'une 
frange  d'ordre  déterminé,  à  partir  de  la  direction  primitive  des 
rayons  incidents,  est  DA  4-  8. 

La  déviation  est  la  même  pour  les  franges  de  même  ordre,  re- 
latives à  deux  longueurs  d'onde  voisines,  quand  la  dérivée  de 
cette  expression  par  rapport  à  la  longueur  d'onde  est  nulle,  ce  qui 
donne  la  condition 

/A\f/2m  +  i   \y  dl 

dD^{e)  (s- a)  T=°- 

D'après  la  valeur  trouvée  précédemment  pour  la  dispersion  des 
arcs  (249),  il  en  résulte 

,      x  am-hi  a     /6/  rldny 

^  "X"      -î\/h{2i^lwdî)' 

Cette  expression  montre  d'abord  que  l'ordre  m  de  la  frange 
achromatique  (129),  à  la  différence  |  près,  est  proportionnel  au 
rayon  des  gouttes. 

La  déviation  90  relative  à  la  frange  achromatique  est,  en  rem- 
plaçant m  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (22), 

1  1 

3  fh\3  fini  +  1    À\:i  „  „  l  du 


(23)  %=-(-)      -! -3tangl- 

v      '  °       1  \6J    \      4         a)  *    n  dl 

Cette  déviation  est  indépendante  du  rayon  a\  elle  est  uniquement 
définie  par  la  nature  du  milieu. 

L'angle  apparent  88  d'une  frange  s'obtiendra  par  la  variation  de 
l'angle  9  relative  à  un  accroissement  Bm  =  2,  ou,  comme  il  s'agit 
toujours  de  variations  très  petites,  par  la  différentielle  de  l'angle  8  ; 
l'équation  (21)  donne  alors 

,  /AV/a/H  +  i  X\"*X        "       ih       y  fiy 

Le  coefficient  A  (253)  variant  très  peu  d'une  couleur  à  l'autre, 
si  la  valeur  de  m  est  constante,  ce  qui  a  lieu  au  voisinage  de  la 
frange  achromatique,  la  largeur  des  franges  est  proportionnelle  à 
la  racine  cubique  du  carré  de  la  longueur  d'onde.  Elle  varie  seu- 
lement de  o,63  à  1,  au  lieu  de  o,5  à  1,  d'une  extrémité  à  l'autre 
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du  spectre;  on  comprend  ainsi  que  Je  nombre  des  franges  visibles 
à  la  lumière  blanche  soit  sensiblement  plus  grand  que  dans  les 
interférences  ordinaires. 

Le  rayon  a  permet  de  calculer  l'ordre  de  la  frange  achroma- 
tique ou  la  déviation  correspondante  Q0  par  les  équations  (22) 
ou  ('^3).  En  effet,  si  l'on  représente  la  dispersion  de  l'eau  par  la 
formule  simple 

.        B 

w  =  A+  —, 
h1 

les  valeurs  des  indices  (251)  donnent,  pour  la  longueur  d'onde 
A  =  oH-,56, 

1  du  1  2  B  n  —  A  ,.   _ 

-  -jt  = :Tr=— a-    —--  —  0,01573. 

n  (lk  n    h1  n 

On  a,  d'autre  part,  pour  le  premier  arc-en-ciel, 

20 


il  en  résulte 


li  =  4,896,         tang2I 

j 


2m-f-i         a  oz? 

0,0100, 


4        "  x 

00:=  0,0797  =  4°  34'. 

Pour  une  goutte  de  imm  de  diamètre,  on  aurait  m  =  24,  c'est- 
à-dire  que  la  frange  achromatique  serait  située  plus  loin  que  le 
vingtième  minimum. 

Toutefois  l'observation  des  arcs-en-ciel  naturels  est  en  réalité 
moins  simple,  parce  que  la  lumière  émise  par  le  Soleil  n'est  pas 
formée  de  rayons  parallèles.  Même  pour  une  lumière  homogène, 
les  arcs  surnuméraires  commencent  à  empiéter  les  uns  sur  les 
autres  dès  que  la  distance  oQ  de  deux  minima  successifs  est  égale 
à  l'angle  apparent  du  Soleil,  soit  environ  3ô\  La  limite  de  visibi- 
lité de  ces  arcs  est  donc  déterminée  approximativement  par  la 
condition 


-. 


9.  Ii 


1 

3  /  "i  \  3 


(  -  )   ==  3o'  —  0,0087, 


3  (2  m  -+- 1) 
1  m  4-  1 


3(0,0087)*  \a 
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Pour  des  «outtes  de  imm  de  diamètre,  on  aurait 


- 


2  m  -h  i  =  7 ,  78,         />*  —  3 ,  89. 

La  visibilité  s'arrêterait  au  quatrième  arc  surnuméraire.  Cette 
cause  d'extinction  est  donc  prédominante  et  la  frange  achromatique 
elle-même  ne  paraît  pas  visible  dans  la  nature.  Comme  d'ailleurs 
la  valeur  limite  de  ?n  est  à  peu  près  en  raison  inverse  de  a'1,  les 
arcs  surnuméraires  ne  peuvent  apparaître  que  si  les  gouttes  sont 
assez  petites  et  ils  seront  toujours  colorés.  Enfin  il  est  nécessaire 
que  les  gouttes  aient  le  même  diamètre,  au  moins  en  grande  ma- 
jorité, sans  quoi  les  arcs  surnuméraires  relatifs  aux  différentes 
dimensions  des  gouttes  empiéteraient  les  uns  sur  les  autres.  Dans 
les  cas  les  plus  favorables,  on  distingue  au  plus  quatre  ou  cinq  arcs 
surnuméraires,  et  toutes  les  circonstances  du  phénomène  sont 
conformes  à  la  théorie. 

259.  Arcs-en-ciel  exceptionnels.  —  Tandis  que  le  ravon  du 
premier  arc-en-ciel  est  d'environ  42°  pour  le  rouge  et  4o°  pour 
le  violet,  on  a  souvent  observé  des  angles  notablement  plus  petits, 
de  38°  à  /\i°,5  pour  le  rouge;  Bouguer  a  même  mesuré  dans  les 
Cordillères  un  arc  dont  le  rayon  était  seulement  de  33",  5. 

Enfin  il  arrive  quelquefois  que  l'arc  paraît  blanc,  ou  du  moins 
que  les  irisations  rougeâtres  du  bord  sont  à  peiné  sensibles,  parti- 
culièrement quand  le  nuage  est  très  rapproché  de  l'observateur  ou 
qu'on  aperçoit  le  phénomène  sur  une  brume  au  voisinage  du  sol. 

Bravais  a  cherché  à  expliquer  l' arc-en-ciel  blanc  en  supposant 
que  les  gouttelettes  auraient  la  forme  de  vésicules  creuses,  mais 
aucun  phénomène  ne  justifie  cette  hypothèse.  Toutes  les  appa- 
rences semblent  d'ailleurs  pouvoir  s'expliquer  par  la  théorie. 

Remarquons  d'abord  que,  pour  un  phénomène  de  nature  déter- 
minée, s'il  existe  N  gouttes  sur  le  trajet  des  rayons  diffractés,  l'in- 
tensité totale  de  la  lumière  est  proportionnelle  à 


N(Xd»)*=Na«^y 


Pour  une  même  quantité  d'eau  dans  un  espace  donné,  le  produit 
Nrt3  est  constant.  L'intensité  totale  est  donc  d'autant  plus  grande 
que  les  gouttes  sont  plus  petites. 
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La  valeur  ;  =  1,0840  qui  convient  au  premier  maximum  donne, 
pour  le  premier  arc, 

Avec  des  "ouïtes  de 5  ou  io'.J-  de  rayon,  l'écart  du  maximum 

0  100  J 

à  partir  des  rayons  efficaces  est 

2 

Q  =  o,5o7(  — —  )    =  o,  1 1-  =  G0  53'. 
\    1G  / 

Les  dimensions  des  gouttes  suffisent  donc  pour  rendre  compte 
des  variations  observées  dans  le  rayon  apparent  des  arcs-en-ciel; 
dans  ces  conditions,  aucun  arc  surnuméraire  n'est  visible  même 
avec  des  gouttes  uniformes. 

Enfin,  quand  les  gouttes  sont  petites  et  de  dimensions  très 
inégales,  il  y  a  bien  encore  concentration  de  lumière  sur  une  ré- 
gion du  nuage,  mais  le  maximum  relatif  à  chaque  couleur  n'est 
plus  défini  et  il  varie  facilement  d'une  goutte  à  l'autre  d'une 
quantité  plus  grande  que  l'angle  apparent  du  Soleil;  l'observateur 
reçoit  alors  dans  une  même  direction  des  maxima  relatifs  à  toutes 
les  couleurs  et  correspondant  à  des  gouttes  différentes.  L'impres- 
sion générale  est  donc  de  la  lumière  blanche  et  la  seule  teinte  ap- 
préciable est  la  petite  irisation  rouge  qui  provient  des  gouttes  les 
plus  grosses,  lu  arc-en-ciel  blanc  s'explique  ainsi  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'avoir  recours  à  aucune  hypothèse  nouvelle  sur  la  con- 
stitution des  gouttes;  les  circonstances  dans  lesquelles  on  Lob- 
serve  sont,  en  effet,  celles  qui  conviennent  pour  la  formation  d'un 
nuage  de  structure  inégale. 

260.  Diffraction  au  voisinage  des  caustiques.  —  Ouverture 
rectangulaire.  —  Comme  complément  à  cette  étude  de  l'arc- 
en-ciel,  nous  ajouterons  quelques  remarques  sur  les  principaux 
caractères  de  la  diffraction  au  voisinage  des  caustiques. 

Considérons  une  onde  de  forme  quelconque,  comme  celles  qui 
seraient  produites  par  un  système  optique  affecté  d'aberrations. 

Si  l'on  prend  pour  plan  de  figure  l'une  des  sections  principales 
SS'en  un  point  O  {fig.  121),  les  rayons  voisins  de  la  normale  OC 
rencontreront  une  ligne  focale  passant  au  centre  de  courbure  C. 
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On  peut  encore  remplacer  Ponde  par  l'équateur  SS' lorsque  les 
écrans  qui  limitent  le  faisceau  dans  une  direction  perpendiculaire 
à  la  section  principale  considérée  laissent  libre  une  étendue  beau- 
coup plus  grande  que  la  région  efficace  de  l'onde  ou,  plus  simple- 
ment, lorsque  la  lumière  traverse  une  ouverture  rectangulaire  de 
largeur  ia. 

Soient  Rie  rayon  de  courbure  OC,  P  un  point  situé  à  la  distance 
angulaire  très  petite  0  sur  une  perpendiculaire  GP  au  rayon  GO. 

Si  la  courbe  S  était  circulaire,  la  vibration  au  point  P  serait  la 

Fig.  121. 


même  que  la  vibration  produite  pour  une  déviation  8  par  la  portion 
d'onde  plane  correspondant  à  l'ouverture,  et  la  différence  de 
marche  relative  à  un  point  M  de  la  courbe  dont  l'abscisse  est  x 
serait  égale  à  §x. 

Par  suite  des  aberrations,  cette  différence  de  marche  peut  être 
représentée  par  une  expression  de  la  forme 

A  —  6  x  -f-  bx%  4-  ex3  -^fx'+-h  .  .  .  , 

dans  laquelle  la  somme  des  termes  bx2  -f-  cx'A  -\-  f  x'K  -f-  .  . .  repré- 
sente l'aberration,  c'est-à-dire  la  distance  du  point  M  au  cercle 
osculateur  au  point  O.  Le  terme  en  x-  est  nul  dans  le  cas  actuel; 

on  verrait  aisément  que  les  quantités  —  c  et^-^  — /représentent 

les  deux  premières   dérivées  de  la  courbure  par  rapport  à  x  au 
point  O,  c'est-à-dire  pour  x  =  o. 
La  différence  de  phase  est  donc 


o  =z  --  (6..r  -4-  cx*  +  fxk -+- .  .  . ) 
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et  la  vibration  au  point  P 

\  =  \xf  sin  ( (o  ^  -4-  5  )  <Y.r. 

261.  Cas  général.  —  Si  le  facteur  c  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire 
si  le  point  C  n'est  pas  un  point  singulier  de  la  caustique,  on  pourra 
négliger  les  puissances  de  x  supérieures  au  cube.  Lorsque  le  point 
O  est  le  centre  de  l'ouverture,  l'intégrale  F  =  f  sin8  dx  est  en- 
core nulle  ;  la  vibration  en  P  a  la  même  phase  que  si  elle  prove- 
nait uniquement  du  point  O  et  l'amplitude  est 

cos  0  dx  =z2[x  I    cos  -y"  (ex*  -f-  6.2?)  dx. 

—  a  Jq 

On  retrouve  ainsi  l'intégrale  d'Airv. 

Si  la  portion  libre  de  l'équateur  est  elle-même  très  grande  par 
rapport  à  la  région  efficace,  on  pourra  remplacer  la  limite  a  par 
-4- oc;  les  phénomènes  sont  alors  identiques  à  ceux  de  l'arc-en- 
ciel.  La  lumière  diminue  graduellement  du  côté  de  l'ombre  de  la 
caustique,  où  Q>>  o,  et  l'autre  côté  présente  une  série  de  franges 
avec  des  minima  nuis. 

Lorsque  le  faisceau  de  lumière  est  plus  étroit,  la  limite  supé- 
rieure a  doit  rester  finie.  En  posant  encore 


il  en  résulte 


j?*=ii:i}  — -  x  z—  —  su,         c#3  =/>X, 


46/  x  y         2a/2^ 


X  Uc)  X 


_1       ~V*p)3 

A  =  2(a<7(4/>)  A  I         cos£(w3 — zu)du. 


2 


La  méthode  des  quadratures  employée  par  Airy  pour  le  calcul 
de  cette  intégrale  permet  d'en  connaître  les  valeurs  quand  la  li- 
mite supérieure  est  finie.  Lord  Rayleigh  (•)  en  a  déduit  la  Table 
suivante  : 


(')  Lord  Rayleigh,  Phi/.  Mag.,  [5],  t.  VIII,  p.  4°4>  18^9. 


4o8  CHAPITRE     V. 

Table  des  valeurs  de  f     cos  -  (  az  —  su)  du. 


H-  o,oo3o 

62 

124 
239 

444 

79' 
t346 
2184 
3362 
4886 
6653 
84o4 
9701 

9979 
87o5 

5649 

-r-  O,  I  [72 

0,3624 

7087 

7652 

—  0,4745 

Les  valeurs  de  la  Table  pour  /n=  1 ,  ou  />  — {,  correspondent  au 

cas  où  l'aberration  c«3  relative  au  bord  de  l'ouverture  est  égale  à  -.\ 

l'intensité  maximum  a  lieu  pour  une  direction  voisine  de  z  =  0,6. 
Les  deux  colonnes  qui  suivent  correspondent  à  des  valeurs  de  p 
égales  à  (i,a6):i  et  (i,44)S  0Ll  sensiblement  1  et  3.  A  mesure  que 
la  valeur  de  m  augmente,  les  oscillations  d'amplitude  qui  existent 
d'abord  du  côté  de  l'ombre  disparaissent  de  plus  en  plus,  et  le 
maximum  principal  s'éloigne  du  bord  de  la  caustique. 

Le  Tableau  donne  les  résultats  suivants  pour  les  valeurs  de  z 
relatives  aux  deux  premiers  minima  de  part  et  d'autre  delà  frange 
centrale,  leur  différence  oz  et  l'angle  apparent  s  de  cette  frange  dé- 
terminée par  la  condition 

1 
X    //A3  ^_    _  X  m 


m  =  1. 

m  =  1,26. 

m 

—  i) 14- 

4,o 

■+"  05°929 

—  0,0692 

-h 

o,o588 

3,6 

783 

—  0,0467 

H- 

0,0197 

3,2 

-t-  0,0343 

-h  0,Ol42 

— 

0,0309 

2,8 

—  0,0203 

849 

— 

0,0461 

2,4 

563 

l320 

-+- 

0,0018 

2,0 

—  o,o43o 

l399 

•  1009 

1,6 

H-  0,0  ji  1 

1263 

2095 

1,2 

19^7 

i377 

2906 

0,8 

4i4o 

2266 

3462 

o,4 

6449 

4i85 

421 1 

0,0 

8422 

6873 

5672 

o,4 

9570 

9538 

7898 

0,8 

9559 

1 , 1 120 

1  , 0 1  5  7 

1,2 

8307 

1,0748 

1 ,1 1 4 1 

1,6 

6024 

8170 

9681 

2,0 

3i6i 

-+-  o,3g52 

-f- 

0,556g 

2,4 

-+-   o,o3o'> 

—  0,0679 

— 

0,0060 

2,8 

—  0,1988 

4290 

5i  10 

3,2 

3309 

5826 

7545 

3,6 

352i 

5028 

6485 

4,0 

—  0,2761 

—  0,2525 

+ 

0,2725 

la  \  2 
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Angle  apparent  de  la  frange  centrale. 

nt  —  1.  /n  =  1,26.  ni  =  i,.\.\. 

-   t ,79 >       -  3,293       —  2,4i5 
-f-  2 ,  4 53       -+-  2 ,  34 1       -h  2 ,  396 


8*...    4,i48         5,634         4,81 r 
X   _        X    ,        À  . 

£....    -I,o3T  —1,77,5  —1,732 

a  a        y  a 

L'angle  apparent  de  la  tache  centrale  est  donc  plus  grand  que 

la  valeur  -  qui  correspondrait  à  la  même  ouverture  rectangulaire 

dépourvue  d'aberration.  Le  phénomène  régulier  d'interférence 
n'est  modifié  d'une  manière  sensible  qu'à  partir  du  moment  où 
l'aberration  relative  au  bord  de  l'ouverture  est  supérieure  à  un 
quart  de  longueur  d'onde. 

262.  Formation  des  foyers.  —  Lorsque  les  aberrations  sont 
symétriques,  le  point  G  est  le  foyer  des  rayons  infiniment  voisins 
situés  dans  la  section  principale  considérée;  si  le  point  O  est  en- 
core le  centre  de  l'ouverture,  la  ligne  focale  correspondante  est 
alors  bordée  de  franges  symétriques.  A  ce  point  de  vue,  le  pro- 
blème est  donc  plus  simple,  mais  on  est  obligé  d'avoir  recours  à  des 
intégrales  d'une  autre  forme  et  la  phase  de  la  vibration  résultante 
au  point  P  diffère  de  celle  qui  serait  produite  par  le  point  O. 

Le  facteur  c  étant  nul  par  raison  de  symétrie,  on  doit  prendre 
les  termes  en  xk  dans  la  différence  de  phase,  ce  qui  donne 


^or 

sque  les  limites  de  l'arc  s  sont  encore  dza,  on  posera 

) 

— * =  y\          — s —  =  vy,          f  a*  =  p  À  =  A  —  ? 

et  les  intégrales  qui  déterminent  l'amplitude  de  la  vibration  sont 

F  =  /       sin  0  dx  =  a  (  ip  r,  )    4  /       sin  (  yk  -f-  vy)  dy , 

/*+  a  _  ±  r  +  b 

G  =  j       cos§dx=  a{2piz)    4/       cos  (y '*  +  vy)dy. 
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11  esl  à  remarquer  que  ces  intégrales  sont  indépendantes  du 
signe  de  f.  Chacune  d'elles  doit  être  prise  entre  les  mêmes  limites 
o  et  b  pour  l'arc  r''  +  vy  et  pour  l'arc  y'"  —  vy.  Comme  on  a 

sin( yk  -h  vy)  -+-  sin(  yk  —  vy)  —  2  siny4  cosvy, 
cos(  y'*  -h  vy)  H-  cos(r'  —  vy)  =  2  cos  r4  cos  vy, 

il  en  résulte 

-1  r1,  . 

a(2piz)   *  /     smy^cosvydy, 


F  =  2 
G 


G-hiF 


2a('2fT.)    4  /     cos  y'*  cos  vy  dy, 

«A 

-\- r1, 

=  2  a  (  2/>  r.  )    '  /     elY  cos  vy  dy  =  2  a('.ip-)    '  Y. 


Développant  cosry  en  série 


//  ,,2// 


c2     ,  v  ,  {—i)nv 

cos  cr  =  1 y-  H ~— 7  y  —  ...  H , —  y 

17  1 : .  2  ^  1.2.0.4  2 n  • 

on  voit  que  le  temps  général  de  la  fonction  Y  est 


,2/; 


-  i Y  vin   r 

an!        /  '       J 


Si  la  portion  libre  de  l'équateur  est  très  grande,  on  peut  rem- 
placer a  par  +  ce,  ce  qui  donne 

2/7-1-1 

In- 


2  ni  /  2/?!  ^         \       4 


fondions  T  (  y  )  et  I 


et  il  serait  facile  d'exprimer  encore  les  intégrales  F  et  G  à  l'aide  des 

4; 

Toutefois  cette  extension  des  limites  des  intégrales  ne  corres- 
pond pas  à  un  phénomène  physique  dans  le  cas  des  lunettes  et  il 
est  plus  utile  de  considérer  un  faisceau  limité.  Pour  avoir  une  idée 
des  effets  d'aberration,  lord  Rayleigh  détermine  seulement  la  vi- 
bration au  sommet  de  la  caustique,  en  faisant  9  —  o  ou  v  =  o\ 
on  a  alors 


i¥ 


-i  rb  . , 

a(2fT.)    '  j     c'y  dy, 
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Développant  l'exponentielle  en  série 


ty4        r  y8                    i»y*» 

e1^  =  1  4- 1 —  4- ...  4 v- 

I               1.2                               />  ! 

le  terme  général  de  l'intégrale  est 

in     rb    ,     ,          i"     bkn+i 
n  !  J0     "         u          ni  L\/i  4-  i 

1 
Il  en  résulte,  en  remarquant  que  b  =  (2/yru)4, 

G-2f? 

1      />8          i    bu               t    {—i)n 
1 . 2   9     n  4  !    *  7                    2/^     8 

''""  1, 

«  4-  1 J 

__               r.         1     b»              (-1)" 

F  =  ia.ipT. 5  -x  4-. .  .4- -, 

1      Lo        j  .2.3  i3                  (2/14-1)! 

£8„        "j 

8/i4-5j* 

Lorsqu'il 

n'y   a  pas   d'aberration,    p  =  0   et  l'on  retrouve 

les 
valeurs  connues  F  =  oetG  =  a«.  • 

Les  deux  séries  qui  déterminent  les  valeurs  de  F  et  G  conver- 
gent très  rapidement.  Si  l'on  donne  à  la  variable  p  des  valeurs 
égales  successivement  à  ~,  \  et  £,  c'est-à-dire  si  l'aberration  fah 
relative  au  bord  de  l'ouverture  est  représentée  respectivement  par 
les  mêmes  fractions  de  longueur  d'onde,  on  trouve  que  l'intensité 
au  centre  est  réduite  aux  fractions  0,9676;  o,84n;  o,5255  de 
celle  qui  correspondrait  à  une  ouverture  sans  aberration.  Cette 
diminution  de  l'intensité  est  nécessairement  accompagnée  d'un 
élargissement  de  la  frange  centrale;  le  phénomène  est  encore  mo- 
difié d'une  manière  sensible  dès  que  l'aberration  relative  au  bord 
de  l'ouverture  atteint  un  quart  de  longueur  d'onde. 

Le  problème  pourrait  être  traité  d'une  manière  plus  complète, 
au  moins  quand  l'aberration  est  très  faible.  On  a,  en  effet, 

rb  1  rb 

Y  =  /     e'y4  cos  vy  dy  —  -    /     e'r'1  (  ei(/y  4-  e~i(,y)  dy. 
Si  l'on  développe  la  fonction 
(26)  N  —  j   e^e'^dy, 

suivant  les  puissances  de  p,  on  voit  que  les  termes  d'ordre  pair 


4  12  CHAPITRE     V. 

représenteront  la  fonction  Y.  L'intégration  par  parties  donne  suc- 


cessivement 


/^  7  3  /"»  '; 

y3  eiy*eivy  (jy  —  _  enb*+vb)  —  -i    /     (4  ï>6  4-  3  r2  )  e^e^y  dy, 

La  dernière  intégrale  fournie  par  ces  équations  successives  ne 
tend  manifestement  vers  zéro  que  si  la  limite  b  est  inférieure  à 
l'unité;  à  moins  que  la  déviation  9  ne  soit  très  petite,  les  termes 
du  développement  décroissent  alors  assez  rapidement,  car  on  a 

A     \2lt/J  A  V   p    J  A    \<*p) 

Pour  une  ouverture  de  iocm  de  diamètre  et  une  déviation 
B  =  o',  i  —  o,  000029  avec  p  =  1 ,  il  en  résulte  p  =  1 1 ,  5. 

Si  donc  on  continue  le  calcul  suivant  la  marche  indiquée,  on 
éliminera  d'abord  les  termes  d'ordre  impair  dans  la  valeur  de  V 
et  l'on  obtient  finalement,  pour  les  premiers  termes,  en  posant 
2<rca6 

X  =   — ; —  •>    bp  TU  =  2  O  '  =  11 , 

F2  +  G2 


n2              11"-—  8^ 

_1 +  7^ 

/^  /           ra2  —  6\ 

—      1+2  —      + 

,  sin2.r 

3  /i-  —  3 1 

H 5 

I     x- 

\  sin2.a? 

)         X 

Il  a'2 

(27)    ' 


On  retrouve  l'expression  habituelle  de  l'amplitude  relative  à 
une  ouverture  rectangulaire  (218)  quand  on  suppose  l'aberration 
nulle,  c'est-à-dire  p  =  o. 

Dans  le  cas  actuel,  l'intensité  n'est  jamais  nulle.   Si  l'on  fait, 

par  exemple,   11  =  1 ,  ou  p  =  —  >   l'intensité   correspondant  à  la 

valeur  x  =  2 tu,  qui  donnerait  le  second  minimum  nul  sans  aber- 
ration, est  sensiblement 

3  /  1 


i6irv  y  471  /          4  \2tt 

la  position  approchée  du  second  minimum  réel  correspond  alors 
à  x  —  2tu(i  +  ^y. 


DIFFRACTION.  4  I .') 

Les  aberrations  ont  donc  pour  résultat,  ce  qui  était  prévu,  de 
faire  disparaître  les  minima  nuls  et  d'élargir  la  tache  centrale. 

263.  Ouverture  circulaire.  —  Lorsque  la  section  du  faisceau 
est  circulaire  et  que  les  aberrations  sont  symétriques  autour  de 
Taxe,  ce  qui  correspondrait  au  cas  d'un  objectif  ordinaire,  on  a, 
en  appelant  r  le  rayon  vecteur  d'un  point  de  l'ouverture, 

3=™  (//•*  +  ôr), 

ç  =  2t:;x  I      sin(to£  4-  o)/v//'. 

Avec  le  même  changement  de  variables  (20)  que  précédemment, 
les  intégrales  qui  définissent  l'amplitude  deviennent 

F  =  #2 ( 2/? -ri )   2/     sin(y4+  vy)ydy, 

«•  0 

-h  rh 

G  =  a2(2/?T:)   -/     cos (y4 4-  vy )ydy, 

«-0 

-!  r1' 

G  4-  /F  —  a^{ip~)   2        e*'y* civy  y  dy. 
«A 

Pour  obtenir  la  vibration  sur  l'axe,  on  fera  v  —  o,  ce  qui  donne 

G4-/F  =  a2(2/?7:)    M     e'y'ydy. 

Développant  encore  e*?*  en  série,  on  trouve  facilement 

G  =  ^[-  -     T     **    1     -1    *"      ...  1    {~l)n      b*n    1 
[2        1 . 2  1  o    '    4  !    1 8       '  '  '         2  /i  !     8  /*  4-  2  J 

[1  1       /;s  (—0"         />8,i    1 

t  —a%.ipr. 3  —  4-.  .  .  4-  7—    -r  5 • 

1      L6        1.2.3   14  (2/i  4-1)!  8/i  4-6J 

L'intensité  est  réduite  aux  fractions  0,9464;  o,8oo3;  0,8947  de 

celle  qui  aurait  lieu  sans  aberration  quand  le  terme  fak  est  égal 

,   X     X        X     T  .  .      . 

respectivement  a  ^»  -.  et  -•   Ici  encore,   les  images  sont  troublées 

d'une  manière  sensible  à   partir  du   moment  où  l'aberration  des 
rayons  extrêmes  atteint  un  quart  de  longueur  d'onde. 
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Pour  traiter  le  problème  d'une  manière  plus  complète,  dans  le 
cas  des  aberrations  très  faibles,  il  suffirait  de  remarquer  que  la 
fonction 


W  = 


peut  s'exprimer  par  la  dérivée  de  la  fonction  V  (26)  étudiée  précé- 
demment, car  on  a 


,b 


dV 

—~  —  il     eiy*  eivy  v  dv  —  i^N . 

dv 


!    ëy"eivyydy 


Le  développement  connu  de  V  permettrait  donc  de  calculer  W 
et,  par  suite,  les  intégrales  F  et  G. 

Ces  calculs  ne  présenteraient  pas  grande  utilité,  car  les  images 
des  objectifs  imparfaits  s'améliorent  beaucoup  quand  on  les  ob- 
serve dans  un  plan  un  peu  différent  de  celui  qui  correspond  au 
foyer  des  rayons  centraux. 

Nous  avons  vu  (215)  qu'il  est  préférable,  dans  certains  cas,  de 
supprimer  les  rayons  centraux,  même  pour  une  lunette  aplané- 
tique  ;  il  en  est  ainsi,  à  plus  forte  raison,  quand  les  aberrations 
ne  sont  pas  négligeables. 

On  peut  ainsi  se  rendre  compte,  avec  Lord  Rayleigh,  du  trouble 
que  peuvent  produire  sur  les  images  les  variations  de  température 
de  l'air  que  renferme  le  tube  d'une  lunette.  L'indice  n  de  réfrac- 
tion de  l'air  à  la  température  t  est 

0,000'2C)3 

n  —  1  =  — ~^—  ? 

1  -+-  0,00,507  £ 

ce  qui  donne,  pour  une  variation  de  température  de  i°, 
o(/i  —  [)  =  1,1  X  io_G. 

La  longueur  /  nécessaire  pour  produire  un  retard  d'un  quart  de 
longueur  d'onde,  en  prenant  X  =  o^,  53,  serait 

X  53™Mo-6 

=  I2cm. 


4o(„  _i)       4,4.»°" 


Une  couche  d'air  plus  chaude  de  i°  à  la  partie  supérieure  d'un 
tube  de  i2c,n  suffirait  donc  pour  altérer  les  images  }  si  la  variation 
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de  température  est  uniforme  d'un  bord  à  l'autre  du  tube,  il  n'en 
résulte  qu'un  déplacement  des  images  sans  que  la  pénétration  soit 
modifiée.  En  général,  les  deux  effets  se  produisent  simultanément 
et  l'on  conçoit  que  dans  les  tubes  de  grande  longueur  les  moindres 
variations  de  température  sont  capables  de  nuire  à  la  netteté  des 
observations. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  phénomènes,  dont  il  a 
suffi  de  montrer  le  caractère  général. 

Nous  signalerons,  en  terminant,  les  recherches  de  M.  Lom- 
mel  (')  et  de  M.  H.  Struve  (2)  sur  l'étude  de  la  diffraction  des 
ouvertures  circulaires  parles  fonctions  de  Fourier-Bessel,  à  l'aide 
desquelles  on  peut  représenter  dune  manière  plus  synthétique  les 
résultats  qui  ont  été  exposés  précédemment  (loo)  par  une  autre 
méthode.  Ces  fonctions  sont  particulièrement  propres  à  la  dis- 
cussion des  phénomènes  symétriques  autour  d'un  axe  et  permet- 
traient peut-être  d'aborder  le  problème  qui  présente  le  plus  d'in- 
térêt, pour  les  instruments  affectés  d'aberration,  c'est-à-dire  de 
rechercher  à  quelle  distance  du  loyer  se  trouve  le  plan  dans  lequel 
l'image  centrale  présente  le  plus  petit  diamètre,  ou  le  plan  qui 
correspond  au  maximum  de  pénétration,  et  comment  se  distribue 
la  lumière  dans  ce  plan. 


(')  Lommel,  Zeitschrift  fur  Math,  und  Physik,  t.  XV,  p.   i4i;  1870. 
(2)  H.  Struve,  Mém.  de  l'Ac.  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  t.  XXXIV, 
ir  5;  1886. 
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CHAPITRE  VI. 

INTERFÉRENCES  PAR  LES  LAMES  ISOTROPES. 


264.  Caractère  et  position  des  franges.  —  Les  retards  pro- 
duits par  les  lames  isotropes  donnent  lieu  à  des  phénomènes 
d'interférence  très  variés,  pour  lesquels  il  n'est  plus  nécessaire  de 
recourir  à  des  sources  de  lumière  dont  l'angle  apparent  soit  très 
petit;  c'est  ce  caractère  particulier  qu'il  est  nécessaire  de  mettre 
d'abord  en  évidence. 

On  a  vu  (121)  qu'un  ensemble  de  rayons  indépendants  peut 
être  remplacé  par  des  systèmes  d'ondes  sphériques  indépendants 
ayant  pour  centres  les  différents  points  d'une  surface  arbitraires, 
ou  même  plus  généralement  par  une  série  de  systèmes  d'ondes 
de  forme  quelconque. 

S'il  se  trouve,  par  suite  des  conditions  de  l'expérience,  que  les 
ondes  sphériques  ayant  pour  centre  un  point  A  (ou  les  rayons 
correspondants)  puissent  être  décomposées  en  deux  groupes  entre 
lesquels  existe  une  différence  de  marche  définie,  la  vibration  au 
point  A,  réelle  ou  virtuelle,  sera  la  résultante  de  celles  qui  se- 
raient dues  aux  deux  systèmes  d'ondes.  Il  pourra  donc  se  produire 
en  ce  point  une  interférence  totale  ou  partielle,  suivant  que  les 
vibrations  composantes  auront  la  même  intensité  ou  des  intensités 
différentes. 

Lorsque  la  même  différence  de  marche  A  a  lieu  pour  les  deux 
groupes  d'ondes  sphériques  ayant  pour  centres  les  différents 
points  A,  A',  ...  de  la  surface  S,  la  vibration  résultante  a  la  même 
intensité  en  tous  les  points  et  la  surface  S  paraîtra  éclairée  d'une 
manière  uniforme.  En  outre,  si  le  retard  A  est  constant  pour  cha- 
cune des  lumières  homogènes  qui  constituent  le  faisceau  général, 

la  perte  de  phase  correspondante  o  =  2  tu  y  est  variable,  en  géné- 
ral, avec  la  longueur  d'onde,  et  l'éclairement  de  la  surface  est  très 
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inégal  pour  les  différentes  couleurs.  La  superposition  de  ces 
éclairements  ne  reproduira  pas  de  la  lumière  blanche,  sauf  des 
cas  exceptionnels  ;  la  surface  S  paraîtra  encore  uniformément 
éclairée,  elle  présentera  ce  qu'on  appelle  une  teinte  plate,  mais 
avec  une  couleur  particulière  définie  par  la  loi  de  variation 
des  pertes  de  phase. 

Lorsque  la  différence  de  marche  A  est  variable  d'un  point  à 
l'autre,  les  points  qui  correspondent  au  même  retard  forment  une 
frange  de  caractère  déterminé,  localisée  sur  la  surface  S.  La  forme 
de  ces  franges,  qui  présentent  une  série  de  maxima  et  de  minima 
dans  la  lumière  homogène,  dépend  des  conditions  de  l'expérience. 
Quand  on  emploie  la  lumière  blanche,  la  position  des  maxima 
n'est  pas  la  même,  en  général,  pour  toutes  les  couleurs  ;  mais,  si 
le  déplacement  n'est  pas  trop  rapide,  on  obtiendra  des  franges 
irisées  ou  des  franges  de  teintes  variables  dues  à  la  superposition 
des  systèmes  relatifs  aux  différentes  longueurs  d'onde.  La  surface 
S  apparaît  alors  comme  si  elle  était  recouverte  d'une  peinture  vé- 
ritable de  couleurs  plus  ou  moins  pures. 

Enfin,  lorsque  l'égalité  de  différence  de  marche  A  a  lieu  pour 
les  deux  groupes  dans  lesquels  se  décompose  un  système  d'ondes 
planes  (ou  de  rayons  parallèles),  l'interférence  a  lieu  à  l'infini 
dans  une  direction  normale  aux  ondes  ;  le  phénomène  se  repro- 
duira suivant  la  même  direction,  soit  dans  le  plan  focal  principal 
d'une  lentille,  soit  sur  la  rétine  d'un  observateur  dont  l'œil  est 
accommodé  pour  la  vision  éloignée. 

Si  tous  les  systèmes  d'ondes  planes  de  différentes  directions 
donnent  lieu  au  même  retard  A,  le  plan  focal  de  la  lentille  ou  la 
rétine  de  l'observateur  recevront  un  éclairement  uniforme  avec  la 
lumière  homogène  ou  une  teinte  plate  avec  la  lumière  blanche. 

Si  la  différence  de  marche  est  variable  avec  la  direction  des 
ondes  planes,  il  se  produira  dans  le  plan  focal  de  la  lentille  ou  sur 
la  rétine  un  système  de  franges  de  forme  déterminée  :  ce  sont  des 
franges  à  V infini.  Ces  franges  peuvent  également  apparaître  avec 
des  irisations  plus  ou  moins  vives,  quand  on  emploie  la  lumière 
blanche  et  que  la  perte  de  phase,  pour  une  direction  déterminée, 
ne  varie  pas  trop  rapidement  d'une  couleur  à  l'autre. 


M.  —  I. 
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Franges  localisées. 


26o.  Lame  unique.  Anneaux  de  réflexion.  —  La  réflexion 
de  la  lumière  blanche  sur  les  lames  minces  de  corps  transparents 
donne  souvent  lieu  à  des  colorations  du  plus  vif  éclat.  Ce  sont 
de  véritables  franges  d'interférence  localisées,  dont  la  forme 
dépend  de  l'épaisseur  du  milieu  en  chaque  point  et  de  l'angle 
sous  lequel  on  observe  la  lumière  réfléchie.  Telles  sont  les  bulles 
de  savon,  les  couches  minces  de  corps  gras  à  la  surface  de  l'eau, 
les  couches  d'oxydes  métalliques,  les  vides  qui  se  trouvent  entre 
les  feuillets  d'un  cristal  élevé,  etc.  Dans  ces  différents  cas,  les 
colorations  se  présentent  comme  si  elles  étaient  réellement  peintes 
à  la  surface  des  objets. 

L'observation  de  ces  couleurs  est  très  ancienne  et  a  donné  lieu 
à  un  grand  nombre  de  travaux.  Pour  déterminer  les  lois  du  phé- 
nomène, Newton  (*)  l'a  reproduit  dans  des  conditions  plus  régu- 
lières en  mesurant  les  anneaux  colorés  qu'on  aperçoit  dans  la 
couche  d'air  située  entre  un  plan  de  verre  et  la  surface  convexe 
d'une  lentille  de  verre  placée  sur  ce  plan. 

Si  les  surfaces  sont  bien  appliquées  l'une  sur  l'autre,  l'appareil 
étant  éclairé  par  une  lumière  à  peu  près  homogène  ou  observé  au 
travers  d'un  verre  rouge,  on  voit  autour  du  point  de  contact  une 
tache  noire  d'une  certaine  étendue,  entourée  par  une  bande  annu- 
laire brillante,  puis  un  anneau  sombre,  et  une  succession  d'an- 
neaux alternativement  brillants  et  obscurs  qui  se  resserrent  à 
mesure  que  leur  diamètre  augmente.  Avec  une  lumière  blanche, 
comme  celle  qui  provient  des  nuages,  le  premier  anneau  brillant 
est  bordé  de  bleu  à  l'intérieur,  de  rouge  en  dehors  ;  l'irisation 
augmente  pour  les  suivants,  qui  ne  tardent  pas  à  empiéter  l'un  sur 
l'autre,  en  donnant  une  succession  de  couleurs  tout  à  fait  compa- 
rables à  celles  des  franges  d'interférence  à  centre  noire  (138),  et 
le  nombre  des  anneaux  visibles  est  beaucoup  moindre  que  dans 
une  lumière  homogène. 

On  n'aperçoit,  en  général,  avec  la  lumière  blanche,  que  huit  ou 


(')  Newton,  Optics,  liv.  II.  London,  170^. 


INTERFÉRENCES    PAR    LES    LAMES    ISOTROPES.  4 1 9 

dix  anneaux  ;  mais  Newton  parvenait  à  distinguer  des  anneaux 
d'un  ordre  beaucoup  plus  élevé  en  observant  le  phénomène  au 
travers  d'un  prisme.  Si  la  dispersion  des  couleurs  dans  le  prisme 
est  de  sens  contraire  à  celle  des  anneaux,  on  peut  ainsi  ramener 
en  coïncidence  des  franges  de  même  ordre  et  les  faire  appa- 
raître à  une  distance  notable  du  centre. 

Le  phénomène  présente  cette  circonstance  remarquable  qu'en 
rétablissant  ainsi  l'achromatisme  des  anneaux  très  éloignés  de  la 
tache  centrale,  on  en  distingue  davantage  et  l'on  peut  les  faire 
apparaître  quand  ils  étaient  invisibles.  Newton  en  aperçut  plus 
de  quarante  dans  un  appareil  ordinaire;  en  posant  l'un  sur  l'autre 
deux  objectifs  assez  écartés  pour  ne  laisser  voir  qu'un  éclairement 
uniforme,  il  y  fit  apparaître  un  très  grand  nombre  d'anneaux  par 
la  vision  au  travers  d'un  prisme. 

Si  l'on  observe  d'abord  les  anneaux  ordinaires  dans  une  direc- 
tion normale  et  qu'on  s'en  écarte  de  plus  en  plus,  on  les  voit 
s'élargir  progressivement. 

Ils  se  resserrent,  au  contraire,  quand  on  met  une  goutte  d'eau 
entre  les  deux  surfaces,  c'est-à-dire  quand  on  remplace  la  couche 
d'air  par  une  couche  d'eau  ou  d'un  autre  liquide. 

Le  diamètre  des  anneaux  d'un  ordre  déterminé  dépend  donc  de 
la  nature  et  de  l'épaisseur  de  la  couche  comprise  entre  les  deux 
surfaces  aux  points  correspondants  et  il  augmente  avec  l'angle 
d'incidence. 

La  netteté  du  phénomène,  en  effet,  tient  en  partie  à  cette  cir- 
constance que  la  pupille  de  l'observateur  limite  le  faisceau  de 
lumière  réfléchie  réellement  utilisé.  Les  rayons  émanés  d'un  point 
A  de  la  surface  inférieure  (ou  de  la  couche  d'air),  et  qui  arrivent 
à  l'œil,  forment  un  faisceau  très  étroit  qui  semble  émaner  de 
l'image  A'  de  ce  point  vu  au  travers  de  la  lentille.  Ces  rayons  for- 
ment avec  la  normale  à  la  lame  des  angles  très  peu  différents  et 
proviennent  de  rayons  primitifs  dont  l'angle  d'incidence  était 
aussi  sensiblement  le  même. 

Le  déplacement  AA;  de  l'image  a  pour  résultat  de  déformer  les 
anneaux,  en  leur  donnant  une  apparence  elliptique,  quand  l'angle 
d'incidence  est  un  peu  grand  ;  mais  le  diamètre  de  l'anneau  per- 
pendiculaire au  plan  de  réflexion  n'est  pas  modifié  d'une  manière 
appréciable. 
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Newton  déterminait  ce  diamètre  en  appliquant  sur  la  face  supé- 
rieure de  la  lentille  les  pointes  d'un  compas  qu'il  faisait  coïncider 
avec  les  deux  bords  apparents  d'un  anneau  ;  il  tenait  compte,  en 
outre,  de  l'erreur  due  à  cette  circonstance  que  la  distance  des 
pointes  du  compas  est  un  peu  moindre  que  le  diamètre  réel  de 
l'anneau  sur  lequel  l'œil  les  projette  en  même  temps. 

L'inclinaison  était  évaluée  par  des  moyens  graphiques.  Enfin 
l'influence  de  l'indice  de  réfraction  était  déterminée  en  comparant 
les  diamètres  des  anneaux  de  même  ordre  obtenus  dans  le  même 
appareil  avec  une  couche  d'air  et  une  goutte  de  liquide. 

Pour  de  grandes  valeurs  de  l'angle  d'incidence,  il  est  avantageux 
de  remplacer  la  lentille  par  un  prisme  à  section  isoscèle  dont  la 
face  hypoténuse,  qui  est  posée  sur  le  plan  inférieur,  est  une  sur- 
face sphérique  de  très  grand  rayon,  et  l'on  observe  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'arête  du  prisme.  L'angle  des  rayons  avec  la 
normale  dans  la  couche  mince  peut  alors  se  déterminer  par  la 
direction  des  rayons  émergents  et  l'angle  du  prisme. 

Si  l'on  veut  obtenir  des  mesures  plus  précises,  on  place  le  sys- 
tème producteur  d'anneaux  sur  le  chariot  d'une  machine  à  di- 
viser ('),  et  l'on  observe  avec  une  lunette  à  réticule  mobile  sur  un 
cercle  vertical  parallèle  au  plan  de  réflexion.  La  lunette  est  pointée 
à  la  distance  voulue  et  l'un  des  fils  du  réticule  est  situé  dans  le  plan 
vertical  de  la  lunette.  La  vis  de  la  machine  permet  d'amener  suc- 
cessivement les  bords  des  anneaux  en  contact  avec  le  réticule. 

Le  nombre  des  tours  de  la  vis,  nécessaire  pour  passer  d'un  bord 
à  l'autre,  donne  le  diamètre  des  anneaux  et  le  cercle  de  la  lunette 
l'inclinaison  correspondante.  L'emploi  d'une  flamme  d'alcool  salé 
permet  ainsi  de  mesurer  des  anneaux  d'un  ordre  très  élevé. 

266.  Lois  expérimentales.  —  En  éclairant  son  appareil  avec 
des  couleurs  empruntées  au  spectre  solaire,  Newton  a  constaté 
(pie  les  anneaux  obéissent  aux  lois  suivantes  : 


°  Les  carrés  des  diamètres  varient  comme  les  nombres  pairs 
2,  4 -,  •••  pour  les  anneaux  obscurs,  et  comme  les  nombres  im- 
pairs i,  3,  5,  ...  pour  les  anneaux  brillants. 


o. 


(')  De  la  Provostaye  et  Desains,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XXVII, 
p.  423;  i849. 
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2°  Le  carré  du  diamètre  d'un  anneau  d'ordre  déterminé  est  en 
raison  inverse  du  cosinus  de  l'angle  d'inclinaison  ou,  plus  géné- 
ralement, de  l'angle  que  fait  le  rajon  avec  la  normale  dans  l'inté- 
rieur de  la  lame. 

3°  Pour  des  milieux  différents  et  sous  le  même  angle,  les  carrés 
des  diamètres  des  anneaux  de  même  ordre  sont  en  raison  inverse 
des  indices  de  réfraction. 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  appelle  Rie  rayon  de  courbure 
de  la  surface  S  de  la  lentille  {fig>  122),  l'épaisseur  e  de  la  lame  à 

Fie.   122. 


la  distance  p  du  point  de  contact  satisfait  à  l'équation 

p2—  (2R  —  e)e, 

6 

qui  donne  sensiblement,  le  rapport  —  étant  très  petil, 

(1)  P*  =  2Re. 

Le  carré  du  diamètre  d'un  anneau  étant  proportionnel  à  l'épais- 
seur correspondante,  si  l'on  appelle  s  l'épaisseur  relative  au  pre- 
mier anneau  brillant  pour  l'incidence  normale,  n  l'indice  de  ré- 
fraction du  milieu  et  /■  l'angle  des  rayons  avec  la  normale,  on 
peut  résumer  les  lois  qui  précèdent  en  disant  que  l'épaisseur  e  de 
la  lame  qui  produit  un  maximum  ou  un  minimum  est 

(2) 


11  cos/- 


le  facteur/?  étant  pair  pour  les  minima  et  impair  pourles  maxima. 

267.   Théorie  des  anneaux.  —  La  difficulté    d'expliquer  les 
phénomènes   de  polarisation  découverts  par  Huygens  a  détaché 
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Newton  de  l'hypothèse  des  ondulations  qu'il  avait  adoptée  d'abord 
et  c'est  pour  rendre  compte  des  anneaux  colorés  qu'il  a  imaginé 
la  doctrine  des  accès  (5). 

Les  molécules  lumineuses  qui  arrivent  à  la  première  surface  de 
la  lame  mince  sont  disposées,  les  unes  à  se  réfléchir,  les  autres  à 
se  réfracter.  Si  l'épaisseur  de  la  couche  est  nulle  ou  équivaut  à  un 
nombre  entier  de  longueurs  d'accès,  c'est-à-dire  à  un  nombre  pair 
de  demi-longueurs  d'accès,  les  molécules  transmises  se  trouveront 
de  nouveau  à  la  seconde  surface  dans  un  accès  de  facile  réfraction, 
de  sorte  que  le  rayon  réfléchi  sera  nul  ou  au  moins  très  faible.  La 
lumière  émise  par  réflexion  sur  ces  points  ne  comprend  alors  que 
les  molécules  réfléchies  à  la  première  surface,  ce  qui  correspond 
aux  minima. 

Si  l'épaisseur  équivaut  à  un  nombre  impair  de  demi-longueurs 
d'accès,  les  molécules  qui  ont  traversé  la  première  surface  se 
trouvent  sur  la  seconde  dans  un  accès  de  facile  réflexion  et  re- 
viennent en  grande  partie  à  la  première,  où  elles  sont  de  nouveau 
dans  un  accès  de  facile  réfraction.  Elles  s'ajoutent  alors  à  celles 
qui  ont  été  réfléchies  d'abord  sur  cette  surface  et  donnent  lieu  à 
des  maxima  de  lumière. 

D'après  cette  manière  de  voir,  la  quantité  2£,  qui  est  variable 
d'une  couleur  à  l'autre,  représente  la  longueur  d'accès  dans  l'air. 
L'épaisseur  e  se  déduit  du  diamètre  de  l'anneau  et  du  rayon  de 
courbure  de  la  lentille  par  l'équation  (i),  de  sorte  que  les  mesures 
de  Newton  avec  les  rayons  du  spectre  lui  ont  permis  de  déter- 
miner par  l'équation  (2)  les  longueurs  d'accès  relatives  aux  dif- 
férentes couleurs. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  suivre  les  développements  de  cette 
théorie,  il  suffira  de  rappeler  une  expérience  décisive  par  laquelle 
Fresnel  (')  a  démontré  que  les  anneaux  obscurs  ne  sont  pas  tels 
par  un  pur  effet  de  contraste,  mais  correspondent  réellement  à 
une  destruction  de  la  lumière  réfléchie  sur  la  première  surface. 
En  produisant  les  anneaux  à  l'aide  d'une  lentille  posée  sur  le  bord 
d'un  plan  de  verre  dont  la  face  inférieure  est  noircie,  on  observe 
les  deux  images  de  la  flamme  d'une  bougie,  ou  de  tout  autre  objet 
brillant  peu  étendu,  réfléchies  par  ce  veçre  et  la  seconde  surface 

(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  1 33- 
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de  la  lentille.  Si  l'on  compare  les  anneaux  obscurs  à  l'image  ré- 
fléchie par  la  seconde  surface  de  la  lentille,  en  dehors  du  verre 
plan,  il  est  aisé  déjuger  que  l'œil  reçoit  beaucoup  moins  de  lu- 
mière des  anneaux  obscurs.  Ce  résultat  est  en  contradiction 
absolue  avec  l'explication  de  Newton. 

On  peut  même  éliminer  toute  lumière  étrangère  en  plaçant  le 
plan  de  verre,  dont  la  face  inférieure  est  noircie,  sur  un  morceau 
de  velours  et  produisant  les  anneaux  sur  le  bord  du  plan  à  l'aide 
d'un  prisme  ;  on  constate  alors,  par  comparaison  avec  le  velours, 
que  la  tache  centrale  (et  les  minima  dans  la  lumière  homogène) 
est  absolument  noire. 

C'est  à  Young  (')  que  revient  la  gloire  d'avoir  expliqué  le  phé- 
nomène des  anneaux  colorés  par  l'interférence  des  rayons  réflé- 
chis sur  les  deux  surfaces  de  la  lame  mince.  Dans  ce  cas,  la  dif- 
férence de  marche  a  pour  expression  (45) 

X 

A  =  2/ieCOS/"=:  p-, 
2 

et  l'on  retrouve  bien  les  lois  précédentes,  puisque  l'épaisseur  rela- 
tive à  un  phénomène  déterminé  est  en  raison  inverse  de  n  cosr. 

268.  Nature  de  V interférence  au  centre  des  anneaux.  —  Tou- 
tefois le  calcul  semble  indiquer  qu'il  y  aura  maximum  de  lumière 
pour  une  valeur  paire  de/?  et  minimum  pour  une  valeur  impaire, 
ce  qui  est  exactement  le  contraire  des  faits  observés.  Young  a 
levé  cette  difficulté  par  une  explication  ingénieuse. 

Les  deux  réflexions  subies  par  les  rayons  qui  interfèrent  sont 
de  natures  différentes.  Pour  la  première,  la  lumière  se  propage 
d'abord  dans  un  milieu  plus  réfringent  (le  verre)  et  se  réfléchit 
sur  la  surface  d'un  milieu  moins  réfringent  (l'air),  tandis  que 
l'inverse  a  lieu  pour  la  seconde  réflexion. 

Par  analogie  avec  le  choc  des  billes  élastiques  ou  avec  la  réflexion 
du  son  à  l'extrémité  d'un  tuyau  sonore,  Young  a  admis  (138) 
que  la  réflexion  est  accompagnée  d'un  changement  de  signe  dans 
la  vibration  quand  elle  a  lieu  sur  un  milieu  plus  réfringent,  ce  qui 
est  le  cas  de  la  seconde  réflexion.  Tout  se  passe  donc  comme  si 

(')  Th.  Young,  Phil.  Tram.  L.  R.  S.,  p.  12;  1802, 


}24  CHAPITRE    VI. 

Je  phénomène  physique  ajoutait  un  retard  d'une  demi-longueur 
d'onde  au  rayon  réfléchi  sur  la  seconde  surface. 

En  tenant  compte  de  cette  circonstance,  la  différence  de  marche 
physique  doit  être 

(3)  A  =  inecosr  4-  -  =  (p  -+- 1)  -  > 
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expression  entièrement  conforme  aux  lois  expérimentales  établies 
par  Newton,  puisque  l'intensité  est  minimum  ou  maximum  sui- 
vant que  p  est  pair  ou  impair. 

Young  a  confirmé  l'exactitude  de  cette  explication  par  une 
expérience  directe,  où  les  deux  réflexions  sont  de  même  nature, 
en  produisant  les  franges  avec  une  lentille  de  crown  et  une  plaque 
de  flint  entre  lesquelles  il  introduit  un  liquide  tel  que  l'essence  de 
sassafras  dont  l'indice  de  réfraction  est  intermédiaire  entre  ceux 
du  crown  et  du  flint. 

Dans  ce  cas,  les  vibrations  réfléchies  changent  de  signe  toutes 
deux,  ou  ne  changent  pas  de  signe,  de  sorte  que  le  retard  optique 
tient  uniquement  à  la  différence  des  chemins  parcourus  et  la 
tache  centrale  doit  être  blanche,  ce  qui  est  conforme  à  l'observa- 
tion. Si  le  plan  inférieur  est  formé  de  deux  verres  accolés,  l'un  en 
flint,  l'autre  en  crown,  la  lentille  supérieure  étant  également  en 
crown,  et  qu'avec  l'essence  de  sassafras,  ou  un  mélange  d'essence 
de  girofle  et  d'essence  de  laurier,  le  centre  des  anneaux  se  trouve 
sur  la  ligne  de  jonction  des  deux  parties  du  plan,  on  constate 
que  les  anneaux  des  deux  systèmes  sont  brillants  d'un  côté  de 
cette  ligne  et  obscurs  de  l'autre,  ou  formés  de  teintes  complé- 
mentaires. La  tache  centrale  est  donc  encore  noire  quand  le  mi- 
lieu qui  forme  la  lame  est  plus  réfringent  que  les  deux  milieux 
entre  lesquels  il  est  compris. 

La  même  expérience  a  été  répétée  par  Arago  (')  avec  une  len- 
tille de  crown  et  un  plan  de  flint  entre  lesquels  il  introduisait  de 
l'huile  de  cassia  dont  l'indice  est  supérieur  à  celui  du  flint. 

Les  longueurs  d'accès  mesurées  par  Newton  représentent  les 
longueurs  d'onde  des  différentes  lumières  ;  car,  pour  le  premier 
anneau  brillant  par  exemple,  qui  correspond  à  p  =  1  dans  l'équa- 

(')  Fresxel,  Œuvres,  t.  I,  p.  i^G, 
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tion  (2)  et  dans  l'équation  (3),  la  longueur  d'accès  2 £  et  la  lon- 
gueur d'onde  A  ont  la  même  expression  2  ne  cos/'. 

269.  Influence  des  réflexions  multiples.  —  Les  deux  vibra- 
tions qu'Young  considère  n'ont  pas  la  même  intensité,  puisque 
l'une  d'elles  provient  des  rayons  qui  n'ont  subi  qu'une  réflexion 
et  l'autre  des  rayons  qui  ont  subi  une  réflexion  équivalente  et 
deux  réfractions  ;  leur  interférence  ne  peut  donc  pas  être  complète 
comme  l'exige  l'obscurité  absolue  de  la  taclie  centrale. 

Poisson  (')  a  montré  qu'il  est  nécessaire,  en  effet,  de  faire  in- 
tervenir les  vibrations  des  rayons  qui  ont  subi  une  série  de  ré- 
flexions intérieures  dans  la  lame  mince. 

Si  l'on  prend  pour  unité  l'amplitude  de  la  vibration  incidente 
et  qu'on  appelle  a  l'amplitude  de  la  vibration  réfléchie  à  la  pre- 
mière surface,  a'  celle  de  la  vibration  réfractée,  on  a  évidemment 

(4)  a«+a'»=i, 

puisque  L'intensité  totale  de  la  lumière  incidente  se  partage  entre 
les  deux  faisceaux  réfléchis  et  réfractés  (2). 

D'autre  part,  on  peut  considérer  comme  évident  (et  ce  résultat 
conforme  à  la  théorie  est  vérifié  par  l'expérience)  que  la  fraction 
de  lumière  qui  traverse  une  surface  est  indépendante  du  sens  de 
la  propagation;  il  en  résulte  alors  que  la  fraction  de  lumière  réflé- 
chie sur  une  surface  est  indépendante  du  milieu  dans  lequel  se  fait 
la  réflexion,  de  part  ou  d'autre,  l'amplitude  changeant  de  signe 
pour  l'une  de  ces  réflexions. 

En  désignant  par  b  le  coefficient  par  lequel  on  doit  multiplier 
l'amplitude  de  la  vibration  incidente  pour  obtenir  celle  de  la  vi- 
bration réfléchie  sur  la  face  inférieure  de  la  lame,  l'amplitude  re- 
lative au  deuxième  faisceau  est  a' b  après  sa  réflexion  et  a!  ba1 '  =  a'2b 


(1)  Poisson,  Ann.  de  Chim.  et  clePhys.,  [2],  t.  XXII,  p.  337;  1823. 

(2)  Quand  il  s'agit  de  milieux  différents,  on  ne  peut  plus  dire  que  l'intensité  de 
la  lumière  est  proportionnelle  au  carré  de  l'amplitude,  à  moins  d'admettre  que 
la  densité  de  l'éther  soit  la  même  dans  les  deux  milieux.  En  réalité,  l'intensité 
est  proportionnelle  au  produit  de  la  densité  de  l'éther  par  le  carré  de  l'ampli- 
tude. Sans  faire  intervenir  cette  considération,  il  suffit  de  représenter  par  a' 
une  quantité  proportionnelle  à  l'amplitude  de  la  vibration  réfractée  et  qui  cor- 
respondrait dans  le  premier  milieu  à  un  rayon  de  même  intensité. 


4^6  CHAPITRE    VI. 

au  retour  dans  le  premier  milieu  (  *  ).  La  réflexion  sur  la  première 
surface  des  rayons  d'amplitude  a'  b  donne  un  troisième  faisceau 
qui,  après  une  nouvelle  réflexion  sur  la  seconde  face  et  retour  dans 
le  milieu  supérieur  a  pour  amplitude  a'b( — ab)a'  =  — o!-b-a\ 
en  général,  l'amplitude  de  la  vibration  sera  rha'2bP+i  aP  pour 
2/?  +  i  réflexions  intérieures,  les  signes  +  ou  —  correspondant 
aux  cas  où  p  est  pair  ou  impair. 

Les  rayons  considérés  restent  sensiblement  parallèles  à  cause  de 
la  faible  courbure  des  surfaces  qui  limitent  la  lame  et  peuvent  être 
considérés  comme  superposés  à  la  sortie.  Si  toutes  ces  vibrations 
ont  la  même  phase,  l'amplitude  ah  de  la  résultante  de  celles  qui 
se  sont  réfléchies  dans  la  lame  est 

ai  =  ar-b[i  —  ab  +  a2  b2—a*bz  +  ...]. 

Comme  les  facteurs  a2  et  b-  sont  plus  petits  que  l'unité,  l'expres- 
sion comprise  entré  parenthèses  est  une  progression  géométrique 
décroissante  dont  la  somme,  si  l'on  fait  intervenir  toutes  les  ré- 
flexions en  nombre  illimité,  est  r» 

i  ■+-  ab 

En  tenant  compte  de  la  lumière  réfléchie  sur  la  première  sur- 
face, l'amplitude  A  de  la  vibration  résultante  est  donc 

a'2b  (i  —  a2)b         a+b 

(  5  )  A  =  a  h 7  =  a  -+-  --—     — '-  =  ■ =  • 

\-\-  ab  i  H-  ab  i  -h  ab 

Si  la  différence  de  phase  des  vibrations  successives  est  égale  à 
7û,  la  valeur  de  aK  devient 


anb 
i  —  ab 


a\  =  a'2  b  [i  -+-  ab  +  a%  b2  ■+- . . . ]  z 

et  l'amplitude  A'  de  la  vibration  résultante 

/n,  A/  ,         a  —  b 

(5)'  K'  =  a-a1=Tt=7S, 


(l)  On  suppose  ici  que  le  rayon  situé  dans  la  lame  jouit,  après  sa  réflexion, 
des  mêmes  propriétés  que  le  rayon  primitif  dans  le  premier  milieu.  Cette  hypo- 
thèse, qui  est  évidemment  exacte  pour  l'incidence  normale,  ne  l'est  pas  toujours 
pour  des  incidences  obliques,  à  cause  des  phénomènes  de  polarisation  dont  nous 
faisons  abstraction  pour  le  moment. 
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expression  qui  se  déduit  simplement  de  la  première  en  changeant 
le  signe  de  b. 

Lorsque  le  retard  A  relatif  au  rayon  qui  n'a  subi  qu'une  ré- 
flexion intérieure  est  un  nombre  entier  de  longueurs  d'onde  X,  le 
retard  pk  relatif  au  rayon  réfléchi  ip  —  i  fois  est  aussi  un  nombre 
entier  de  longueurs  d'onde;  toutes  les  vibrations  sont  alors  con- 
cordantes et  l'on  doit  employer  la  formule  (5). 

Quand  A  est  un  nombre  impair  de  demi-longueurs  d'onde,  ses 
multiples  successifs  sont  alternativement  un  nombre  impair  et  pair 

de  fois  -;  c'est  alors  la  formule  (5)'  qui  convient. 

Supposons  d'abord  que  le  troisième  milieu  soit  de  même  nature 
que  le  premier;  on  doit  alors  remplacer  b  par  —  a  (268)  et  l'on  a 

A  =  o,         A'  = 


i  H-  a1 


Dans  le  premier  cas,  l'intensité  est  rigoureusement  nulle;  c'est 
celui  de  la  tache  centrale  et  des  anneaux  obscurs. 
Dans  le  second  cas,  on  a 

A'5 


(i-f-a2)* 

Le  facteur  a  étant  très  petit,  l'intensité  est  sensiblement  quadruple 
de  celle  du  rayon  réfléchi  sur  la  face  supérieure. 

Si  l'indice  de  réfraction  de  la  lame  est  intermédiaire  entre  ceux 
des  milieux  qu'elle  sépare,  les  coefficients  a  et  b  sont  de  même 
signe.  Suivant  que  le  retard  A  est  un  nombre  pair  ou  impair  de 
demi-longueurs  d'onde,  on  a 

.         a  -h  b  .  ,        a  —  b 

A  = r  ou  A'= r- 

i  -h  ab  i  —  ab 

La  tache  centrale  est  alors  un  maximum;  les  minima  prennent 
la  position  des  maxima  primitifs  et  inversement,  mais  ces  minima 
ne  sont  plus  nuls. 

270.  Cas  général.  —  Le  calcul  de  Poisson  s'applique  seule- 
ment aux  cas  où  le  retard  A  est  un  nombre  entier  de  demi-longueurs 
d'onde;  Sir  G.  Airy(')  a  traité  le  problème  général. 

(')  Sir  G.  Airy,  Trans.  of  the  Cambr.  Phil.  Soc,  t.  IV,  p.  419;  i83o. 
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Si  la  vibration  réfléchie  sur  la  première  surface  est  représentée 
par  a  cos  tôt  et  que  o  soit  la  perte  de  phase  du  rayon  réfléchi  une 
fois  sur  la  face  inférieure,  la  vibration  de  ce  rayon  est 

a'2b  cos  (tôt  —  o)  ; 

celle  du  rayon  réfléchi  trois  fois 

—  a'2ab2  cos  (10/  —  20)  =  a'2 b( —  ab)  cos (ujt  -20), 

et  ainsi  de  même  pour  les  suivants. 

Les  vibrations  des  rayons  réfléchis  dans  la  lame  sont  successi- 
vement les  parties  réelles  des  expressions  imaginaires  a'2 be'^*'^ , 
a2b( — ab)ei{o)t~2?JK  ...,  qui  forment  une  progression  géométrique 
décroissante  dont  la  raison  est  —  abe~^.  La  résultante  xK  de  ces 
vibrations  est  donc 

x.  =  a'2b ;  =  (1  —  a-)b—^ 


1  4-  abe~ià  ei0  4-  ab 

La  résultante  x  de  toutes  les  vibrations,  y  compris  la  première 
acoswt,  ou  aei(ût,  est  alors 


L  eih  4-  c 


-a*)b 
ab 


b  4-  aeil 

eil  4-  ab 


ou,  en  prenant  les  termes  réels, 

[«(>  4-  b-)  4-  b{\  -4-  a2)  coso]  cos  tôt  4-  b{\  —  a2)  sinô  sinco/ 
i  4-  2  ab  cos  0  4-  a'2  b'2 

La  valeur  de  x  se  trouve  ainsi  exprimée  par  la  somme  de  deux 
vibrations  conjuguées,  qui  sont  les  termes  en  sinco  £  et  cosiot.  La 
perte  de  phase  <p  qu'elle  présente  par  rapport  à  la  vibration  réflé- 
chie sur  la  première  surface  est 

b(\  —  a2)sino  1  —  a1  sino 

(6)  tangcp 


ail  4-  b2)  4-  6(1  4-  a'1)  coso        i  +  62«(i  +  i2) 

V  '  V  '  -— -f  4-  COS  0 

0(1  4-  a2) 
et  l'amplitude  A  de  la  vibration  résultante 

M—  IX1  +  b2)  -h  b(i  -h  a2)  coso]2  +  b2 (1  —  a2)2  sin2o 
^''  ~  (1.4-  2 «6  cos 8  4-  a2 è2)2 
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Lorsque  les  milieux  extrêmes  sont  identiques,  on  doit  remplacer 
b  par  —  a;  il  vient  alors 

1  —  a-        sin  0                  1  —  a1         0 
(6V  tangcp -5= ;COt-, 

v    '  OT  1  H-  a2   1  —  coso  1  -+-  a2         2 


(7)'  A2- 


ko2  .  j 


in2 


si  n 


1  —  2a-  coso  -h  a*  2 


L'intensité  est  rigoureusement  nulle  quand  la  perte  de  phase  o  est 
un  nombre  entier  de  circonférences  ou  le  retard  A  un  nombre 
entier  de  longueurs  d'onde. 

Si  l'on  considère  seulement,  dans  un  calcul  approché,  le  rayon 
réfléchi  à  la  face  inférieure  en  lui  supposant  la  même  intensité 
qu'au  rayon  réfléchi  sur  la  première  surface,  la  vibration  résul- 
tante serait 

r  /  -vxt  •       8  /  71  0 

a\  cosoit —  cos(oo£—  0     =2«  sin  -  cos     tôt  H 

L  J  2       V  2       2 


on  aurait  alors 


O  77  .0 

>  A  =  2a  sin  - 
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Comme  le  coefficient  a2  est  généralement  petit  pour  les  lames 
transparentes,  on  peut,  sans  grande  erreur,  le  remplacer  par  zéro 
dans  l'équation  (6)'  et  dans  le  dénominateur  de  l'équation  (7)'; 
ces  équations  donnent  alors  les  mêmes  valeurs  pour  cp  et  A.  Le  rai- 
sonnement approché  d'Young  conduit  donc  à  des  résultats  extrê- 
mement voisins  de  la  vérité. 

271.  Vision  par  un  prisme  des  franges  localisées.  —  Le 
mode  de  calcul  utilisé  pour  l'étude  de  l'arc-en-ciel  (258)  permet 
d'expliquer  comment  l'emploi  d'un  prisme  est  capable  de  faciliter 
l'observation  des  anneaux  dans  la  lumière  blanche;  nous  exami- 
nerons le  problème  sous  une  forme  un  peu  plus  générale. 

Supposons  qu'un  système  de  franges,  localisé  sur  une  surface  S 
sensiblement  plane,  soit  symétrique  par  rapport  à  une  droite  Ox 
(ftg-  123)  à  laquelle  les  franges  sont  normales,  que  l'on  observe 
le  phénomène  en  armant  l'œil  d'un  prisme  P  dont  l'arête  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  symétrie  des  franges,  enfin  que  la  réfraction 
ait  lieu  dans  ce  plan  de  symétrie. 
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Soient 

x  la  distance  OM  du  point  observé  M  à  un  point  fixe  O  ; 

h  et  a  les  distances  PQ  et  OQ; 

i  et  9  les  angles  que  font  avec  la  normale  à  la  surface  S  le  rayon 

considéré  MPet  le  rayon  réfracté  correspondant  PM7; 
D  la  déviation  produite  par  le  prisme  pour  la  longueur  d'onde  \ 

et  l'indice  de  réfraction  n. 

La  différence  de  marche  A  relative  au  point  M  est  une  fonction 
f(x,  i)  des  variables  x  et  i  et  la  déviation  D  une  fonction  <p(j,  n). 


L'angle  Q,  qui  détermine  la  direction  suivant  laquelle  on  voit  le 
point  M,  est  donné  en  fonction  de  x  et  "k,  ou  x  et  /i,  par  les  équa- 
tions 

(  à  —  ml=f(x,  i), 

(8)  \  a  -h  x  —  Zitangi, 

D  =  0  —  i  —  cp  (  i,  n). 


L'ordre  m  de  la  frange  achromatique  est  défini  par  la  condition 
que,  pour  une  valeur  constante  de  m,  l'angle  9  passe  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  On  a  donc,  en  faisant  d§  =  o, 


m  dk  —  ~dx  -h  ~-.di. 
dx  di 


dx  — —  di, 

COS^l 

—  di  =  -v -.  ai  -\-  ~-  an; 
di            an 

à?\_      (    h     d/  +  à/\ 

di  J            \  cos2£  dx       di  ) 

do  dn 
dît  dk 
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dn 

dk 


Si  l'on  représente  par  L  l'expression  — ^777  qui  dépend  de  1 


nature  du  prisme,  on  peut  écrire 

,  /        <*p\       .  /    h     df       df\  do 
w/  \         ôi  )  \cos2i  àx       di  J  on 

Les  équations  (8)  et  (9)  déterminent  toutes  les  inconnues  m, 
x,  i  et  Q  relatives  à  la  frange  achromatique. 

La  largeur  apparente  oO  d'une  frange  s'obtiendra,  de  même,  en 
faisant  om  =  1  et  considérant  \  et  n  comme  des  constantes,  ce 
qui  donne 

X  =  -f-  %X  H-  -fr  0/, 
OX  =  r-:0«, 


oO  —  oj  =  — .  of  ; 

(10)  Ml+p    .=:     =-?-/-  -t-  t:     oO. 

\  </£  /  \COS2J    dx  C/i  / 

Au  voisinage  de  la  frange  achromatique,  on  doit  tenir  compte 
de  l'équation  (9);  il  en  résulte 

(il)  06=    —    — !-• 

Comme  les  facteurs  L  et  -—•  varient  très  lentement  avec  la  lon- 

on 

gueur  d'onde,  on  voit  que,  quelle  que  soit  la  loi  f(x,  i)  du  phé- 
nomène d'interférence,  la  valeur  de  SB  est  presque  invariable  au 
voisinage  de  la  frange  achromatique,  de  sorte  qu'on  apercevra  un 
très  grand  nombre  de  franges. 

Il  est  même  possible,  en  choisissant  d'une  manière  convenable 
l'inclinaison  du  prisme,  de  rendre  la  coïncidence  encore  plus  par- 
faite, si  les  variations  des  deux  facteurs  L  et  -r^  se  compensent, 

on  r 

c'est-à-dire  si  la  dérivée  de  leur  produit  est  nulle  ou 

T  â'o       clL  do 
(12)  L— -±  -h -y-  ^=0. 

on1       an  on 

En  appelant  A  l'angle  du  prisme,  ;•  l'angle  de  réfraction  à  l'en- 
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trée,  /•'  et  il  les  angles  relatifs  à  la  sortie,  on  a  (76) 

do  sinA 

on        cos/'  cosi' 

—  =smA^ang,-^  +  tang<- 

.     .  /  .     .       tan  g/'  tanç2/' 

=  si  n  A    sin  A - - — 

\  cos/'  cos l  n 

D'autre  part,  si  [3  est  l'angle  de  la  première  face  du  prisme  avec 
la  surface  S,  l'angle  d'incidence  à  l'entrée  est  p  —  i. 
L'équation  (26)  du  n°  77  devient  alors 

oi'  cos  ([3 —  i)cosr' 


01  cos/-  cos  1 


On  a  d'ailleurs 
par  suite, 


<p  —  P  —  «  4-  i'  —  A  ; 

^'f  0/'  _  cos  ([3  —  1)  cos/*' 

<}j         oi  cos/*  cos  i' 


Finalement,  l'ordre  de  la  frange  achromatique,  la  distance  an- 
ilaire  des  frange 
tisme  deviennent 

(9)' 

(11)'  oO 


gulaire  des  franges  voisines  et  la  condition  de  meilleur  achroma- 


m\  __  f     h      df       df\  sin  A 

L     _  \cos'2j  ôjc        di  )  cos  ((3 —  i)cosr' 
L        sin  A 


m  cos/'  cosi 


(12)'  =-  -j-  =  sin  ((3  —  i)  tangr  cosi7—  sin  A  tangt'. 

Lj     Cl  II 

Cette  dernière  équation  est  indépendante  de  la  loi  du  phéno- 
mène d'interférence.  Gomme  les  angles  r  et  i'  sont  des  fonctions 
de  l'angle  (3  —  l  et  que  l'angle  i  est  déterminé  par  la  condition 
d'achromatisme,  le  second  membre  est  en  définitive  une  fonction 
de  l'angle  [i. 

Lorsque  l'équation  est  satisfaite,  et  l'on  y  arrive  au  moins  d'une 
manière  approximative  par  tâtonnements,  si  les  franges  sont  très 
serrées,  on  en  aperçoit  un  si  grand  nombre  que  le  phénomène  est 
tout  à  fait  comparable  à  celui  que  l'on  observerait  avec  de  la  lu- 
mière homogène. 
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Il  semble  d'abord  que  l'on  pourrait  remplacer  le  prisme  par  un 
réseau,  mais  les  résultats  seraient  tout  différents.  En  effet,  la  dé- 
viation D  doit  alors  être  considérée  comme  une  fonction  cp(/,  \) 
des  variables  i  et  X;  la  condition  d'achromatisme  devient 


(■*»=  -(; 


h      df       df\  (h 

cos-i  d^r        #£  /  c/A 


et  l'angle  apparent  des  franges  voisines 

A     dcp 

m  a  a 

La  déviation  dans  un  réseau  étant  proportionnelle  à  la  longueur 
d'onde,  sa  dérivée  est  une  constante;  l'angle  apparent  89  est/donc 
proportionnel  à  la  longueur  d'onde  et  le  nombre  des  franges  vi- 
sibles n'est  pas  augmenté. 

272.  Franges  d'interférence.  —  Considérons  d'abord  le  cas 
des  interférences  ordinaires,  que  l'on  recevra,  par  exemple,  sur  un 
verre  dépoli  ou  sur  un  écran,  de  manière  à  pouvoir  les  observer 
très  obliquement  au  travers  d'un  prisme.  Le  point  O  étant  choisi 
au  centre  du  phénomène,  la  différence  de  marche  A  est  simplement 
proportionnelle  à  x  et  l'on  a 

ml  =f(x,  i)  =  ax, 

df  =  a  df  _  Q 

dx  di 

Il  n'existe  alors  qu'une  frange  achromatique,  dont  l'ordre  m  et 
la  distance  x  sont  déterminés  par  les  équations 


ml 

hy. 

COS2l 

—  h 

sin  A 

L 
ml 

'  cos 
L 

os2  i 

{$  —  i)co&r'' 
sin  A 

a 

cos((3  — 

i)  cos/-' 

Ces  valeurs  de  m  et  de  x  sont  d'autant  plus  grandes,  toutes 
choses  égales,  que  le  prisme  est  plus  éloigné  de  la  surface  S. 
Pour  i=  o,  c'est-à-dire  dans  la  direction  même  des  rajons  qui 

interfèrent,  on  a 

ml        .  T        sin  A 

x  =  —  k  L 


a  cospcosr 

M.  -  I.  28 
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Enfin,  pour  i=  o  et  jâ=  o,  il  reste  simplement 

x  = =  liL  tang  A. 

a 

273.  Anneaux  de  Newton.  —  Dans  le  cas  des  anneaux  de 
Newton  produits  par  une  lame  d'air  entre  des  verres  dont  les  sur- 
faces sont  sensiblement  planes,  si  le  point  O  est  encore  au  centre 
du  phénomène,  on  peut  supposer  que  la  distance  e0  des  verres 
n'est  pas  nulle  au  centre  et  représenter  l'épaisseur  e  d'air  au 
point  M  par 


(i3) 

On  a  alors 


x- 
2~R 


xl 
2  e  COS  l  =  |  2  en  -+-  -vr  )  cos  l. 


i) 


df       ix        .  df 

-f-  =  -=-  cos  i,  -^  = — 2esmi. 

ox        R  ai 

La  condition  d'achromatisme  devient 

.    ,  m\        (    hx  .     \  siiiA 

('4)  TT=  (n^Zn-esmi 


2L        \Rcosj  /  cos((3 —  z)cosr' 

ou,  en  remplaçant  m\  par  ie  cos?, 

hx  sin  A 


(1 


Tcosi  sin  i  sin  A 

5)      e[-[7  +  cosO  —  /)cos/-'J    ~R 


cos  t  cos  (  [J  —  «')  cosr' 


Le  problème  est  entièrement  déterminé  par  les  équations  (8), 
(.3),  (i4)  et  (.5). 

Il  se  présente  même  cette  circonstance  particulière  que  l'équa- 
tion finale,  qui  détermine  la  distance  x  ou  l'angle  8,  n'est  pas  du 
premier  degré;  il  peut  donc  exister  plusieurs  franges  achroma- 
tiques distinctes  et  plusieurs  groupes  de  franges  visibles. 

Pour  i  =  o,  par  exemple,  l'équation  (i5)  se  réduit  à 


L/i        sin  A 

e  = 


R    cos  S  cos/ 


t  ^, 


T  sin  A 

2L/1  r ;d?  -+-  2R<*0=  O. 

COS^COS/'' 
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Le  problème  n'est  possible  que  si  la  condition 

sin2A 


2Re0<L2h- 


cos2(3  cos2/-' 


est  satisfaite  et  les  deux  valeurs  de  x  sont  positives. 

Lorsque  les  surfaces  qui  limitent  la  couche  d'air  sont  en  con- 
tact, e0=  o;  l'une  des  valeurs  de  x  est  nulle  et  l'autre 

sinA 

X  =  2  L  II 


cosjii  cosr 


La  tache  centrale  reste  alors  achromatique  et  il  se  produit  en 
même  temps  une  frange  achromatique  d'ordre  élevé. 

Un  effet  de  même  ordre  a  lieu  quand  on  remplace  le  verre 
supérieur  de  l'appareil  producteur  de  franges  par  un  prisme  iso- 
scèle  dont  la  base  est  appliquée  sur  une  lame  de  verre.  Si  les  sur- 
faces sont  en  contact,  on  aperçoit  encore  la  tache  centrale  et  un 
nombre  de  franges  notablement  plus  grand  que  dans  les  conditions 
habituelles. 

Le  problème  est  moins  simple  quand  on  vise  au  travers  du 
prisme  en  dehors  de  la  section  principale,  ou  que  le  plan  d'inci- 
dence ne  passe  plus  par  le  centre  des  anneaux,  et  le  phénomène  se 
complique  encore  par  la  considération  des  lignes  focales  produites 
par  la  réfraction.  Il  arrive  quelquefois,  en  effet,  que  les  franges 
achromatiques,  au  lieu  d'être  des  portions  d'anneaux  situés  dans 
le  plan  de  symétrie,  se  présentent  à  droite  et  à  gauche  comme  des 
fragments  discontinus  et  symétriques. 

274.  Couleurs  et  éclat  des  lames  minces.  —  Lorsque  la  lu- 
mière incidente  n'est  pas  homogène,  l'intensité  totale  de  la  lumière 
réfléchie  dans  une  direction  déterminée  est  la  somme  des  inten- 
sités relatives  aux  différentes  couleurs,  c'est-à-dire 


*2r 


a*  a-  .    , o 

2<22  COSO  4- «+  2 


si  l'on  connaît  le  coefficient  a,  on  pourra  ainsi  calculer  la  couleur 
résultante  (loO)  d'un  système  éclairé  par  la  lumière  blanche. 

En  assimilant  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  milieux  élas- 
tiques à  la  propagation  du  son  clans  l'air,  Young  était  déjà  par- 
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venu  à  évaluer  la  fraction  de  lumière  réfléchie  à  la  surface  de  sé- 
paration de  deux  milieux. 

Il  admet,  comme  pour  le  son,  que  le  carré  de  la  vitesse  de  propa- 
gation de  la  lumière  est  proportionnel  au  quotient  de  l'élasticité 
de  l'éther  par  sa  densité  et  qu'en  outre  l'élasticité  est  la  même  dans 
tous  les  milieux.  Ces  deux  hypothèses  suffisent,  au  moins  dans  le 
cas  de  l'incidence  normale,  pour  évaluer  le  coefficient  a)  nous  y 
reviendrons  plus  tard  dans  la  théorie  de  la  réflexion. 

En  appelant  n  l'indice  de  réfraction  du  second  milieu  par  rap- 
port au  premier,  on  a  alors 

n  —  t 
n  -+- 1 

Quand  il  s'agit  d'une  lame  d'air  comprise  entre  deux  verres 
identiques  dont  l'indice  est  n,  on  doit  remplacer  n  par  son  inverse, 
ce  qui  change  simplement  le  signe  de  a. 

Avec  la  valeur  n  =  i  ,53  qui  convient  au  crown,  on  a 


i  -h  az 


=  —~ —  =  0,916  =  I  —  0,084. 


L'erreur  commise  par  le  calcul  approché  sur  la  phase  cp  et  sur  le 
carré  de  l'amplitude  A2  est  donc  inférieure  à  ^ .  En  outre,  le  coef- 
ficient a  varie  très  lentement  d'une  couleur  à  l'autre;  le  calcul  des 
teintes  obtenues  dans  la  lumière  blanche  par  l'expression 


A-  =  4«2  2u  l/2  sm' 


est  donc  identique  à  celui  qui  a  servi  pour  les  interférences  à 
centre  noir  (150)  et  la  succession  des  couleurs  se  présentera  dans 
le  même  ordre.  C'est,  en  effet,  par  l'observation  des  anneaux  co- 
lorés que  Newton  a  donné  la  première  échelle  des  teintes. 

Toutefois  les  anneaux  produits  entre  une  lentille  et  un  plan  de 
verre  ne  donnent  pas  des  couleurs  très  pures,  parce  qu'il  est  diffi- 
cile d'éliminer  la  lumière  réfléchie  sur  la  seconde  surface  du  plan 
inférieur  et  surtout  à  la  première  surface  de  la  lentille,  de  sorte 
que  les  couleurs  sont  toujours  mélangées  d'une  certaine  quantité 
de  lumière  blanche. 
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Avec  les  bulles  de  savon  il  n'y  a  pas  d'autres  surfaces  réfléchis- 
santes que  celles  qui  interviennent  dans  le  phénomène  et  toute 
lumière  étrangère  se  trouve  éliminée;  les  couleurs  sont  alors  beau- 
coup plus  pures  et   présentent  un  vif  éclat.  En  outre,  l'indice  de 

4 
l'eau  étant  environ  ~>  on  a 


i  —  a2  in  2^ 


f.  ■ 


4  +  3/        49'    .       i-t- «2        n--hi        25  '    4' 

le  calcul  approché  pour  les  teintes  est  donc  exact  à  moins  de  ~ 
près,  quelle  que  soit  la  différence  de  phase. 

Avec  une  lame  d'indice  n  comprise  entre  des  milieux  différents 
d'indices  n'  et  n" ',  on  aura 

n'  —  n  ,        11  —  n" 


11  -+-  n  11  -+-  n 

Les  amplitudes  des  maxima  et  des  minima  sont  alors  représen- 
tées par  l'une  ou  l'autre  des  expressions  (269) 

a  4-  b         n'  —  n" 


ab         n'  H-  n" 
-  b         n'  n"  —  n 


i  —  ab        n  n  -h  n- 

Pour  une  goutte  d'eau  entre  deux  verres  de  crown,  on  aurait 
n'  =  nf/—  i  ,53  et  n  =  i  ,33  ;  les  minima  sont  nuls  et  l'intensité  des 

maxima  est 

/o.o^\2 

-0,019. 


4,n 


Cette  intensité  n'est  que  le  dixième  de  celle  4  x  o>o44  =  o,  1  76 
qui  correspond  à  une  lame  d'air.  Le  phénomène  est  donc  beaucoup 
plus  pâle. 

Pour  de  l'essence  de  sassafras  entre  un  crown  et  un  flint,  qui 
donne  des  anneaux  à  centre  blanc,  on  aurait  environ 

/i'=i,63,         /£  =  i,5(),         /iff— 1,53. 
Les  intensités  des  maxima  et  des  minima  sont  alors 


U'iô)  - 

/o,o34V 

\5,022/ 


0,00099, 


==  o, 000046. 
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Les  maxima  sont  extrêmement  faibles,  puisque  leur  intensité 
est  environ  le  ~  de  ceux  que  donne  une  lame  d'air;  ils  sont  néan- 
moins visibles  avec  une  grande  netteté,  parce  qu'ils  sont  vingt  fois 
plus  éclatants  que  les  minima. 

275.  Anneaux  de  transmission.  —  Lorsqu'on  observe  par 
transparence  un  appareil  capable  de  produire  les  anneaux  de  ré- 
flexion, on  aperçoit  encore  un  système  d'anneaux  dont  les  dia- 
mètres sont  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  premiers,  mais 
beaucoup  moins  éclatants,  parce  qu'ils  sont  noyés  dans  un  éclai- 
rement  général.  Les  minima  ne  sont  pas  noirs,  mais  seulement 
plus  pâles  que  les  maxima,  et  la  tache  centrale,  pour  une  épaisseur 
nulle,  est  un  maximum,  au  lieu  d'un  minimum.  D'une  manière 
plus  générale,  les  minima  des  anneaux  réfléchis  correspondent  à 
des  maxima  des  anneaux  transmis  dans  la  lumière  homogène  ; 
dans  la  lumière  blanche,  les  anneaux  transmis  sont  exactement 
complémentaires  en  chaque  point  des  anneaux  réfléchis  sous  la 
même  incidence. 

Ce  résultat  doit  paraître  évident  puisque,  pour  une  direction  dé- 
terminée, la  lumière  incidente  doit  se  retrouver  dans  les  faisceaux 
réfléchis  et  transmis  correspondants.  La  somme  des  intensités  des 
rayons  réfléchis  et  transmis  est  donc  égale  à  l'intensité  de  la 
lumière  incidente,  quel  que  soit  le  phénomène  d'interférence. 

Arago  (*)  a  vérifié  cette  propriété  en  plaçant  deux  verres  pro- 
ducteurs d'anneaux  dans  un  plan  vertical  au-dessus  d'une  feuille 
de  papier  blanc  AB  {fi g.  124)  uniformément  éclairée.  L'œil  étant 
placé  en  O  ne  distingue  entre  les  verres  aucune  coloration,  et  le 
système  paraît  uniformément  éclairé,  d'où  il  résulte  que  le  phéno- 
mène produit  en  un  point  G  par  les  rayons  AG  qui  traversent  la 
couche  est  exactement  complémentaire  du  phénomène  qui  provient 
des  rayons  BG  de  même  intensité.  Il  suffit  de  couvrir  d'un  papier 
noir  la  moitié  AD  ou  la  moitié  DB  pour  apercevoir  les  anneaux  de 
réflexion  ou  de  transmission. 

La  différence  de  marche  qui  existe  entre  le  rayon  direct,  qui  a 
subi  seulement  deux  réfractions,  et  celui  qui  a  subi  en  outre  deux 
réflexions  intérieures,  est  égale  à  inecosr,  sans  qu'il  soit  néces- 

(')  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  X,  p.  16  (note). 
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saire  d'y  rien  ajouter  pour  obtenir  le  retard  physique,  si  les  deux 
réflexions  sont  de  même  nature.  Les  rayons  transmis  donnent 
donc  un  maximum  quand  les  rayons  réfléchis  donnent  un  mi- 
nimum, et  réciproquement. 

On  pourrait  encore  calculer  l'intensité  des  rayons  transmis  en 
tenant  compte  de  toutes  les  réflexions  intérieures,  mais  il  suffit 
de  remarquer  qu'ils   sont  complémentaires  des   rayons   réfléchis 

correspondants. 

Fig.  124. 


L'amplitude  B  des  maxima  des  anneaux  vus  par  transmission 
dans  une  lame  comprise  entre  deux  milieux  identiques  est  donc  la 
même  que  celle  de  la  lumière  incidente.  L'amplitude  B'  des  minima 

est 

4#2  /i  —  «2V  _.       1  —  a" 


B'2:=I- 


{i-ha*y 


B'  = 


Ces  minima  ne  sont  pas  nuls;  leur  intensité  diffère  même  très 
peu  de  l'unité  (274). 

Pour  une  lame  d'air  entre  deux  crowns,  l'amplitude  de  vibra- 
tion pour  les  minima  est  0,916  et  l'intensité  0,839  ne  diffère  que 
de  £  de  celle  des  maxima. 

Pour  une  couche  d'eau  entre  deux  crowns,  la  différence  des  in- 
tensités des  maxima  et  des  minima  n'est  que  0,019  et  les  anneaux 
de  transmission  sont  très  difficiles  à  distinguer;  à  plus  forte  raison 
deviennent-ils  invisibles  pour  une  couche  d'essence  de  sassafras 
comprise  entre  un  crown  et  un  flint,  où  les  variations  d'intensité 
n'atteignent  pas  ~^. 

276.  Position  des  //-anges.  —  Si  l'épaisseur  de  la  lame  est 
extrêmement  petite,  de  quelques  longueurs  d'onde,  les  rayons  qui 
se  réfléchissent  sur  une  petite  étendue  des  surfaces,  même  sous 
des  inclinaisons  un  peu  différentes,  correspondent  sensiblement 
au  même  retard  optique.  L'une  ou  l'autre  des  deux  surfaces  peut 
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donc  être  considérée  comme  le  siège  des  différences  de  marche  et 
les  franges  paraissent  localisées  dans  l'intervalle  qui  les  sépare. 

Le  phénomène  est  cependant  plus  complexe  et  la  difficulté  de 
déterminer  exactement  la  position  des  franges  devient  manifeste 
quand  on  observe  dans  la  lumière  homogène,  sous  une  inclinaison 
notable,  des  franges  d'un  ordre  élevé  et  même  déjà  quand  on  vise 
les  premiers  anneaux  avec  un  microscope. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  retards  soient  produits  par 
une  couche  d'indice  /*,  comprise  entre  une  surface  plane  S  et  une 
surface  courbe  S'  (ftg>  ia5);  le  milieu  supérieur  étant  Fair,  con- 
sidérons les  rayons  dont  le  point  de  concordance  est  en  A  dans 
l'épaisseur  de  la  couche. 

Fig.  i25. 


Pour  un  faisceau  de  petite  largeur  dont  l'angle  moyen  d'inci- 
dence est  i  sur  la  surface  S,  les  rayons  primitifs  TM  sont  dirigés 
vers  deux  lignes  focales  C{  et  Oh  la  première  normale  à  la  surface 
et  la  seconde  perpendiculaire  au  plan  de  réflexion,  qui  sont  les 
images  du  point  A  par  réfraction. 

La  partie  du  faisceau  réfléchie  sur  la  surface  S  passera  donc 
par  deux  lignes  focales  G  et  O,  symétriques  des  précédentes. 

On  a  d'ailleurs,  en  posant  AP  =  h  (65), 


AM  —  o  = 


cosr 


CM 


QM=q=p 


COSÂl 
COS2/' 


Le  faisceau  de  rayons  réfractés,  passant  par  le  point  A,  qui  se 
réfléchit  en  N  sur  la  surface  S',  a  aussi  deux  lignes  focales;  après 
s'être  réfractés  de  nouveau  sur  la  surface  S,  ces  rayons  émanent 
ensuite  de  deux  nouvelles  lignes  focales  G'  et  O',  dont  les  directions 
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dépendent  de  la  forme  de  surface  Sf  au  point  N  et  sont  en  général 
très  différentes  de  celles  des  lignes  G  et  O. 

Si  la  pupille  de  l'observateur,  ou  l'objectif  de  la  lunette,  reçoit 
une  partie  des  deux  faisceaux  dont  les  directions  moyennes  sont 
MR  et  M'R/,  la  frange  correspondant  à  leur  retard  ne  paraîtra 
nette  que  si  les  faisceaux  ont  deux  lignes  focales  sensiblement 
parallèles  entre  elles  et  tangentes  à  la  frange  d'interférence.  Cette 
double  condition  n'étant  réalisée  que  dans  des  cas  très  particuliers, 
les  anneaux  ne  tardent  pas  à  disparaître  quand  l'inclinaison  aug- 
mente progressivement. 

Pour  les  rayons  voisins  de  la  normale,  le  faisceau  réfléchi  sur  la 
première  surface  S  est  aplanétique  et  l'on  a 

CP  =  *. 

n 

La  courbure  de  la  surface  S'  étant  toujours  très  faible,  le  faisceau 
qui  s'y  réfléchit  reste  à  peu  près  normal  et  sensiblement  aplané- 
tique. Avec  une  ouverture  limitée,  on  apercevra  alors  des  franges 
très  nettes  sur  un  plan  quelconque  situé  dans  la  couche  ou  au 
voisinage  de  ses  surfaces. 

Lorsque  la  réflexion  a  lieu  dans  un  plan  de  symétrie  de  la  sur- 
face S',  les  lignes  focales  G  et  O,  C'  et  O'  sont  respectivement 
parallèles  deux  à  deux. 

La  surface  S'  étant  sphérique,  si  le  plan  de  réflexion  passe  par 
le  centre  de  la  sphère,  les  lignes  focales  G  et  G'  se  projettent  sur 
le  phénomène  dans  une  direction  perpendiculaire  aux  anneaux  et 
ne  peuvent  être  utilisées  ;  les  lignes  focales  O  et  O'  sont  bien 
tangentes  aux  anneaux,  mais  elles  ne  feront  apparaître  les  franges 
que  si  elles  ne  sont  pas  très  éloignées  du  point  de  concours  K  des 
faisceaux. 

Si  le  plan  de  réflexion  est  perpendiculaire  au  diamètre  de  l'an- 
neau observé,  les  projections  des  lignes  focales  O  et  G'  sont  tan- 
gentes à  la  frange  d'interférence;  elles  se  superposeront,  au  moins 
en  partie,  et  l'on  apercevra  les  anneaux  avec  plus  de  netteté  dans 
le  voisinage  du  point  où  la  direction  des  rayons  émergents  qui  se 
sont  réfléchis  sur  la  surface  S'  rencontre  le  plan  d'incidence.  Le 
diamètre  apparent  de$  anneaux  ne  dépend  alors  que  de  l'épaisseur 
correspondante  et  de  l'inclinaison.  On  voit,  par  cette  remarque, 
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que  la  méthode  de  mesure  employée  par  La  Provostaye  et  Desains 
(265)  se  trouve  entièrement  justifiée. 

Les  mêmes  considérations  s'appliqueraient  au  cas  où  le  point 
de  concordance  A  du  faisceau  serait  pris  dans  le  milieu  supérieur 
ou  dans  le  milieu  inférieur. 

Le  phénomène  est  plus  ou  moins  net  suivant  le  choix  que  l'on 
fait  du  point  A,  c'est-à-dire  suivant  la  distance  à  laquelle  on  ob- 
serve, et  le  choix  de  ce  point  dépend  de  la  forme  des  franges 
elles-mêmes. 

En  résumé,  les  franges  n'existent  pas  sur  une  surface  définie; 
elles  ne  peuvent  apparaître  dans  le  voisinage  de  la  couche  qui 
produit  les  retards  qu'à  la  faveur  de  deux  circonstances,  la  faible 
épaisseur  de  cette  couche  et  la  limitation  du  faisceau  par  lequel  se 
fait  l'observation.  Pour  les  directions  obliques,  on  améliore  beau- 
coup le  phénomène  en  favorisant  la  formation  du  système  de 
lignes  focales  parallèles  aux  franges  considérées;  il  suffit,  pour 
cela,  de  diaphragmer  la  pupille  ou  l'objectif  de  la  lunette  d'obser- 
vation par  une  fente  perpendiculaire  à  la  direction  des  franges. 

Dans  tous  les  cas,  il  n'y  a  pas  à  chercher  quel  est  exactement 
le  lieu  de  formation  des  franges,  puisqu'elles  n'ont  pas  d'existence 
réelle  et  ne  sont  pas  rigoureusement  localisées;  on  ne  peut  déter- 
miner en  chaque  point  que  les  conditions  de  meilleure  visibilité 
et  ces  conditions  dépendent  de  la  section  du  faisceau  utilisé. 

On  devrait  aussi,  en  toute  rigueur,  faire  intervenir  les  réflexions 
multiples,  mais  les  rayons  correspondants  ont  une  intensité  très 
faible  et  ne  modifient  pas  d'une  manière  appréciable  la  position 
apparente  des  franges. 

277.  Lames  mixtes.  —  En  posant  l'un  sur  l'autre  deux  verres 
entre  lesquels  était  une  couche  de  buée,  Young  (')  aperçut  par 
transmission  des  anneaux  d'interférence  beaucoup  plus  larges  que 
ceux  qui  correspondraient  à  la  même  couche  d'air.  A  l'inverse  de 
ce  qui  a  lieu  pour  les  anneaux  de  Newton,  ces  anneaux  d' Young 
se  resserrent  en  marchant  vers  le  centre  à  mesure  que  l'obliquité 
augmente.  La  différence  de  marche  pour  une  même  épaisseur  aug- 
mente donc  avec  l'inclinaison. 

(')  Young,  Phil.  Transi  L.  /?.  S.,  1802,  p.  38;. 
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Brewster  (')  obtenait  les  mêmes  anneaux  en  laissant  sécher  sur 
une  lame  de  verre  une  couche  d'eau  savonneuse  ou  de  blanc  d'œuf 
sur  laquelle  il  appliquait  ensuite  un  verre  convexe. 

La  couche  de  buée  ou  de  savon  que  l'on  obtient  ainsi  est  dis- 
continue, de  sorte  que  les  rayons  transmis  ont  traversé  entre  les 
deux  verres  des  milieux  différents  et  deux  rayons  très  voisins 
peuvent  interférer.  Telle  est,  en  effet,  l'explication  donnée  par 
Young.  La  couche  intermédiaire  est  une  lame  mixte,  formée  de 
deux  parties  distinctes  dont  les  indices  de  réfraction  sont  n  et  nf. 

Si  l'on  appelle  /•  et  r'  les  angles  que  font  avec  la  normale  deux 
rayons  voisins  correspondant  à  une  même  direction  extérieure,  la 
différence  de  marche  est  (42) 

l  =  e(/i'  cos /•'  —  n  cos /' ) . 

La  tache  centrale  est  blanche  et  les  carrés  des  diamètres  (ou  les 
épaisseurs)  des  anneaux  successifs,  maxima  et  minima,  varient 
comme  la  suite  des  nombres  entiers. 

Le  retard  A  est  toujours  positif  quand  n'^>  n,  et  croît  avec  l'in- 
clinaison ;  sa  valeur  minimum  est  À0  =  e(n!  —  n)  pour  l'incidence 
normale. 

Si  les  rayons  peuvent  être  rasants  dans  le  milieu  le  moins  réfrin- 
gent, comme  dans  le  cas  d'une  couche  de  buée  entre  deux  verres, 
le  retard  maximum  est  alors 

Ai  =  e\\J  a1'1 —  n- —  n). 

278.  Lames  multiples.  —  Quand  on  observe  une  lame  de 
verre  mince  par  réflexion  dans  une  lumière  homogène,  à  la  flamme 
de  l'alcool  salé  par  exemple,  elle  paraît  couverte  de  franges  qui 
correspondent  à  des  courbes  d'égale  épaisseur. 

En  superposant  deux  lames  semblables,  on  voit  l'ensemble  des 
deux  systèmes  de  franges  qui  appartiennent  séparément  aux  deux 
lames  et,  dans  certains  cas,  le  système  qui  correspond  à  la  couche 
d'air  intermédiaire.  Il  se  forme  en  outre  un  système  complexe  qui 
provient  de  l'interférence  réciproque  des  deux  premiers  et  ces 
franges  nouvelles  sont  indépendantes  de  la  couche  d'air  située  dans 
l'intervalle  des  lames,  car  elles  ne  changent  pas  quand  on  presse 
l'une  contre  l'autre  les  deux  lames. 

(f)  Brewster,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,        i8  p.  73. 
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Considérons  deux  lames  parallèles  d'épaisseurs  e  et  ë  (fig*  126) 
et  d'indices  n  et  n' ',  éclairées  par  des  rayons  qui  correspondent  aux 


angles  de  réfraction  r  et  r' . 


Les  deux  rayons  1  et  2,  dont  le  trajet  est  indiqué  sur  la  figure, 
ont  traversé  la  même  couche  d'air  intermédiaire  ;  ils  ne  diffèrent 
entre  eux  que  parce  que  le  premier  a  traversé  deux  fois  de  plus  la 
première  lame  e  et  le  second  deux  fois  de  plus  la  lame  ë . 

Les  retards  correspondants  (4o)  sont  2/zecos/*  et  2/iVcos/*', 
de  sorte  que  leur  différence  de  marche  est 

A  =  i{n'  ë  cos/-'—  /zecos/-), 

ce  qui  donne,  pour  un  angle  d'incidence  très  petit, 


/ '  e        ë 

2  ( n' ë  —  ne)  -\-  i2{ -. 

\  n        n' 


Sous  l'incidence  normale,  les  franges  dessinent  le  lieu  des  points 
où  la  différence  n! ë —  ne  des  épaisseurs  optiques  des  deux  lames 
est  constante. 

Si  l'on  suppose  ?i'ë^>ne,  la  différence  de  marche  croît  avec 

e         e 
l'angle  d'incidence  pour  la  condition  -  >>  — ;  et  les  franges  se  rap- 
1  n        n'  L 

prochent  des  points  où  la  différence  des  épaisseurs  optiques  est 

e         ë 
minimum:  le  contraire  a  lieu  pour  -  <C  —,- 

1  n        n' 

Le  calcul  s'applique  également  aux  rayons  3  et  4  comparés 
entre  eux,  quoiqu'ils  aient  des  intensités  très  différentes,  puisqu'ils 
n'ont   pas   subi  le  même  nombre  de  réflexions. 

Enfin,  on  pourrait  aussi  considérer  plusieurs  autres  couples  de 
rayons  à  réflexions  multiples,  mais  leur  intensité  est  beaucoup 
plus  faible  et  les  franges  correspondantes  sont  moins  faciles  à  dis- 
tinguer. 


interférences  par  les  lames  isotropes.  4^5 

Franges  a  l'infini.  Interférences  des  ondes  planes. 

279.  Mode  d'observation.  —  Lorsque  les  lames  sur  lesquelles 
on  opère  ont  des  faces  planes  et  parallèles,  tous  les  rayons  de 
même  inclinaison,  ou  les  ondes  planes  correspondantes,  subissent 
la  même  différence  de  marche.  Ces  ondes  ne  donnent  pas  d'inter- 
férences localisées  ;  l'interférence  aurait  lieu  à  l'infini  et  on  peut 
l'observer  soit  dans  le  plan  focal  principal  d'une  lentille  conver- 
gente placée  sur  leur  trajet,  soit  sur  la  rétine  d'un  observateur 
dont  l'œil  est  accommodé  pour  la  vision  éloignée  ('  ). 

280.  Lame  unique.  —  Anneaux  de  réflexion.  —  Haidinger  (2) 
a  observé  des  franges  d'interférence  à  l'aide  d'une  lame  mince  de 
mica,  en  plaçant  entre  la  lame  et  l'œil,  réglé  pour  la  vision  éloi- 
gnée, une  flamme  d'alcool  salé.  Les  courbes  ainsi  obtenues  pa- 
raissent être  des  fractions  de  circonférence;  elles  sont  d'autant 
plus  écartées  que  l'angle  d'incidence  des  rayons  utilisés  est  plus 
petit.  Ce  sont,  en  réalité,  des  anneaux  circulaires  dont  le  centre 
est  sur  la  normale  à  la  lame  passant  par  l'œil  de  l'observateur, 
mais  il  est  difficile  de  voir  cette  partie  du  champ,  puisque  la 
flamme  se  trouverait  alors  sur  le  trajet  de  la  lumière  réfléchie. 

L'observation  devient  facile  si  l'on  fait  tomber  sur  la  lame  e 
{fié'  I27)  ^a  lumière  de  la  lampe  S  réfléchie  par  une  lame  transpa- 
rente L.  Les  rayons  réfléchis  traversent  en  partie  cette  lame  trans- 
parente et  sont  ensuite  reçus,  soit  directement  dans  l'œil,  soit  par 
une  lunette  M  réglée  sur  l'infini.  On  voit  alors  une  série  d'anneaux 
circulaires  concentriques  dont  le  centre  correspond  aux  rayons 
normaux  à  la  lame  e. 

En  laissant  la  lunette  immobile  et  montant  la  lame  e  sur  un 
cercle  divisé,  on  peut,  par  la  rotation  du  cercle,  amener  succes- 
sivement sur  le  réticule  de  la  lunette  les  anneaux  des  différents 
ordres  et  déterminer  ainsi  l'incidence  qui  correspond  à  chacun 
d'eux.  Il  faut  évidemment  que  Taxe  optique  de  la  lunette  soit 
perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  du  cercle  et  la  lame  parallèle  à 


(■)  Mascart,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [!\],  t.  XXIII,  p.  116;  1871, 
(2)   Haidinger,  Pogg.  Ann.,  t.  LXXVII,  p.  2rc);  18^9. 
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cet  axe.  Ce  réglage  s'obtient  d'ailleurs  aisément  par  l'observation 
du  phénomène,  puisque  la  rotation  de  la  lame  doit  amener  le 
centre  des  anneaux  sur  le  réticule. 

La  différence  de  marche  des  rayons  (ou  des  ondes  planes)  qui 
interfèrent  est 

A  =  2?ie  cosr  H —  =  (p  -\- i)  -• 


L'intensité  est  maximum  ou  minimum  lorsque  p  est  un  nombre 
entier,  impair  ou  pair. 

Fig.  127. 


V 


La  différence  de  marche  diminue  quand  l'incidence  augmente; 
sa  valeur  pour  la  direction  normale  est 


et  l'on  a 


A0  =  2rae+  -  =  (/>0  +  1)  - 


A0 —  A  z=  (p0  —  p)-  r=  2/ie{l  —  COS/'). 


Remarquons  que  cette  expression  permet  de  calculer  l'indice  n 

si  l'on  connaît  l'épaisseur  e  de  la  lame  et  l'ordre  p0  —  /?,  à  partir 

du  centre,  de  la  frange  qui  correspond  à  l'angle  i  d'incidence.  On 

a,  en  effet, 

Po  —  P  _^_ 
2        ie 


n  —  n  cosr 


Si  l'on  représente  par  a  le  second  membre  de  cette  équation, 
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qui  est  une  quantité  connue,  il  en  résulte 

(  n  —  a  Y  —  n-  cos2  /•  =  n2  —  sin2 i} 


«--H  sin 
n  = 


la 

Si  l'axe  optique  de  la  lunette  est  perpendiculaire  à  la  lame,  on 
verra  donc  une  série  d'anneaux  concentriques.  La  nature  du  phé- 
nomène sur  la  tache  centrale  dépend  de  A0  ;  comme  cette  valeur 
n'est  pas  nulle,  les  interférences  ne  seront  visibles  que  dans  la 
lumière  homogène. 

Pour  les  premiers  anneaux,  l'angle  d'incidence  reste  très  petit  ; 
on  peut  écrire  alors 

',2        e  -       ,  N  X 

A0—  A •=  ine  -  =  -  î*  =  (po—p)  -•> 

n  ,  X 

Dans  le  plan  focal  de  la  lunette,  les  carrés  des  diamètres  des 
anneaux  de  même  nature  que  le  centre  varient  comme  la  suite 
des  nombres  pairs  :  c'est  la  loi  des  anneaux  de  Newton.  Le  phé- 
nomène est  entièrement  comparable  aux  anneaux  de  réflexion  à 
centre  blanc  ou  aux  anneaux  de  transmission  correspondants, 
lorsque p0  est  un  nombre  entier,  pair  ou  impair. 

Pour  une  même  variation  A0 —  A  dans  la  différence  de  marche, 
le  carré  du  diamètre  de  l'anneau  est  proportionnel  à  l'indice  de 
réfraction,  et  en  raison  inverse  de  l'épaisseur  de  la  lame. 

281.  Franges  d'Herschel.  —  Quand  on  observe  la  lumière 
des  nuées  par  réflexion  sur  la  base  d'un  prisme  isoscèle  (71),  il  n'y 
a  pas  de  dispersion  des  couleurs,  mais  le  champ  paraît  divisé  en 
deux  régions  très  inégalement  éclairées  :  l'une  supérieure,  qui 
correspond  à  la  réflexion  totale;  l'autre  inférieure,  plus  sombre, 
où  la  lumière  est  en  partie  transmise. 

La  ligne  de  séparation  est  formée  par  un  maximum  d'éclat  dont 
la  direction  est  variable  avec  la  couleur  et  dont  l'ensemble  con- 
stitue une  sorte  d'arc-en-ciel,  avec  cette  différence  que  la  direction 
limite  des  rayons  réfléchis  totalement  est  plus  voisine  de  la  nor- 
male pour  le  bleu  que  pour  le  rouge,  de  sorte  que  la  bordure  bleue 
est  beaucoup  plus  pure.  Cette  ligne  paraîtrait  circulaire  si  l'œil 
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était  dans  l'intérieur  du  prisme  ;  sa  forme  apparente  est  l'image 
d'une  circonférence  vue  par  réfraction  dans  la  face  de  sortie. 
En  plaçant  un  pareil  prisme  P  sur  un  plan  de  verre  L  (fig.  i  28) 

Fie-.  128. 


de  manière  qu'il  reste  entre  les  deux  surfaces  une  couche  d'air 
d'épaisseur  constante  et  assez  petite,  W.  Herschel  (')  aperçut  de 
belles  franges  d'interférence  situées  dans  l'intérieur  de  l'arc,  c'est- 
à-dire  en  dehors  du  champ  de  réflexion  totale,  et  parallèles  à  la 
ligne  de  séparation  des  deux  régions.  Ces  franges  se  voient  nette- 
ment quand  l'œil  est  accommodé  par  la  vision  éloignée  :  elles  sont 
donc  produites  par  des  interférences  d'ondes  planes. 

Talbot  (2)  répéta  la  même  expérience  à  l'aide  de  deux  prismes 
isoscèles  à  angle  droit  qu'il  appliquait  l'un  sur  l'autre  de  manière 
que  l'ensemble  constituât  un  prisme  à  section  carrée  coupé  sui- 
vant deux  arêtes  opposées. 

Les  franges  d'interférence  apparaissent  dans  la  lumière  réfléchie 
quand  on  éclaire  l'appareil  par  une  des  faces  latérales.  La  lumière 
transmise  est  séparée  d'une  région  obscure  correspondant  à  la 
réflexion  totale  par  une  sorte  de  spectre  bordé  de  rouge  qui  rap- 
pelle exactement  l'arc-en-ciel  ;  dans  le  voisinage  de  cette  bande  se 
trouvent  des  franges  d'interférence  complémentaires  de  celles  que 
l'on  observe  par  réflexion. 

Avec  un  faisceau  étroit  de  lumière  solaire,  les  franges  se  dessi- 
nent naturellement  avec  assez  de  pureté  et  beaucoup  d'éclat  sur 
un  écran  placé  à  quelque  distance. 

Les  franges  apparaissent  également  quand  l'épaisseur  de  la 
couche  d'air  n'est  pas  très  petite  et  deviennent  alors  assez  nom- 


(')  Sir  W.  Herschel,  Phil.  Traits.  L.  R.  S.,  1809,  P-  274- 
(»)  Talbot,  Phil.  Mag.  (3),  t.  IX,  p.  401;  i836. 
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breuses  pour  que  Talbot  ait  pu  en  compter  cent  dix  et  même  deux 
cents.  C'est  encore  un  système  de  franges  acliromatisées  par  la 
réfraction  (271)  dont  le  centre  ne  se  trouve  pas  sur  la  limite  de  la 
réflexion  totale. 
Soient 

e  l'épaisseur  de  la  lame  d'air; 

/'l'angle  d'incidence  des  rayons  qui  la  traversent  ; 

/'  l'angle  de  réfraction  dans  le  prisme; 

A  l'angle  du  prisme  ; 

n  son  indice  de  réfraction  ; 

r'  et  i'  les  angles  relatifs  à  la  sortie  des  rayons  considérés. 

La  différence  de  marche  due  à  la  réflexion  sur  les  deux  faces  de 
la  lame  d'air  est 

(i)  A  =  ni  h  —  2e  cos/, 

et  l'on  a  les  équations  successives 

i        sin  i  —  n  sin  /•, 
(2)  <    #--hr,  =  A, 

(   n  sinr'  =  sin  i'. 

La  frange  correspondante  est  achromatique  lorsque  la  différen- 
tielle di'  de  l'angle  d'émergence  est  nulle,  en  considérant  l'ordre 
m  de  la  frange  comme  une  constante.  Les  équations  (i)  et  (2) 
donnent  alors 

md\-=i  —  ie  sin  i  di, 

cos  i  di  =  n  cos  r  dr  +  sin  /•  dn , 

dr  -+-  dr'  =  o, 

n  cos  r'  dr'  -+-  sin  r'  dn  =  o  ; 

•1  »      1  >  t   \->  '  -\  du 

il  en  résulte,  en  représentant  par  L  1  expression  —  À  -=-  •> 

—  1/         tan^/'X  .  dn       _        sin  A 

COt2  l  =  —      I  -H   ; ■ A  -ir-  =  L : ,  , 

n    \         tang/*/     ah  sin  1  cos/- 

cos2/ sin  A 

sin*  cos/' 

Cette  équation,  jointe  aux  précédentes,  déterminera  l'angle i 

M.  —  I.  29 
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que  l'ont  les  rayons  correspondant  à  la  frange  achromatique  avec 
]a  surface  de  la  lame  d'air  et  l'ordre  m  de  cette  frange.  On  remar- 
quera que  l'angle  i  est  indépendant  de  l'épaisseur  e. 

Si  l'on  désigne  par  R,  R'  et  I'  les  valeurs  des  angles  r,  r'  et  i' 
relatifs  à  la  réflexion  totale,  déterminées  par  les  équations 

n  sinR  —  i, 
R  +  R'^A, 

n  sinR;=:  sinF, 

on  pourra  sans  erreur  sensible  remplacer  l'angle  r'  dans  l'équation 
(3)  par  sa  valeur  limite  R',  et  l'on  a  très  approximativement 

cos2/  sinA 

sim  cos  IV 

L'angle  apparent  d'une  frange  est  encore  la  variation  oY  qui 
correspond  à  ùm  =  i .  Les  équations 

X  =  —  ie  sin i oi, 
cosi ûi  =  n  cosr  or, 
o/-  —  —  or\ 


donnent  alors,  en  tenant  compte  de  (i), 


i    cos2*       cosr' 

r-           cos/-' 

'                       m   sim    cosr  cos t 

[\el  siru  cos/*  cosi 

ou  sensiblement 

(4y                     *ir=më* 

cosR' 

Gomme  le  dernier  facteur  varie  très  lentement,  les  franges  pré- 
sentent donc  cette  circonstance  singulière  que  leur  largeur  appa- 
rente, au  moins  pour  les  premières,  est  proportionnelle  à  l'ordre 
m  et  au  carré  du  rapport  de  la  longueur  d'onde  à  l'épaisseur  e. 
C'est  une  loi  qu'on  ne  rencontre  dans  aucun  autre  phénomène. 

Au  voisinage  de  la  frange  achromatique,  où  l'angle  i  est  déter- 
miné par  l'équation  (3),  on  a 

/n  L       sinA 


m  cosr  cos  i 
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Cette  condition  est  la  même  que  celle  qui  a  été  obtenue  précé- 
demment (271  )  pour  la  vision  par  un  prisme  de  franges  localisées. 
On  s'explique  ainsi  que  la  largeur  apparente  des  franges  voisines 
de  la  frange  achromatique  soit  à  peu  près  indépendante  de  la 
longueur  d'onde  dans  une  ouverture  angulaire  notable  et  qu'on 
en  distingue  un  grand  nombre. 

On  peut  écrire  encore,  très  approximativement, 


(5)'  8i'=- 


L        sinA 


m  cosK  cosl' 


282.  Anneaux  de  transmission.  —  Si  l'on  place  une  lame  à 
faces  parallèles  entre  l'œil  et  une  source  de  lumière  homogène,  on 
aperçoit  encore  cà  l'infini  des  anneaux  d'interférence,  mais  beau- 
coup plus  pâles,  parce  que  lesminimane  sont  pas  nuls.  On  ne  peut 
guère  les  distinguer  qu'en  déplaçant  l'œil  ou  faisant  tourner  la 
lame,  afin  de  leur  donner  un  mouvement  apparent.  On  sait,  en 
effet,  que  ces  déplacements  rendent  beaucoup  plus  manifestes  les 
différences  d'éclat  (1).  Les  phénomènes  ainsi  obtenus  correspon- 
dent aux  anneaux  de  Newton  par  transmission. 

La  différence  de  marche  des  rayons  qui  interfèrent  est 

A  =  2/^COS/*. 

Ces  anneaux  sont  complémentaires  de  ceux  que  l'on  voit  par  ré- 
flexion avec  la  même  lame  et  suivent  les  mêmes  lois. 

283.  Lames  mixtes.  — '  Pour  obtenir  les  interférences  ana- 
logues des  lames  mixtes,  on  pourrait  couvrir  par  moitié  la  pupille 
de  l'observateur  ou  l'objectif  de  la  lunette  avec  une  lame  à  faces 
parallèles,  mais  il  vaut  mieux  disposer  l'expérience  de  façon  que 
les  deux  faisceaux  de  rayons  parallèles  qui  interfèrent  soient  fina- 
lement superposés. 

Deux  lames  L  et  \J  (ftg.  129)  d'égale  épaisseur  E,  comme  dans 
l'appareil  interférentiel  de  Jamin  (286),  sont  rendues  exactement 
parallèles  et  on  les  éclaire  par  une  source  latérale  S  de  lumière 
homogène. 


(')  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  V,  p.  257. 
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Parmi  les  rayons  qui  proviennent  d'un  rayon  incident  SA,  nous 
considérerons  les  ravons  ABC  OS'  et  AA'B'OS'  dont  le  mode  de 
réflexion  est  indiqué  sur  la  figure  et  qui  se  trouvent  de  nouveau 
superposés  à  la  sortie,  sans  différence  de  marche. 

Fig.    129. 


Pour  un  angle  d'incidence  I,  leur  déplacement  latéral  L,  dans 
l'intervalle  des  lames  est  (45) 

n  cosn 

Si  l'on  coupe  par  moitié  le  faisceau  intermédiaire  AA'CO  par 
une  lame  e  située  sur  le  trajet  de  l'un  des  deux  systèmes  seulement, 
les  rayons  superposés  en  OS'  auront  traversé,  l'un  la  lame  c, 
l'autre  une  couche  d'air  de  même  épaisseur,  et  leur  différence  (!c 
marche  est  (41) 

A  —  e(/i  cos/'  —  cosi)  =/?-• 

On  reçoit  le  faisceau  émergent,  soit  directement  dans  l'œil 
accommodé  pour  la  vision  éloignée,  soit  dans  une  petite  lunette  qui 
vise  à  l'infini.  On  voit  alors  une  série  d'anneaux  concentriques, 
dont  le  centre  correspond  à  la  normale  à  la  lame. 

La  différence  de  marche  augmente  avec  l'inclinaison  à  partir  de 
la  valeur  qui  correspond  à  l'incidence  normale 


(W  — i)c  =  p0-- 


Pour  les  premiers  anneaux,  on  peut  écrire,  en  supposant  que 
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l'angle  i  reste  très  petit, 

A  —  A0  r=r  e[i  —  cosi  —  n(i  —  cos/-)] 

/.,i            •   «>  r\        e  n  —  i 
=  ie\  sin2 n  sin-  -     = r . 

\  2  2/2/1 

n       2  .  .  n  .1 

l*=  ■  -    A-A0  )  = (p—p9)-. 

n  —  i  e  n  —  i  e 

Les  diamètres  varient  encore  comme  ceux  des  anneaux  de 
Newton  et  sont  en  raison  inverse  de  l'épaisseur  de  la  lame  ;  on  ne 
les  distinguera  qu'avec  la  lumière  homogène. 

En  montant  la  lame  sur  un  cercle  divisé  et  observant  avec  une 
lunette  à  réticule,  on  pourra  vérifier  la  loi  générale  pour  des  inci- 
dences quelconques,  ou  la  loi  de  variation  des  diamètres  pour  les 
premiers  anneaux. 

Cette  expérience  permet  également  de  déterminer  l'indice  de 
réfraction  de  la  lame  par  l'ordre  p — /?0,  à  partir  du  centre,  de  la 
frange  qui  correspond  à  l'angle  d'incidence  i,  car  elle  donne  la 
quantité  n  —  n  cos/\ 

28 i.  Lames  multiples.  —  Supposons  que  deux  lames  à  faces 
parallèles  A  et  A'  (fig.  i3o),  dont  les  épaisseurs  et  les  indices 


sont  respectivement  e  et  e',  n  et  /i',  et  qui  font  entre  elles  un  angle  a, 
soient  placées  sur  le  trajet  d'une  lumière  homogène.  On  verra 
d'abord  deux  systèmes  d'anneaux  : 

i°  Les  anneaux  de  réflexion  sur  la  lame  A  et  dont  le  centre  est 
dans  la  direction  de  la  normale  N.  Ils  sont  produits  par  les  rayons 
réfléchis  d'abord  sur  la  lame  A',  puis  sur  les  deux  faces  de  la 
lame  A'  où  se  produit  la  différence  de  marche  ; 
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2°  Les  anneaux  de  réflexion  sur  la  lame  A'  que  l'on  verra  par 
réflexion  sur  la  lame  A.  Leur  centre  est  sur  la  direction  de  la 
normale  à  la  face  A'  réfléchie  par  la  lame  A,  c'est-à-dire  dans  une 
direction  ON'  faisant  l'angle  a  avec  la  première. 

Ces  deux  systèmes  d'anneaux  empiètent  l'un  sur  l'autre  et  in- 
terfèrent entre  eux. 

Si  l'angle  des  lames  est  petit  et  que  l'axe  optique  de  la  lunette 
soit  bissecteur  de  l'angle  NON',  on  aura  dans  le  plan  focal  deux 
systèmes  d'anneaux  ayant  pour  centres  les  images  B  et  B'  des 
normales  correspondantes  {fig.  i3i). 


La  différence  de  marche  des  rayons  i  et  2,  issus  d'un  même 
rayon  incident,  est 

A  =  2  (  11  '  e'  cos  r'  —  ne  cos  /•  ) . 
Cette  différence  de  marche  est  nulle  pour  la  condition 


Dans  ce  cas,  les  vibrations  des  deux  systèmes  s'ajoutent  ;  on 
obtiendra  ainsi  une  frange  maximum  discontinue,  formée  de  ta- 
ches correspondant  aux  maxima  des  deux  systèmes  d'anneaux. 
Cette  frange  centrale  sera  bordée  de  deux  lignes  noires  continues, 
sur  lesquelles  les  anneaux  des  deux  systèmes  interfèrent  ;  il  en 
sera  de  même  des  franges  suivantes  à  droite  et  à  gauche.  Pour  des 
lames  d'épaisseurs  ou  de  natures  différentes,  la  position  de  la 
frange  centrale  est  d'ailleurs  variable  avec  Ja  longueur  d'onde. 

Lorsque  les  deux  lames  sont  identiques,  la  différence  de  marche 
est  A  =  2iie(cosr' — cosr)  et  la  condition  relative  à  la  frange 
centrale  se  réduit  à  r  —  iJ  ou  i=i'.  Elle  est  satisfaite  pour  tous 
les  rayons  qui  sont,  après  la  première  réflexion,  parallèles  au  plan 
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bissecteur  du  supplément  de  l'angle  a  des  lames.  Après  la  seconde 
réflexion,  ces  rayons  sont  parallèles  au  plan  bissecteur  de  l'angle 
NON' (y?-.  i3o)" 

Dans  le  plan  focal  de  la  lunette,  on  aura  donc  une  suite  de 
taches  brillantes  sur  la  perpendiculaire  CD  (fig.  i3i)  au  milieu 
de  la  distance  des  centres  des  anneaux.  Ces  nouvelles  franges  d'in- 
terférence sont  rectilignes. 

Comme  la  différence  de  marche  est  en  même  temps  nulle  pour 
toutes  les  couleurs,  le  système  de  franges  rectilignes  s'apercevra 
avec  la  lumière  blanche,  quoique  les  anneaux  y  soient  invisibles. 
Elles  apparaîtront  sur  un  fond  gris,  parce  qu'il  y  a  dans  cette 
direction,  en  dehors  de  la  lumière  directement  transmise  qu'on 
peut  éliminer,  d'autres  rayons  réfléchis  qui  n'interviennent  pas 
dans  les  interférences. 

Pour  un  point  P  situé  dans  le  voisinage  des  centres  B  et  B',  si 

Fig.   i32. 


■i  \  4  M  *  *  «  é  $      *  &  £ 


v 

,-  ;  -      -  •  ,^    ,  •    ,  ;. 




l'on  appelle  y  la  perpendiculaire  PQ,  #  la  distance  CQ,  ia  la  dis- 
tance BB',  p  et  p'  les  distances  PB  et  PB',  i  et  i'  les  angles  d'inci- 
dence correspondants,  R  la  longueur  focale  de  la  lunette  d'obser- 
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vation, 

on  a 

A  = 

p2  =  j2  +  (a  -+-  .z-)2, 
P/2=j2+(«  —  #)2; 

?'2) 

par  suite. 


4e#  2  e 

A  —  — —  x—  — =  a^7. 

/iR2  «R 


Les  franges  rectilignes  sont  donc  équidistantes  ;  leur  distance 
est  proportionnelle  à  l'indice  de  réfraction  des  lames,  en  raison 
inverse  de  leur  épaisseur  et  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles. 

Avec  une  source  de  lumière  homogène,  ce  phénomène  est  facile 
à  observer  et  présente  l'apparence  remarquable  indiquée  par  la 
fig.  i32.  En  regardant  cette  figure  obliquement,  on  distingue  fa- 
cilement le  système  de  franges  rectilignes. 

L'appareil  permet  encore  d'apercevoir  les  anneaux  de  transmis- 
sion de  chacune  des  lames,  avec  leurs  interférences  rectilignes,  et 
plusieurs  autres  systèmes  dans  lesquels  interviennent  des  ré- 
flexions multiples  ;  mais  les  franges  sont  alors  beaucoup  moins 
nettes  et  ne  présentent  pas  d'intérêt. 

285.  Franges  de  Brewster.  —  En  opérant  avec  la  lumière 
blanche,  Brewster  (')a  découvert  les  franges  colorées  rectilignes. 

L'appareil  employé  pour  les  observer  se  compose  d'une  paire 
de  lames  A  et  A'  (fig*  1 33),  montées  à  l'extrémité  d'un  tube  T 
dont  le  bout  opposé  est  fermé  par  un  écran  percé  d'une  fenêtre  laté- 
rale O.  A  travers  les  lames,  on  voit  en  O'  sur  le  fond  noir  du  tube 
une  image  pâle  de  la  fenêtre,  qui  provient  de  rayons  réfléchis  sur 
les  deux  lames  ;  c'est  dans  cette  image  que  se  produisent  les  franges, 
mais  il  faut  avoir  soin  de  viser  à  l'infini,  et  non  sur  le  fond  du 
tube,  si  on  veut  les  voir  avec  le  maximum  de  netteté.  On  élargit 
ou  l'on  resserre  ces  franges  à  volonté  à  l'aide  d'une  vis  micromé- 
trique qui  permet  de  faire  varier  l'angle  des  lames. 

Il  est  difficile  de  se  procurer  des  lames  assez  parfaites  pour 
donner  de  belles  franges;  un  petit  artifice  permet  de  les  obtenir  à 

(')   Brewster,  Edinb.  Trans.,  t.  VII,  p.  435;  1817. 
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coup  sur.  Une  lame  de  verre  à  faces  à  peu  près  planes  a  le  plus 
souvent  la  forme  d'un  prisme  à  angle  très  aigu  ;  les  courbes  d'égale 


Fiff.  i33. 


épaisseur/  {fig>  1 34)  vues  par  réflexion  dans  la  lumière  homogène 
sont  à  peu  près  rectilignes  et  parallèles. 

En  coupant  celte  lame  suivant  une  ligne  L  perpendiculaire  aux 
franges  et  rabattant  les  deux  morceaux  l'un  sur  l'autre  autour  de 
cette  ligne  comme  axe,  le  système  ainsi  formé  produira  de  très 
belles  franges  de  Brewster,  parce  que  les  rayons  qui  interfèrent 
auront  toujours  traversé  les  lames  aux  points  d'égale  épaisseur. 

Fi*.   i3A. 


On  peut  encore  distinguer,  mais  plus  difficilement,  de  part  et 
d'autre  des  franges  principales,  deux  systèmes  très  pâles,  qui 
tiennent  à  des  faisceaux  réfléchis  quatre  fois. 

286.  Appareils  de  Jamin.  —  L'appareil  d'interférences  de 
Jamin  (')  est  une  application  de  ces  franges  de  Brewster.  Tl  se 


(1)  Jamin,   Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLII, 
p.  482;  1857.  —  Mascart,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [4],  t.  XXIII.  p.  1 4 »  ;  1871. 
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compose  de  deux  lames  épaisses  à  faces  parallèles  L  et  L'  {fig.  1 35  ) 
aussi  identiques  que  possible  (on  prend  deux  morceaux  d'une 
même  lame)  dont  les  faces  extérieures  sont  argentées  pour  aug- 
menter l'intensité  des  rayons  réfléchis. 

La  source  S  ayant  des  dimensions  limitées,  si  les  lames  sont  à 
peu  près  parallèles,  on  voit,  en  se  plaçant  sur  le  trajet  du  faisceau 
émergent  qui  provient  des  rayons  réfléchis  d'une  lame  à  l'autre, 
plusieurs  images  de  la  source. 

Fig.  i35. 


S' 

*\  s, 


Pour  simplifier  la  figure,  nous  remplacerons  le  rayon  réfracté 
dans  une  lame  et  réfléchi  sur  la  surface  postérieure  par  un  rayon 
équivalent  qui  se  serait  réfléchi  sur  une  surface  fictive  parallèle 
(75).  Toutes  les  images  se  trouveront  sensiblement  sur  une  nor- 
male aux  lames  passant  par  la  source. 

L'une  de  ces  images  Si,  très  brillante,  provient  des  rayons 
SAA'R,  qui  se  sont  réfléchis  sur  les  deux  faces  argentées. 

Une  première  image  plus  pâle  S'  provient  des  rayons  SBB'R/  ou 
SAC'R/  qui  ont  subi  seulement  une  réflexion  métallique  et  ont  par- 
couru des  chemins  équivalents,  à  part  l'effet  produit  par  le  défaut 
de  parallélisme  des  lames.  Une  seconde  image  S'f,  située  de  l'autre 
côté  de  l'image  principale  S,,  provient  des  rayons  SACDD'R^ou 
SAA'ED'R"  qui  ont  subi  trois  réflexions  métalliques,  en  même 
temps  qu'une  réflexion  intérieure  sur  la  première  surface,  et  qui 
ont  encore  parcouru  des  chemins  équivalents  avec  la  même  res- 
triction. Il  se  produit  aussi  une  série  d'autres  images  sur  lesquelles 
nous  n'insisterons  pas. 

Lorsque  les  lames  sont  convenablement   réglées,   on  aperçoit 
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dans  les  images  latérales  S' et  S"  un  système  de  franges  rcctilignes 
visibles  à  la  lumière  blanche;  nous  considérerons  en  particulier 
les  franges  situées  dans  l'image  S'. 

Ces  franges  se  déplacent  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  quand  on 
introduit  un  retard  sur  l'un  des  faisceaux  interférents  BLV  ou  GC 
dans  l'intervalle  des  lames  où  ils  sont  séparés.  On  peut  donc  ap- 
pliquer cette  méthode  à  la  mesure  des  retards  produits  dans  diffé- 
rents phénomènes. 

L'une  des  lames  L  étant  fixe,  l'autre  lame  L7  est  portée  par  une 
monture  qui  permet  de  la  faire  tourner  autour  d'une  droite  nor- 
male au  plan  de  réflexion  et  basculer  autour  d'une  parallèle  à  la 
lame  située  dans  le  plan  de  réflexion.  Ces  deux  mouvements  se 
font  par  des  vis  de  rappel  et  permettent  de  régler  l'expérience. 

La  frange  centrale  correspond  au  cas  où  les  rayons  intermé- 
diaires AA/,  BB;,  ...  font  des  angles  égaux  avec  les  lames,  c'est- 
à-dire  sont  parallèles  au  plan  bissecteur  de  l'angle  obtus  tc  —  a  des 
lames.  Si  la  réflexion  a  lieu  dans  un  plan  horizontal,  comme  on  le 
fait  généralement,  il  faut  donc  que  ce  plan  bissecteur  soit  hori- 
zontal, c'est-à-dire  que  l'intersection  des  lames  soit  horizontale  et 
chacune  d'elles  également  inclinée  sur  la  verticale,  comme  les 
faces  d'un  toit.  Ces  deux  conditions  doivent  être  réalisées  au  moins 
d'une  manière  très  approchée. 

Lorsque  l'appareil  est  réglé  à  l'œil  avec  soin,  l'angle  a  des  lames 
étant  très  petit,  on  peut  trouver  les  franges  après  quelques  tâton- 
nements, avec  une  source  de  lumière  blanche,  par  le  jeu  des  vis 
de  rappel;  mais  il  est  plus  rapide  d'employer  d'abord  une  source 
homogène,  telle  qu'une  lampe  d'alcool  salé. 

Dans  ce  cas,  on  aperçoit  presque  toujours  des  franges  de  formes 
quelconques,  et  même  des  systèmes  étrangers  à  celui  dont  il  est 
ici  question  (').  Il  est  facile  alors,  en  faisant  basculer  la  lame  L', 
de  rendre  les  franges  horizontales  dans  leur  partie  moyenne.  Une 
rotation  de  la  même  lame  fait  monter  ou  descendre  le  système 
de  franges  et  l'on  s'arrête  quand  elles  paraissent  à  peu  près  recti- 
lignes  au  milieu  de  l'image  de  la  source.  Après  ce  premier  réglage, 
si  l'on  remplace  la  lumière  homogène  par  une  lumière  blanche, 


(')  Lummer,  Ami.  der  Phys.  und  Chim.,  t.  XXIV,  p.  417;  i885.  —  Joubin,  Journ. 
de  Phys.,  [2],  t.  V,  p.  16;  1886. 
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on  voit  les  franges  colorées  presque  à  coup  sûr,  ou  bien  on  les 
fera  apparaître  par  une  petite  rotation  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 
Les  franges  une  fois  obtenues,  on  peut  les  écarter  ou  les  resserrer 
à  volonté  par  nn  petit  effet  de  bascule. 

Si  l'on  continuait  ce  mouvement  de  manière  à  élargir  les  franges 
de  plus  en  plus,  on  devrait  les  faire  disparaître  entièrement  et  ob- 
tenir une  teinte  plate  uniforme  quand  les  lames  seraient  rigou- 
reusement parallèles.  Le  plus  souvent  les  franges  se  déforment 
alors  et  prennent  des  apparences  ondulées  accusant  toutes  les  im- 
perfections des  surfaces,  les  défauts  d'bomogénéité  ou  de  la  trempe 
des  verres;  il  y  a  donc,  pour  chaque  appareil,  une  limite  d'écart 
des  franges  au  delà  duquel  on  peut  difficilement  les  utiliser. 

Pour  les  faisceaux  autres  que  ceux  de  la  frange  centrale,  la  dif- 
férence de  marche  est 

A  =  2/?e(cosr' —  cos/'). 

Menons  par  le  centre  d'une  sphère  des  droites  parallèles  aux 
différentes  directions  considérées  et  représentons  chacune  d'elles 
par  le  point  correspondant  sur  la  surface  de  la  sphère. 

Soient  N  et  N'  (ftg.  1 36)  les  normales  aux  deux  lames,  comptées 

Fig.  l36. 


dans  le  sens  de  la  propagation  des  rayons  réfléchis  sur  la  première. 

La  circonférence  de  grand  cercle  CD,  perpendiculaire  à  l'angle 
NN'  =  a,  comprendles  directions  de  tous  les  rayons  intermédiaires 
aux  lames  qui  donnent  la  frange  centrale.  Soient  P  l'un  de  ces 
rayons,  I  l'angle  d'incidence  correspondant  PN  ou  PN'. 

Pour  une  direction  M,  qui  fait  l'angle  MP  =  ô  avec  le  plan 
moyen,  les  angles  d'incidence  sont  MN  =  i  et  MN'  =  if. 

En  appelant  p  l'angle  NPN',  le  triangle  sphérique  isoscèle  NPN' 
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donne  la  relation 

.a  .  .3 

sin  -  =  si  ni  sin  -  • 

2  2 

Dans  les  triangles  NMP  et  N'MP,  dont  les  angles  en  P  sont  res- 

TU  3  TU  3 

pectivement  -  4-  -  et L  >  on  a 

r  2  2  2  2 

cosi  =  cosl  coso  —  sinl  sino  sin-  =  cosl  coso  —  sin  o  sin  -  , 

2  2 

q 
cosfv=  cosl  coso  -h  sinl  sinô  sin  -  =  cosl  coso  +  sino  sin  -• 

2  2 

On  calculerait  ainsi  la  différence  de  marche  en  fonction  des 
angles  a,  1  et  o,  et  l'on  chercherait  le  lieu  des  points  P  qui  corres- 
pondent à  une  différence  de  marche  constante,  c'est-à-dire  à  une 
interférence  d'ordre  déterminé. 

Si  les  angles  a  et  3  sont  très  petits,  ce  qui  est  le  cas  de  l'expé- 
rience, on  peut,  en  appelant  di  la  variation  d'incidence  i  —  /,  né- 
gliger les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier. 

Remarquant  que 

cosT  —  cos/:=  d(cosi)  —  —  sinidi  —  —  sinl  di, 

on  peut  écrire 

sinl  di  —  cosi  —  cosi'=:  —  ao. 

La  différence  de  marche  correspondante  est 

7/  7  •         T  C0S1  7- 

A  =r  2ne  d(cos7')  — —  2  ne  sin/'  dr  =  —  2e  sinl ttui, 

/icosn 

cosl 

A  t=  2  e ao. 

n  cosli 

La  frange  centrale  sera  parallèle  à  la  direction  du  plan  CD  ré- 
fléchi par  la  lame  Lr  et  l'angle  o,  vu  aussi  par  réflexion,  est  la  dis- 
tance angulaire  à  la  frange  centrale  de  la  frange  qui  correspond 
h  la  différence  de  marche  A;  ces  franges  sont  donc  équidistantes. 

La  distance  de  deux  maxima 

i    n  cosR  ), 

o,= 

2a     cosl      e 

est  en  raison  inverse  de  l'angle  des  lames  et  de  leur  épaisseur. 
La  distance  des  deux  faisceaux  intermédiaires  est  maximum  (45) 
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lorsque  l'angle  d'incidence  satisfait  à  la  condition 
tang2I 


En  prenant  pour  l'indice  de  réfraction  la  valeur  n  =  i  ,53  qui 
convient  au  crown,  il  en  résulte  1=49°  et  la  distance  des  faisceaux 

intermédiaires  est 

e   sinsl 

n   cosK  " 

C'est  donc  pour  une  incidence  moyenne  de  /\0°  à  6o°  que  les 
faisceaux  qui  interfèrent  seront  les  plus  écartés. 

On  emploie  généralement  l'incidence  de  45°  qui  ne  donne  pas 
tout  à  fait  le  maximum  d'écart;  mais  il  y  a  quelque  avantage  à  se 
rapprocher  de  la  normale,  parce  que  les  défauts  des  surfaces  sont 
alors  moins  apparents. 

287.  Miroirs  rectangulaires.  —  D'autres  dispositions  expéri- 
mentales permettent  d'utiliser  deux  fois  la  même  lame  en  faisant 
revenir  sur  elle  les  rayons  qui  y  ont  subi  une  première  réflexion. 

Si  l'on  reçoit  le  faisceau  réfléchi  par  la  lame  A  {fig.  i3y)  sur  un 

Fig.  i37. 


système  mm'  formé  de  deux  miroirs  plans  à  angle  droit,  le  rayon 
SMNP,  réfléchi  sur  la  seconde  face,  reviendra  sur  cette  lame  en  M' 
après  avoir  subi  une  double  réflexion  en  Q  et  Q'  sur  le  système 
des  miroirs  et  émergera  dans  la  direction  M'T. 

De  même,  le  rayon  TM/  réfléchi  d'abord  sur  la  première  face, 
puis  sur  les  deux  miroirs,  enfin  sur  la  deuxième  face  de  la  lame  au 
retour,  émergera  dans  une  direction  MS  parallèle  à  la  première. 

Gomme  les  rayons  émergents  reviennent  sur  le  trajet  des  rayons 
primitifs,  on  place  la  source  de  lumière  sur  le  côté  et  l'on  éclaire 
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l'appareil  à  l'aide  de  la  lumière  réfléchie  par  une  lame  transparente  ; 
on  observe  alors  au   travers  de  cette  lame  auxiliaire. 

Quand  l'appareil  est  bien  réglé,  on  voit  des  franges  d'interfé- 
rence rectilignes,  parallèles  au  plan  de  réflexion  sur  la  lame  A. 

Pour  discuter  les  conditions  de  cette  expérience,  nous  rappel- 
lerons d'abord  (59)  que  l'image  d'un  point,  vue  par  une  double 
réflexion  sur  deux  miroirs  rectangulaires,  est  le  point  symétrique 
du  premier  par  rapport  à  l'arête  d'intersection  des  miroirs.  La  di- 
rection finale  du  rayon  doublement  réfléchi  est  la  même  que  s'il 
n'avait  subi  qu'une  seule  réflexion  sur  cette  arête  elle-même. 

Si  l'arête  des  miroirs  mm'  était  rigoureusement  parallèle  à  la 
plaque  A,  les  rayons  doublement  réfléchis  Q'M'  feraient  avec  cette 
lame  à  leur  retour  le  même  angle  que  les  rayons  PQ.  L'angle  d'in- 
cidence n'étant  pas  changé,  les  deux  faisceaux  que  l'on  fait  inter- 
férer seraient  concordants  et  le  champ  de  vision  paraîtrait  unifor- 
mément éclairé. 

Supposons  maintenant  que,  la  lame  A  étant  verticale,  l'arête  des 
miroirs  soit  dans  un  plan  vertical  parallèle  à  la  direction  moyenne 
du  faisceau  intermédiaire  PQ  et  fasse  un  petit  angle  a  avec  la  ver- 
ticale. Lorsque  les  faisceaux  intermédiaires  sont  perpendiculaires  à 
l'arête,  ils  reviennent  sur  eux-mêmes  après  la  double  réflexion  et 
leur  différence  de  marche  est  nulle.  Il  y  aura  donc  une  frange  cen- 
trale blanche  dans  le  plan  réfléchi  par  la  lame  A  d'un  plan  qui 
ferait  l'angle  a  avec  l'horizon.  Cette  frange  est  rectiligne  et  sensi- 
blement horizontale. 

Soient  encore,  sur  une  sphère,  N  {fig.  i38)  la  normale  à  la  lame, 
P  la  normale  à  l'arête  des  miroirs  située  dans  le  plan  vertical  qui 
passe  par  cette  droite,  G  sa  projection  horizontale,  a  l'angle  PC. 
Le  rayon  P  correspond  à  la  frange  centrale;  soit  I  son  angle  d'in- 
cidence PN  sur  la  lame. 

Pour  un  rayon  M  situé  dans  le  plan  vertical  PC,  et  faisant  avec 
la  droite  P  l'angle  ô  =  MP,  l'angle  d'incidence  sur  la  lame  A  est 
i=  MN  au  départ  et  i'  =  M'N  au  retour,  le  point  M'  étant  symé- 
trique de  M  par  rapport  à  P. 

En  appelant  (3  l'angle  NPC,  les  triangles  sphériques  NPC,  NMP 
etNPM'  donnent 

tanga  —  tangl  cos  (3, 

cosi  =  cosl  cosô  —  sinlsino  cosfi  =  cosl cos o  —  sino  cosl  tanga, 
cosz:'  =  cosIcosS  -+-  sinl  sinS  cos(3  =  cosl  cosô  -+-  sino  cosl  tanga. 
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Si  les  angles  a  et  8  sont  très  petits,  ces  deux  dernières  équations 
sont  les  mêmes  que  pour  le  cas  des  lames  parallèles  (286),  sauf 
que  l'angle  a  est  remplacé  par  2acosI. 

La  différence  de  marche  est  donc 

cos2ï      v 

A  =  4e ^ao, 

n  cosn 

et  les  franges  sont  encore  équidistantes. 

Fig.  i38. 


Cette  disposition  exige  que  les  miroirs  m  et  m'  dont  on  argenté 
la  première  surface  soient  très  bien  travaillés  et  forment  exacte- 
ment un  angle  droit. 

288.  Lentille  et  miroir  plan.  —  On  obtient  un  résultat  équi- 
valent en  recevant  le  faisceau  après  sa  première  réflexion  sur  la 
lame  A  {fig*  1 3g),  par  une  lentille  convergente  L,  près  du  foyer 
de  laquelle  se  trouve  un  miroir  plan  m. 

Le  tracé  de  la  figure  montre  que  les  rayons,  tels  que  SM,  qui 


se  réfléchissent  sur  la  seconde  surface  et  reviennent  ensuite  en  M' 
sur  la  première,  après  avoir  traversé  la  lentille  L,  émergent  dans 
une  direction  voisine  de  la  lumière  incidente. 
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Si  le  miroir  m  est  exactement  dans  le  plan  focal  de  la  lentille, 
le  rayon  PQ  et  le  rayon  de  retour  Q'M'  sont  parallèles  entre  eux 
et  à  la  droite  qui  joint  le  foyer  K  au  point  nodal  n\  la  différence 
de  marche  correspondante  est  nulle.  Il  en  serait  de  même  pour 
une  direction  quelconque  n¥J  et  le  champ  serait  uniformément 
éclairé  d'une  teinte  plate. 

Supposons  maintenant  que  le  miroir  m  soit  en  dehors  du  plan 

focal  principal,  par  exemple  un  peu  plus  loin,   à  une  distance  s 

(Jig*  i4o),  et   considérons  d'abord  les  rayons  parallèles  au  plan 

horizontal. 

Fig.  i4o. 


Les  rayons  primitifs  dont  la  direction  P/i'  est  normale  au  miroir, 
et  dont  l'angle  d'incidence  sur  la  lame  A  est  I,  convergent  au  point 
K;  ils  émanent  ensuite  de  l'image  K'  et,  traversant  de  nouveau  la 
lentille,  tombent  en  convergence  sur  la  lame  A  sous  des  incidences 
un  peu  différentes,  mais  ils  restent  concordants  entre  eux  au  point 
où  la  vision  les  fera  converger.  Ces  rayons  correspondent  à  un 
point  de  la  frange  centrale. 

Avant  d'examiner  la  forme  de  cette  frange,  considérons  un  autre 
faisceau  de  rayons  horizontaux,  parallèle  aux  directions  Qn'  ou 
/zH,  qui  fait  avec  le  précédent  l'angle  o  et  dont  l'angle  d'incidence 
est  i  =  I  -1-  o. 

Après  s'être  réfléchi  sur  le  miroir  m,  le  faisceau  émane  de 
l'image  H';  son  axe  fait  l'angle  o'  avec  la  direction  Kn  et  l'angle 
moyen  d'incidence  au  retour  sur  la  lame  A  est  if  =  I  -\-  &. 

Pour  des  valeurs  très  petites  de  o  et  de  e,  on  a,  en  appelant  F  la 
longueur  focale  de  la  lentille, 


HK  =  F8, 

H'K'=HK  =  (F-+-2s)o' 


M.  -  I. 


3o 
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par  suite, 


F)" 
D'autre  part, 


o  =  =- o=    i 


di=i'—i=:V—  8  =  —  Hf  8, 

F 

et  la  différence  de  marche  correspondante  est  (286) 

sinlcosl   7.  sin2I     so 

A  =  —  2  e j5-  di  —  ie -  =-  • 

n  cosn  n  cosn  1* 

La  distance  des  franges  consécutives  parallèlement  à  l'horizon 
est  donc  en  raison  inverse  du  rapport  de  la  distance  s  à  la  longueur 
focale  de  la  lentille. 

Ces  franges  sont  d'ailleurs  verticales,  car  pour  un  faisceau  pa- 
rallèle au  plan  vertical  qui  passe  par  nK  et  qui  fait  l'angle  très  petit 
S  avec  cette  droite,  l'angle  d'incidence  i  relatif  à  l'axe  de  ce  faisceau 
est  donné  par  la  relation 

cos*  =  cosl  cosô  =  (  i )  cosl, 

de  sorte  que  les  angles  i  et  I  ne  diffèrent  que  d'une  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  à  l'angle  o. 

Au  retour  des  rayons  sur  la  lame  A,  cet  axe  restera  dans  le 
même  plan  vertical  et  fera  encore  avec  la  droite  K/z  un  angle  très 
petit  o';  l'angle  d'incidence  correspondant  i'  ne  diffère  aussi  de 
l'angle  I  que  d'une  quantité  du  second  ordre.  Le  retard  final  A 
des  rayons  qui  interfèrent  est  donc  du  second  ordre. 

11  en  résulte  que  la  frange  centrale  est  tangente  à  la  verticale  et, 
par  conséquent,  que  le  phénomène  observé  est  sensiblement  un 
système  de  franges  verticales. 

Le  résultat  serait  le  même  si  le  miroir  m  était  en  deçà  du  foyer 
principal  R  de  la  lentille. 

289.  Lentille  et  miroir  sphérique.  —  Supposons  enfin  que  le 
miroic  m  est  sphérique;  soit  O'  {ftg>  1 41)  le  centre  et  p  le  rayon 
de  courbure  de  sa  surface.  L'image  H7  du  point  H  se  trouve  alors 
sur  la  droite  0'H. 

Aux  quantités  du  second  ordre  près,  la  distance  z'  de  l'image  au 
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miroir  est  encore  égale  à  s  et  l'on  a 
H'K'        p  +  s' 


il  en  résulte 
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On  peut  dans  cette  expression  donner  aux  quantités  p  et  e  des 
valeurs  positives  ou  négatives. 

Un  cas  particulier  est  remarquable,  c'est  celui  où  p  =  F.  La 
différence  de  marche  est  alors  nulle  pour  toutes  les  directions;  le 
centre  de  courbure  O'  coïncide  avec  le  point  nodal  n  de  la  lentille 
et  l'on  verrait  directement  que  les  angles  d'incidence  sur  la  lame  A 
sont  les  mêmes  pour  l'aller  et  le  retour  des  rayons. 

290.  Plaques  de  spath  d'Islande.  —  Jamin  a  utilisé  aussi  le 
déplacement  latéral  (43)  des  deux  rayons  réfractés  dans  un  milieu 
biréfringent  à  faces  parallèles. 

Deux  plaques  de  spath  d'Islande  L  et  L'  {fi g.  i42)>  identiques 
entre  elles  et  obliques  à  l'axe,  telles  que  des  lames  parallèles  au 
clivage  naturel,  sont  placées  à  la  suite  l'une  de  l'autre.  Un  rayon 
incident  SA  donne  dans  la  première  lame  un  rayon  ordinaire  AB  et 
un  rayon  extraordinaire  AG  qui  émergent  en  BB'  et  ÇG7  parallèle- 
ment au  rayon  primitif,  avec  une  certaine  différence  de  marche. 

Lorsque  l'axe  optique  de  la  seconde  lame  est  parallèle  à  celui  de 
la  première,  le  rayon  BB'  reste  ordinaire  dans  la  nouvelle  réfrac- 
tion et  le  rayon  CC  extraordinaire;  ils  émergent  encore  parallèle- 
ment entre  eux  et  leur  différence  de  marche  est  doublée. 

Mais,  si  l'on  fait  tourner  la  lame  \J  de  go°  autour  de  sa  normale, 
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les  réfractions  changent  de  nature,  le  rayon  C'C"  devient  ordinaire 
dans  la  nouvelle  réfraction  et  le  rayon  B'B",  devenant  ordinaire,  se 
réfracte  dans  le  plan  normal  qui  passe  par  la  nouvelle  direction  de 
l'axe;  les  ondes  planes  correspondant  aux  rayons  émergents  K{  et 
R2  sont  parallèles  et  leur  retard  n'est  que  la  différence  des  retards 
produits  par  les  deux  lames. 

Fig.   142. 
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Lorsque  ces  lames  sont  parallèles,  le  retard  résultant  est  toujours 
nul,  quelle  que  soit  la  direction  du  faisceau. 

Si  les  lames  font  un  petit  angle  a,  Je  retard  est  encore  nul  quand 
les  ondes  intermédiaires  correspondant  aux  rayons  BB'  et  GG'sont 
parallèles  au  plan  bissecteur  des  sections  principales. 

La  différence  de  marche  ne  sera  plus  nulle  pour  des  rayons  de 
directions  différentes  à  droite  et  à  gauche. 

On  est  donc  dans  des  conditions  telles  que  l'observation  à  l'in- 
fini donne,  avec  la  lumière  blanche,  un  système  de  franges  recti- 
lignes  parallèles  à  l'intersection  des  lames.  Cette  disposition  pré- 
sente même  l'avantage  que  la  presque  totalité  de  la  lumière 
intervient  dans  les  faisceaux  interférents,  puisqu'il  ne  reste  en 
dehors  que  la  quantité  très  faible  de  lumière  réfléchie. 

Toutefois,  à  cause  des  phénomènes  de  polarisation,  l'interfé- 
rence n'est  possible  que  si  la  lumière  incidente  est  polarisée  et  la 
lumière  émergente  reçue  dans  un  analyseur,  de  manière  à  n'ob- 
server que  la  lumière  polarisée  de  nouveau  dans  un  plan  parallèle 
ou  perpendiculaire  au  plan  primitif  de  polarisation.  Nous  revien- 
drons plus  loin  sur  cette  condition.  Dans  tous  les  cas,  la  polarisa- 
tion à  l'entrée  fait  perdre  la  moitié  de  l'intensité  de  la  lumière 
incidente  et  l'on  perd  encore  la  moitié  de  la  lumière  émergente 
par  l'analyseur.  L'intensité  totale  des  faisceaux  interférents  est 
donc  le  quart  de  l'intensité  primitive;  c'est  encore  beaucoup  plus 
que  dans  les  appareils  à  lames  épaisses  où  l'on  fait  intervenir  la 
réflexion  sur  une  lame  transparente. 
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Analyse  spectkale  des  interférences. 

291.  Franges  de  réflexion.  —  Une  expérience  très  simple 
réalisée  par  de  Wrede  (*)  donne  des  spectres  cannelés  qui  corres- 
pondent aux  anneaux  de  réflexion. 

Une  lame  de  mica  est  courbée  sur  un  tube  de  mêlai  cylindrique 
évidé  dans  une  partie  de  la  région  couverte  par  la  lame.  L'image, 
sur  cette  lame,  d'une  source  de  lumière  d'étendue  limitée,  comme 
celle  d'une  fenêtre,  est  une  ligne  brillante  parallèle  aux  généra- 
trices. Quand  on  examine  cette  image  au  travers  d'un  prisme 
parallèle  à  sa  direction,  on  aperçoit  un  spectre  couvert  de  bandes 
d'interférence  noires. 

En  effet,  l'image  est  formée  en  réalité  par  les  rayons  réfléchis 
sur  les  deux  surfaces.  Sous  l'angle  d'incidence  i  les  deux  systèmes 
de  rayons  ont  une  différence  de  marche  qui  varie  avec  la  nature  de 
la  lumière  et  qui  a  pour  expression  (268) 

A  =  2/iecos/'  -h  -• 

2 

Si/?  est  l'ordre  d'une  frange  obscure  pour  la  longueur  d'onde  ),, 
m  le  nombre  des  franges  obscures  qui  existent  dans  le  spectre 
entre  le  point  correspondant  et  celui  d'une  autre  couleur  dont  la 
longueur  d'onde  V  est  plus  petite,  on  aura 

ien  cosr  —/A,         2en'  cosr'  =  (p  -+-  m)V; 

par  suite 

/  n"  cosr        n  cosr 
2  e  (  —t — — 


et,  pour  l'incidence  normale, 

w  =  2e 


Les  franges  deviennent  moins  nettes  quand  on  introduit  un 
liquide  dans  le  tube  parce  que  les  interférences  ne  sont  plus  com- 
plètes (269). 

Lorsque  le  liquide  intérieur  est  plus  réfringent  que  la  lame  de 
mica,  on  aperçoit  encore  les  mêmes  bandes,  mais  les  minima  sont 
remplacés  par  des  maxima  et  inversement. 

(')  De  Wrede,  Pogg.  Ann.,  t.  XXXIII,  p.  377;  i83^. 
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Si  l'on  reçoit  la  lumière  réfléchie  sur  une  deuxième  lame  de 
mica,  également  courbée  sur  une  surface  cylindrique  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  celles  de  la  première,  on  apercevra 
dans  le  spectre  de  la  nouvelle  image  les  bandes  d'interférence  de 
chacune  des  lames;  en  outre,  ces  deux  systèmes  interfèrent  entre 
eux,  comme  pour  les  lames  multiples  (284),  et  fournissent  un 
troisième  système  de  minima  à  bandes  plus  larges. 

On  obtient  ces  franges  d'interférence  très  facilement  à  l'aide 
d'un  spectroscope  ordinaire  ('),  soit  en  éclairant  la  fente  par  de 
la  lumière  réfléchie  sur  une  lame  à  faces  parallèles,  soit  en  plaçant 
cette  lame  obliquement  à  la  suite  de  l'oculaire  et  visant  le  spectre 
par  réflexion. 

Pour  faire  des  mesures,  on  place  la  lame  e  en  avant  de  la  fente/ 
du  spectroscope,  perpendiculairement  au  plan  de  réfraction,  et  on 
l'éclairé  par  une  lame  transparente  auxiliaire  /,  située  entre  la  lame 
e  et  la  fente,  qui  réfléchit  la  lumière  d'une  source  S  placée  latéra- 
lement; les  rayons  réfléchis  par  la  lame  e  traversent  ensuite  en 
partie  la  lame  /  et  éclairent  la  fente  du  spectroscope. 

Comme  la  différence  de  marche  diminue  à  mesure  que  l'angle 
d'incidence  augmente,  l'ordre  de  la  frange  produite  en  un  point 
du  spectre  est  d'autant  moins  élevé  que  l'inclinaison  est  plus 
grande;  les  bandes  marchent  donc  dans  le  spectre  du  violet  vers 
le  rouge  lorsque  la  réflexion  se  rapproche  de  la  normale,  ce  qui 
fournit  le  moyen  de  rendre  la  lame  e  exactement  perpendiculaire 
à  l'axe  optique  du  collimateur.  Si  l'on  pointe  alors  le  réticule  de 
la  lunette  sur  une  raie  du  spectre,  de  longueur  d'onde  \,  corres- 
pondant à  un  maximum,  on  aura 

2  ne  =  p  a . 

Faisant  tourner  lentement  la  lame  d'un  angle  i  autour  d'une 
droite  perpendiculaire  au  plan  de  réfraction,  on  compte  le  nombre 
q  des  franges  qui  passent  sur  le  réticule.  L'équation 

2  ne  cos  r  =  (p  —  g  )  a 
donne 

ql  =  2en(i  —  cos/1). 


(')  Mascart,  Journ.  de  Phys.,  t.  I,  p.  177;  187; 
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On  peut  ainsi  calculer  l'indice  de  réfraction  n  par  les  quantités 
<7,  A  et  e  déduites  de  l'observation  (280). 

Si  l'on  veut  obtenir  les  spectres  cannelés  des  lames  multiples,  il 
suffit  de  placer  plusieurs  lames  devant  la  fente,  ou  les  unes  de- 
vant la  fente  et  les  autres  derrière  l'oculaire,  et  de  viser  par  ré- 
flexion dans  ces  dernières. 

L'empiétement  réciproque  des  bandes  dues  aux  différentes 
lames  produit  des  cannelures  périodiques  comparables  aux  raies 
d'absorption  de  certains  milieux  colorés,  tels  que  les  vapeurs 
d'iode,  de  brome  ou  d'acide  hypoazolique. 

Cette  méthode  permet  d'observer  des  interférences  qui  corres- 
pondent à  des  retards  considérables.  MM.  Fizeau  et  Foucault  ('), 
par  exemple,  faisant  tomber  les  rayons  solaires  sur  une  lentille  cy- 
lindrique, interceptaient  le  faisceau  convergent,  avant  la  formation 
de  l'image  linéaire  très  brillante,  par  une  lame  de  verre  à  faces 
parallèles  de  omm,537  d'épaisseur.  L'image  était  ainsi  reportée  en 
avant  de  la  lame  par  réflexion  sur  les  deux  faces  et,  en  inclinant 
un  peu  le  faisceau  incident,  il  était  possible  d'en  faire  une  ana- 
lyse prismatique.  Les  bandes,  d'une  finesse  extrême,  n'ont  pas  été 
comptées,  mais,  d'après  l'épaisseur  de  la  lame  et  son  indice  de 
réfraction,  le  retard  était  de  34o6  longueurs  d'onde  sur  la  raie  F 
et  de  3809  sur  la  raie  G,  ce  qui  donnait  453  bandes  noires  entre 
ces  deux  points. 

292.  Transmission.  —  Pour  observer  les  bandes  de  transmis- 
sion (2),  il  suffit  de  couvrir  la  fente  du  spectroscope  par  une  lame 
à  faces  parallèles,  ou  de  placer  cette  lame  entre  l'œil  et  l'oculaire, 
ou  enfin  entre  le  collimateur  et  la  lunette.  Les  bandes  sont  com- 
plémentaires des  précédentes  et  on  peut  les  mesurer  de  la  même 
manière,  mais  elles  sont  beaucoup  plus  pâles. 

On  obtiendrait  aussi  les  systèmes  de  bandes  multiples,  soit  en 
superposant  deux  ou  plusieurs  lames  devant  la  fente,  soit  en  pla- 
çant les  unes  devant  la  fente,  les  autres  derrière  l'oculaire,  ou  en 
un  point  quelconque  entre  le  collimateur  et  la  lunette. 


(')  Fizeau  et  Foucault  (i845),  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XXVI, 
p.  i44;  i849. 

(2)  Erman,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XTX, 
p.  83o;  1844. 
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293.  Lames  mixtes.  —  L'observation  des  bandes  relatives  aux 
lames  mixtes  est  plus  délicate  et  l'on  peut  réaliser  l'expérience  de 
la  manière  suivante. 

On  prend  comme  source  de  lumière  la  fente  f  (Jig.  i43)  d'un 
premier  collimateur  K  derrière  lequel  est  une  lunette  L  qui 
donne  une  image  en/'  sur  la  fente  parallèle  d'un  second  collima- 
teur K'  appartenant  au  spectroscope.  Entre  les  objectifs  K  et  L, 


43. 


où  les  rayons  sont  parallèles,  on  interpose  une  lame  M  qui  couvre 
la  moitié  du  faisceau,  d'un  côté  ou  de  l'autre. 

Supposons,  d'une  manière  plus  générale,  que  la  lame,  d'épais- 
seur e  et  d'indice  n,  soit  placée  dans  une  cuve  à  faces  parallèles 
contenant  un  liquide  dont  l'indice  de  réfraction  est  nK . 

Sous  l'angle  d'incidence  i  la  différence  de  marche,  pour  la  lon- 
gueur d'onde  X,  des  rayons  qui  interfèrent  est  (277) 

A  =r  e(n  cosr  —  /i,  cos/^  )  =  /?X. 

L'intensité  est  maximum  si/?  est  entier;  le  maximum  d'ordre 
p-\-m  a  lieu  pour  la  longueur  d'onde  V  qui  satisfait  à  l'équation 

e(n'  cos/'' —  n\  cos/'j  )  =  (p  H-  m)V. 

Le  nombre  des  franges  qui  existent  entre  les  couleurs  de  lon- 
gueurs d'onde  ~k  et  V  est  donc 


iv  cosr 


Jl<  COS/'i 


X' 


ce  qui  donne,  pour  l'incidence  normale. 
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et,  lorsque  la  lame  est  simplement  dans  l'air, 
m 


e 


La  différence  de  marche  augmentant  avec  l'inclinaison,  dans  le 
cas  actuel,  les  franges  se  déplacent  du  rouge  vers  le  violet  à  me- 
sure que  la  réflexion  se  rapproche  de  la  normale. 

Pour  l'incidence  normale,  si  un  maximum  se  produit  au  point 
où  la  longueur  d'onde  est  X,  on  a 

Le  nombre  q  des  franges  qui  passent  en  ce  point  quand  on  fait 
tourner  la  lame  d'un  angle  î  satisfait  à  l'équation 

e(n  cosr  —  n{  cos/'i)  —  (p  -+-  </)a, 
qui  donne 

et,  si  la  lame  est  dans  l'air, 


— -  ■=.  n^(i  —  cos/'j)  —  n{\  —  cosr), 


•       7X 

/l(l  —  COS  /')  =  I  —  COS  l  —  —  -> 

e 

équation  qui  permet  encore  de  calculer  l'indice  de  réfraction   n 
par  les  données  de  l'expérience. 

294.  Bandes  de  Talbot.  —  On  peut,  dans  certains  cas,  sim- 
plifier l'expérience;  le  phénomène  présente  alors  une  dissjmétrie 
curieuse  qu'il  est  nécessaire  d'examiner. 

Si  l'on  regarde  un  spectre  sur  un  écran,  ou  celui  qui  est  fourni 
par  un  appareil  quelconque,  en  couvrant  la  moitié  de  la  pupille 
par  une  lame,  le  spectre  paraît  quelquefois  couvert  de  bandes  dues 
à  l'interférence  des  rayons  qui  ont  traversé  la  lame  avec  ceux 
qui  ont  marché  dans  l'air.  L'observation  est  due  à  Talbot  (*); 
Brewster  (2)  a  signalé  cette  circonstance  singulière  que  la  lame 
doit  être  située  du  même  côté  que  les  rayons  rouges  du  spectre, 
et  il  crut  d'abord  que  ce  défaut  de  symétrie  démontrait  l'existence 


(*)  Talbot,  Phil.  Mag.,  [3],  t.  X,  p.  364;  i837. 
(2)  Brewster,  B.  A.  Rep.,  p.  12,  Part  2;  1837. 
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d'une  nouvelle  polarité  de  la  lumière,  contradictoire  avec  la 
théorie  des  ondulations. 

Pour  répéter  l'expérience  avec  un  spectroscope  ordinaire,  on 
placera  une  lame  mince  à  faces  parallèles,  soit  en  /  ou  l'  {fig.  i44), 
du  côté  de  l'arête  du  prisme,  soit  en  l"  entre  l'œil  et  l'oculaire,  de 
manière  à  couvrir  la  moitié  de  la  pupille,  et  du  côté  opposé.  Les 
positions  symétriques  des  précédentes  par  rapport  au  faisceau  ne 
font  apercevoir  aucune  bande. 

Baden  Powel  a  obtenu  les  mêmes  résultats  avec  une  lame  de 
verre  plongée  dans  un  prisme  à  liquide  et  couvrant  la  moitié  du 
faisceau.  Les  bandes  apparaissent  dans  le  spectre  quand  la  lame 
est  du  côté  de  l'arête  ou  de  la  base  du  prisme,  suivant  qu'elle  est 
plus  réfringente  ou  moins  réfringente  que  le  liquide. 


M.  Stokes  (')  place  la  lame  dans  une  cuve  à  faces  parallèles  sur 
le  trajet  des  faisceaux  qui  produisent  le  spectre.  La  lame  doit 
être  encore  du  côté  des  rayons  rouges  ou  violets,  suivant  qu'elle 
est  plus  réfringente  ou  moins  réfringente  que  le  liquide. 

Sir  G.  Airy  (2)  a  montré  que  cette  dissymétrie  tient  au  sens 
dans  lequel  a  lieu  la  dispersion  et  qu'elle  s'explique  facilement  par 
la  théorie  ordinaire  des  ondulations. 

Les  calculs  d'Airy  se  rapportent  au  cas  très  complexe  où  l'ob- 
servation est  faite  dans  un  plan  quelconque  ;  mais  il  suffit  de  con- 
sidérer le  phénomène  dans  le  plan  même  où  se  produit  un  spectre 
pur,  et  les  calculs  sont  alors  beaucoup  plus  simples. 

Supposons  donc  que  la  lumière  est  fournie  par  la  fente  S  d'un 
collimateur  (fig.  1 45 )  et  que  le  faisceau   qui   sort   de   l'objectif 


(')  Stokes,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  227;  1848. 

(2)  Sir  G.  Airy,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  Part  II,  p.  225,  1840;  p.  1,  1841. 
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tombe  sur  un  écran  E  percé  d'une  fente  rectangulaire  de  largeur 
2a,  pour  être  observé  ensuite  dans  une  lunette  pointée  sur  l'in- 
fini. L'une  des  moitiés  de  cette  fente,  à  droite  par  exemple,  est 
couverte  par  une  lame  réfringente  d'épaisseur  e,  ou,  plus  géné- 
ralement, on  établit  sur  une  moitié  de  faisceau  un  retard  A  va- 
riable avec  la  longueur  d'onde. 

On  se  trouve  alors  dans  le  cas  de  deux  fentes  voisines  (128), 
dont  la  distance  des  centres  est  a,  les  rayons  qui  traversent  l'une 
d'elles  éprouvant  un  retard  À.  Le  calcul  de  la  diffraction  se  ferait 
par  les  méthodes  ordinaires  (232);  nous  considérerons  seulement 
la  position  des  minima. 

Chacune  des  fentes  donne  lieu  à  un  phénomène  de  diffraction 
dont  les  minima  sont  équidistants,  et  la  déviation  ofl  du  premier 
minimum,  d'intensité  nulle,  est 

a 

Fig.  i45. 


En  outre,  les  deux  fentes  donnent  des  minima  de  seconde  classe 
qui  ont  lieu  pour  des  déviations  9,  telles  que 

A  —  «6  ip  —  1 


Soit  \0  la  longueur  d'onde  pour  laquelle  le  rapport  ~  est  entier 

et  prenons  p  =  —  •  La  déviation  Q0  du  premier  minimum  de  se- 
conde  classe  est  alors 


ici        1 


4/6 
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Si  le  rapport  7-  est  croissant  à  mesure  que  la  longueur  d'onde 
À 

diminue,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  fréquent,  la  déviation  du  pre- 
mier minimum  va  en  croissant  à  partir  de  Q0. 

Quand  la  longueur  d'onde  "kt  satisfait  à  la  condition 

A!  1 

X!  '  2 

la  déviation  du  minimum  considéré  est  devenue 

6'-«' 

et  il  coïncide  sensiblement  avec  le  premier  minimum  de  première 
classe,  puisque,  si  le  nombre  p  est  un  peu  grand,  la  variation 
^0  —  \i  de  longueur  d'onde  est  extrêmement  petite.  En  même 
temps,  un  minimum  (9  =  o)  est  venu  se  placer  dans  la  direction 
des  rayons  primitifs. 

Pour  mieux  analyser  le  phénomène,  nous  détacherons  les  franges 
de  diffraction  relatives  aux  différentes  longueurs  d'onde  voisines, 
en  les  plaçant  dans  des  plans  parallèles  et  ne  considérant  pour 
chacune  d'elles  que  la  partie  comprise  dans  l'angle  28,  des  mi- 
nima  de  première  classe. 

La  courbe  I  {fig.  i46),  qui  représente  la  variation  des  inten- 

Fig.   146. 


lu 


^—^  /^T^-^-  ^-^ 

j  a                 ;  0                 i  B 

;                                   A'               j         0'                        B' 

sites  pour  h0=p\0,  comprend  deux  minima  symétriques  de  se- 
conde classe  A  et  B,  dont  la  déviation  est  moitié  moindre  que 
celle  des  minima  de  première  classe. 

Sur  la  courbe  II,  pour  laquelle  le  rapport  y  est  environ  p  +  7> 
on  voit  que  les  minima  de  gauche  et  de  droite,  A'  et  B',  ont  glissé 
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vers  la  droite,  c'est-à-dire  du  côté  de  la  lame  e,  d'un  angle  —\  les 
franges  de  seconde  classe  se  déplacent  d'une  manière  continue. 
La  courbe  III  correspond  à  ~  =p  H — ;  le  glissement  des  mi- 

À  j  2 

aima  A  et  B,  qui  sont  venus  en  A"  et  B",  est  égal  à  —  • 

Il  est  clair  que,  si  toutes  ces  couleurs  ont  la  même  direction 
primitive,  comme  on  l'a  supposé,  les  états  variés  d'interférence 
pour  des  longueurs  d'onde  voisines  se  superposent  et  l'onn'aperçoit 
que  les  franges  de  diffraction  relatives  à  la  fente  de  largeur  a. 

Supposons  maintenant  qu'on  reçoive  la  lumière  sur  un  prisme. 
Si  les  axes  des  faisceaux  relatifs  aux  longueurs  d'onde  décrois- 
santes sont  déviés  de  plus  en  plus  vers  la  droite,  c'est-à-dire  si 
l'arête  du  prisme  est  du  côté  opposé  à  celui  de  la  lame  e,  les  mi- 
nima  de  première  classe  ne  sont  plus  superposés  et  les  minima 
de  seconde  classe  s'écartent  encore  davantage  les  uns  des  autres; 
on  n'apercevra  donc  aucune  interférence. 

Au  contraire,  si  le  prisme  est  placé  en  sens  inverse,  les  minima 
de  seconde  classe  se  rapprocheront  les  uns  des  autres  et  pourront 
apparaître  dans  le  spectre. 

La  superposition  est  complète  lorsque  les  minima  B,  B'  et  B" 
sont  ramenés  dans  la  même  direction  ;  dans  ce  cas,  le  spectre  est 
couvert  de  bandes  noires,  au  moins  dans  une  certaine  région. 

L'angle  a  de  deux  bandes  noires  successives,  c'est-à-dire  l'angle 

de  deux  rayons  entre  lesquels  le  rapport  -  a  augmenté  d'une  unité, 

est  alors  égal  à  AB  =  A"B",  c'est-à-dire  à  la  déviation  o,  du  pre- 
mier minimum  de  première  classe.  La  meilleure  condition  pour 
obtenir  des  bandes  très  nettes  est  donc 


X 

X 

— 

ou 

a  ■=.  — • 

a 

a 

La  largeur  i a  de  la  fente  doit  être  d'autant  plus  grande  que  les 
bandes  sont  plus  serrées,  c'est-à-dire  que  la  différence  de  marche 
A  est  plus  grande  et  la  dispersion  plus  faible. 

Si  l'on  ouvre  la  fente  progressivement  à  partir  de  la  largeur  qui 
convient  le  mieux,  on  voit  les  franges  s'affaiblir,  disparaître,  puis 
reparaître  de  nouveau  avec  des  minima  qui  ne  sont  plus  nuls,  etc.; 
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ces  alternatives,  qui  se  reproduisent  plusieurs  fois,  sont  dues  à 
l'empiétement  réciproque  des  effets  de  diffraction  relatifs  aux 
couleurs  voisines. 

Gomme  le  rapport  y  augmente  en  général  beaucoup  plus  rapi- 
dement, à  part  les  phénomènes  de  dispersion  anormale,  pour  le 
rouge  que  pour  le  violet,  la  distance  a  des  bandes  est  plus  petite 
dans  le  rouge  et  la  meilleure  largeur  de  fente  2  a  plus  grande.  C'est, 
en  effet,  dans  cette  région  du  spectre  que  les  bandes  de  Talbot 
s'observent  le  plus  facilement. 

Soit,  d'une  manière  générale,  D  =  cp(l)  la  déviation  prisma- 
tique comptée  vers  la  gauche,  c'est-à-dire  du  côté  opposé  au  fais- 
ceau qui  subit  le  retard  A. 

A 
Si  le  rapport  y  =/(a)  est  un  nombre  très  grand,  la  variation 

de  longueur  d'onde  relative  à  deux  bandes  voisines  est  une  quan- 
tité très  petite  cD^  et  l'on  peut  écrire  simultanément 

la  condition  du  maximum  de  netteté  devient  alors 

<f'(A) 

Lorsque  les  fonctions/^ A)  et  yÇk)  sont  toutes  deux  croissantes 
à  mesure  que  la  longueur  d'onde  diminue,  ce  qui  est  le  cas  le 
plus  fréquent,  la  théorie  vérifie  ainsi  que  le  retard  A  doit  être 
du  côté  apparent  des  rayons  violets.  L'effet  est  le  même  pour  la 
lame  F  placée  à  la  suite  de  l'oculaire  (fig-  1 44)?  à  cause  du  croi- 
sement des  rayons  dans  la  lunette,  qui  intervertit  l'ordre  apparent 
des  couleurs. 

Les  valeurs  absolues  des  dérivées  cp'("X)  etf'Çk)  peuvent  être 
considérées  respectivement  comme  caractérisant  la  dispersion 
spectrale  du  faisceau  et  la  dispersion  du  retard  A. 

Si  l'observation  est  faite  avec  un  spectre  de  diffraction,  pour 
lequel  les  déviations  sont  à  peu  près  proportionnelles  aux  lon- 
gueurs d'onde,   la  dérivée  y'Çk)  est  sensiblement  une  constante 
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—  A  (puisque  la  déviation  spectrale  doit  être  comptée  cette  fois 
du  côté  de  la  lame  des  retards)  et  l'on  a 

Lorsque  les  deux  faisceaux,  au  lieu  d'être  en  contact,  comme 
nous  l'avons  supposé,  sont  séparés  par  un  intervalle  6,  la  largeur 
de  chacun  d'eux  étant  toujours  a,  la  distance  des  centres  est  a-\-b 
et  la  condition  du  maximum  de  netteté  devient 

/        X 
a 

L'existence  de  l'intervalle  b  nuit  donc  à  la  largeur  limite  du 
faisceau  et  exige  qu'on  diminue  beaucoup  l'intensité  générale. 

Si  les  faisceaux  qui  interfèrent  n'ont  pas  la  même  largeur,  il 
existe  encore  des  interférences  de  seconde  classe  et  des  bandes 
dans  le  spectre,  mais  l'intensité  des  minima  n'est  plus  nulle. 

M.  H.  Struve  (*)  a  traité  également  le  cas  où  les  bandes  de 
Talbot  sont  produites  par  une  ouverture  circulaire  sur  l'une  des 
moitiés  de  laquelle  on  établit  le  retard  A;  les  résultats  sont  tout  à 
fait  analogues  à  ceux  qui  précèdent. 

Pour  observer  ces  phénomènes  avec  un  spectroscope,  il  est 
préférable  de  placer  la  lame  des  retards  en  /  avant  la  dispersion, 
plutôt  qu'en  /'  ou  l"  après  la  dispersion,  parce  que,  dans  ces  deux 
derniers  cas,  elle  ne  coupe  la  moitié  du  faisceau  que  pour  une 
fraction  du  spectre. 

Lorsque  la  lame  e  est  assez  épaisse  pour  produire  un  très  grand 
nombre  de  bandes  dans  le  spectre,  la  limitation  du  faisceau  par 
les  objectifs  suffira  pour  obtenir  des  minima  noirs.  Si  le  retard  est 
plus  faible,  ou  la  dispersion  plus  grande,  de  manière  que  les  bandes 
soient  plus  écartées,  il  sera  nécessaire  de  couper  le  faisceau  par 
une  fente  de  largeur  convenable  2  a,  placée  de  préférence  avant 
l'appareil  de  dispersion. 


0)  H.  Struve,  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg, 
t.  XXXI,  n°  1  ;  i883. 
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Interférences  des  rayons  diffusés  ou  diffractés. 

295.  Expérience  de  Newton  ( 1  ).  —  Lorsqu'on  fait  tomber  sur 
un  miroir  concave  M  {fi g.  147),  formé  d'une  lame  de  verre  ar- 
gentée sur  sa  face  postérieure,  un  faisceau  de  rayons  solaires  qui 
passe  par  une  ouverture  S  située  au  centre  de  courbure,  les  rayons 
réfléchis  vont  former  une  image  sur  l'ouverture  elle-même.  Jl  suffit 
alors  de  couvrir  la  première  surface  du  miroir  d'une  couche  de 

Fig.  i47. 


buée  ou  de  poussières  fines  pour  qu'un  écran  de  blanc  E  passant 
par  l'ouverture  se  couvre  d'anneaux  colorés  d'un  très  grand  éclat; 
c'est  ce  qu'on  appelle  les  anneaux  colorés  des  plaques  épaisses. 
Les  carrés  des  diamètres  varient  comme  la  suite  des  nombres  pairs 
pour  les  anneaux  brillants  et  comme  les  nombres  impairs  pour  les 
anneaux  obscurs. 

Si  l'ouverture  S  est  placée  un  peu  en  dehors  du  centre  de  cour- 
bure, on  observe  sur  l'écran  un  anneau  blanc,  d'intensité  variable, 
qui  passe  par  l'ouverture  S  et  son  image  S',  puis  une  série  d'an- 
neaux concentriques  intérieurs  et  extérieurs  au  premier.  Les  carrés 
des  distances  de  ces  anneaux  au  premier  varient  encore  comme  la 
série  des  nombres,  pairs  ou  impairs,  suivant  qu'il  s'agit  de  maxima 
ou  de  minima. 

Les  anneaux  disparaissent  quand  on  opère  avec  un  miroir  métal- 
lique; les  deux  surfaces  de  la  lame  interviennent  donc  dans  le 
phénomène. 

Ces  anneaux  sont  dus  à  l'interférence  des  rayons  qui  se  sont 
réfléchis  sur  la  deuxième  surface  du  miroir,  les  uns  après  s'être 
diffusés  sur  la  première  surface,  les  autres  avant  la  diffusion.  On 


(')  Newton,  Optics,  L.  II,  Part  IV;  1704. 
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ne  peut  d'ailleurs,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Stokes,  combiner 
que  des  rayons  diffusés  au  même  point,  parce  que  la  diffusion  est 
accompagnée  d'une  différence  de  marche  variable  d'un  point  à 
l'autre  sans  aucune  loi  régulière. 

296.  Calcul  des  retards.  —  Nous  examinerons  d'abord  le  cas 
d'une  lame  à  faces  parallèles,  d'épaisseur  e  (fig.  1 48),  éclairée 
par  un  système  d'ondes  planes. 

Fig.  i/,8. 


Appelons  l 'l'angle  d'incidence  des  rayons  primitifs  SA.,  /'l'angle 
que  font  avec  la  normale  AN  les  rayons  diffusés  AR/,  situés  ou  non 
dans  le  plan  d'incidence,  /•  et  r'  les  angles  de  réfraction  corres- 
pondants dans  la  lame,  et  considérons  les  rayons  SABGR  et 
S'A'B'AR'  qui  se  sont  diffusés  au  même  point  A,  par  exemple  en 
traversant  une  gouttelette  liquide,  pour  émerger  finalement  dans 
la  même  direction.  Leur  différence  de  marche,  en  arrivant  au 
point  A,  est  la  même  que  pour  les  anneaux  de  Newton  par  ré- 
flexion sous  la  même  incidence,  c'est-à-dire  znecosr;  à  partir  du 
point  A,  ces  rayons  prennent,  en  sens  contraire,  une  différence  de 
marche  2  ne  cos  rf,  de  sorte  que  le  retard  définitif  est 


ce  qui  donne 

(■) 


A  =  2«e[  cos  /"  —  cos  r'  ] 


/  P^ 

COS  /'  =  cos  /•  —  -. 

i\iie 


On  voit  que,  pour  un  même  retard  optique,  l'angle  r'  et,  par 
suite,  l'angle  correspondant  i' ,  ont  des  valeurs  constantes.  La  lu- 
M.  —  I.  3i 
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mière  diffusée,  vue  au  foyer  principal  d'une  lentille,  formera  donc 
une  série  d'anneaux  concentriques  à  la  normale  à  la  lame  et  l'an- 
neau correspondant  à  une  différence  de  marche  nulle  (if=  i)  pas- 
sera par  la  direction  de  la  lumière  réfléchie. 

Les  phénomènes  ne  sont  généralement  visibles  que  dans  le  voi- 
sinage de  la  lumière  réfléchie,  parce  que  la  diffusion  s'affaiblit  très 
rapidement  dans  toute  autre  direction.  Si  l'angle  d'incidence  i  a 
une  valeur  notable,  on  aura  ainsi,  en  observant  avec  une  lunette, 
des  portioûs  d'anneaux  qui  paraîtront  former  une  série  de  franges 
rectilignes  perpendiculaires  au  plan  d'incidence,  avec  une  frange 
centrale  blanche  correspondant  à  la  lumière  réfléchie.  Le  phéno- 
mène devient  plus  éclatant  si  l'on  prend  comme  source  de  lumière 
une  fente  parallèle  aux  franges,  en  pointant  la  lunette  sur  l'image 
virtuelle  de  cette  fente. 

La  distance  des  franges  s'obtiendra  en  considérant  le  phéno- 
mène dans  le  plan  d'incidence.  Si  l'on  se  borne  aux  premières 
franges,  les  angles  r' —  /•  et  i' —  i  =  S  sont  très  petits,  et  l'on  peut 

écrire 

p\  ./•+/'.    r'—r 

- —  =  2/1  (cos /'  —  cos r)  -4«  sin sin , 

ie  22 

- —  =  2(r'—  /•)  sin?. 
ie 

On  a  d'ailleurs,  par  la  loi  de  réfraction, 

cos  i  di  =  n  cos  rdr         ou         cosj'.o  =  (/•' — r)  n  cos/-; 

par  suite 

p\        2  sin  i  cosi  ^         sin2« 
2  e  n  cos  r  /icosr 

>        n  cos/'  p\ 
sin  2  i    2  e 

Les  franges  sont  donc  équidistantes;  leur  distance  est  en  raison 
inverse  de  l'épaisseur  de  la  lame  et  diminue  à  mesure  que  l'angle 
d'incidence  augmente. 

Si  l'angle  d'incidence  est  très  faible  et  qu'on  se  borne  à  observer 
la  lumière  diffusée  dans  le  voisinage  de  la  normale,  on  peut  écrire 
l'équation  (i)  sous  la  forme 

(a)  ^=,,(,-"-r')=('  +  8)'-t"'  =  *("  +  8)- 

2  e  n  n 
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Dans  le  cas  de  l'incidence  normale,  cette  expression  devient 

g2_  '1  El. 
e     2 

Les  carrés  des  diamètres  des  anneaux  sont  alors  proportionnels 
à  l'indice  de  réfraction  de  la  lame  et  en  raison  inverse  de  son 
épaisseur  ;  ils  varient,  d'ailleurs,  conformément  à  l'observation  de 
Newton,  comme  la  série  des  nombres  pairs  ou  impairs,  suivant 
qu'ils  sont  brillants  ou  obscurs. 

L'angle  i  i  correspond  au  diamètre  de  l'anneau  blanc  de  diffé- 
rence de  marche  nulle.  L'équation  (2),  mise  sous  la  forme 

n   pi 

0-=  — 210, 

e     2 

montre  que  la  loi  des  nombres  entiers  est  encore  applicable  aux 
carrés  des  distances  S  à  l'anneau  blanc,  tant  que  l'angle  d'incidence 
i  reste  très  petit. 

On  obtient  les  mêmes  phénomènes  par  transmission  en  consi- 
dérant les  rayons  SABCC'T  et  S'A'B'ABT  qui  se  sont  diffusés 
au  même  point  A  et  qui  ont  subi,  en  outre,  le  premier  deux  ré- 
flexions intérieures  après  la  diffusion  par  transmission,  le  second 
une  réflexion  intérieure  avant  la  diffusion  par  réflexion. 

Toutefois  les  franges  seront  beaucoup  plus  pâles,  parce  que  les 
rayons  interférents  sont  très  affaiblis  et  d'une  manière  inégale 
parles  réflexions  intérieures,  et  surtout  parce  qu'elles  sont  mé- 
langées à  la  lumière  diffusée  directement. 

297.  Différents  modes  d'observation.  —  L'une  des  manières 
les  plus  commodes  de  réaliser  ces  expériences  consiste  à  prendre 
une  lame  de  verre  M  {fig.  1  4q)  argentée  sur  sa  seconde  face  et  d'y 
regarder  à  l'œil  ou  avec  une  lunette  l'image  d'une  fente  lumineuse 
perpendiculaire  au  plan  de  réflexion.  On  projette  alors  sur  la 
lame,  avec  un  pulvérisateur,  un  liquide  peu  volatil,  ou  un  liquide 
qui  laisse  un  résidu  par  évaporation,  comme  une  dissolution  de 
gomme  laque  dans  l'alcool  ou  un  vernis  quelconque.  L'image  se 
borde  de  franges  très  brillantes. 

Pour  observer  les  anneaux  dans  le  voisinage  de  la  normale,  on 
peut  éclairer  le  miroir  par  la   lumière   qui  provient  d'une   petite 
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ouverture  et  qui   s'est  réfléchie   sur    une   lame    transparente    au 
travers  de  laquelle  on  vise  les  anneaux. 

On  répétera  l'expérience  de  Newton  dans  des  conditions  tout  à 
fait  théoriques  en  faisant  passer  la  lumière  incidente  par  une  ou- 
verture S  située  dans  le  plan  focal  principal  d'une  lentille  L.  Le 

Fig.  i/,9. 


faisceau  de  rayons  parallèles  qui  sort  de  la  lentille  tombe  sur  la 
lame  M  et  revient  ensuite  à  la  lentille  pour  former  une  image  S' 
sur  l'écran  E  situé  dans  le  plan  de  l'ouverture.  Les  anneaux  se 
dessinent  avec  beaucoup  d'éclat  quand  la  première  face  de  la  lame 
est  couverte  de  particules  diffusantes. 

On  obtiendrait  les  franges  analogues  par  transmission,  d'ail- 
leurs beaucoup  plus  faibles,  en  visant  une  source  au  travers  d'une 
lame  transparente  dont  l'une  des  faces  serait  ternie. 

Nous  avons  dit  que,  an  lieu  d'observer  à  l'infini  la  lumière  qui 
provient  d'un  faisceau  de  rayons  incidents  parallèles,  on  peut  viser 
dans  le  plan  où  se  forme  l'image  réelle  ou  virtuelle  d'une  source 
placée  à  quelque  distance.  En  effet,  les  rayons  réfléchis  sont  con- 
cordants sur  cette  image  et,  si  le  retard  A  n'est  pas  très  grand,  la 
déviation  o  de  la  frange  correspondante  varie  extrêmement  peu  pour 
des  rayons  qui  correspondent  à  des  incidences  très  voisines,  comme 
ceux  qu'on  utilise  pour  observer  à  l'œil  ou  même  avec  une  lunette. 
Les  franges  paraissent  donc  localisées  à  la  même  distance  que 
l'image  virtuelle. 

La  même  remarque  s'applique  à  l'expérience  de  Newton  dans 
laquelle  l'une  des  faces  de  la  lame  sert  en  même  temps  de  miroir 
concave  pour  produire  une  image  réelle  de  l'ouverture.  On  peut 
d'ailleurs  diviser  en  deux  parties  distinctes  la  fonction  de  ce  mi- 
roir, en  le  remplaçant  par  une  lentille  convergente  qui  rend 
d'abord  parallèles  les  rayons  qui  tombent  sur  la  lame  et  les  fait 
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converger  ensuite  dans  le  plan  primitif.  Les  petits  changements 
d'incidence  et  d'épaisseur  qui  en  résulteraient  ne  modifient  pas 
sensiblement  la  différence  de  marche  calculée. 

Cette  expérience  a  été  réalisée  sous  des  formes  très  variées. 

De  Ghaulnes  (')  a  obtenu  les  anneaux  en  plaçant  devant  un  mi- 
roir métallique  concave  une  lame  de  mica  couverte  de  buée  ou 
d'une  couche  laiteuse  desséchée.  C'est  la  lame  d'air  comprise 
entre  le  mica  et  le  miroir  qui  intervient  dans  le  phénomène. 

Pouillet  (2)  remplaçait  la  lame  ternie  par  un  écran  percé  d'une 
ouverture  ou  par  un  écran  à  bord  rectiligne.  C'est  alors  la  diffrac- 
tion sur  le  bord  de  l'écran  qui  remplace  la  diffusion. 

M.  Stokes  (3)  obtient  des  anneaux  dans  l'air  en  plaçant  une 
bougie  au  centre  de  courbure  du  miroir  de  Newton.  Quand  on  se 
place  plus  loin  que  la  bougie  et  qu'on  la  cache  ainsi  que  son  imag'e 
avec  des  écrans,  les  anneaux  sont  pour  ainsi  dire  aériens  dans  le 
plan  de  la  source  et  de  son  image. 

Il  suffit  d'ailleurs,  comme  le  faisait  Quetelet  ('' ),  de  placer  une 
bougie  près  de  l'œil  et  de  regarder  son  image  dans  une  glace  or- 
dinaire ternie  par  une  couche  de  buée,  pour  voir  cette  image  en- 
tourée de  franges  rectilignes  ou  d'anneaux,  suivant  que  l'œil  est 
plus  ou  moins  éloigné  de  la  source  de  lumière. 

298.  Interférences  des  couronnes.  —  Si  la  diffusion  des  sur- 
faces est  remplacée  par  une  diffraction  régulière,  comme  dans  le 
cas  des  couronnes,  on  peut  obtenir  des  phénomènes  d'interférence 
de  seconde  classe  analogues  à  ceux  qui  se  produisent  avec  deux 
ouvertures  voisines. 

Supposons,  par  exemple,  que  deux  surfaces  parallèles,  couvertes 
d'écrans  de  mêmes  dimensions,  soient  séparées  par  une  couche 
d'épaisseur  e  et  d'indice  ny  comme  une  lame  de  verre  dont  les 
deux  faces  seraient  couvertes  de  poudre  de  lycopode. 

Considérons  des  rayons  incidents  SA  {ftg.  ioo)  sous  l'angle  i  et 
la  lumière  diffractée  BR  dans  la  direction  i',  r  etrf  étant  les  angles 


(')  De  Chaulnes,  Mém.  de  l'Acad.  des  Se.,  p.  i36;  1755. 

(2)  Pouillet,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [2],  t.  I,  p.  87;  18 16. 

(3)  Stokes,  Phil.  Mag.  [4],  t.  II,  p.  419;  i85i. 

(4)  Quetelet,  Corresp.  jy/tys.  et  math.,  t.  V,  p.  3g4  ;  1829. 
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de  réfraction  correspondants,  et  soient  SAB'R',  S'A'BR  deux 
rayons  diffractés  aux  points  A  et  B  de  la  même  normale,  l'un  sur 
la  première  surface,  l'autre  sur  la  seconde. 

La  vibration  diffractée  au  point  A  sous  l'angle  /*'  est  évidemment 
de  même  nature  que  celle  qui  est  diffractée  au  point  B  sous  l'angle 
t7,  puisque  la  réfraction  n'introduit  pas  entre  elles  de  différence  de 
marche  et  que  la  diffraction  est  produite  par  des  écrans  de  mêmes 

dimensions. 

Fis.  i5o. 


En  abaissant  les  perpendiculaires  AG  et  BD,  qui  sont  respecti- 
vement sur  les  ondes  planes  réfractées,  on  voit  que  le  retard  défi- 
nitif des  rayons  R  et  R/  est 

A  rzr  /i(BC  —  AD)  =  en (cosr  —  cosr')  =  q\. 

Pour  un  même  retard  entre  les  deux  systèmes  de  rayons,  l'angle 
i!  sera  donc  constant,  c'est-à-dire  que  l'on  aura  une  série  d'anneaux 
de  seconde  classe  ayant  pour  centre  la  normale  à  la  lame. 

Le  retard  est  nul  quand  r'  =  r  on  i'  =  i\  il  y  a  donc  un  anneau 
blanc  pour  un  angle  d'émergence  égal  à  l'angle  d'incidence. 

La  déviation  o  du  rayon  diffracté  dans  le  plan  d'incidence  est 
égale  à/+  i'. 

Pour  l'incidence  normale,  on  a 


-f~~  —  n(i  —  cosr) 


in  sin-  — 

2 


et  cette  expression   devient,   lorsque   les   déviations  restent   très 
petites, 


^X r'- 82 

e  i         in 
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Comme  les  couronnes  se  présentent  toujours  sous  des  angles 
très  petits,  on  voit  que  les  carrés  des  diamètres  des  anneaux  de 
seconde  classe  sont,  comme  ceux  des  lames  épaisses  (596),  pro- 
portionnels à  l'indice  de  réfraction  de  la  lame,  en  raison  inverse 
de  son  épaisseur,  et  varient  comme  la  suite  des  nombres  entiers 
pairs  ou  impairs,  suivant  que  les  anneaux  considérés  sont  brillants 
ou  obscurs. 

Ces  interférences  de  seconde  classe  peuvent  intervenir  comme 
facteur  dans  l'intensité  des  couronnes. 

Verdet  (  '  )  a  trouvé,  par  exemple,  qu'avec  la  poudre  de  lycopode 
et  la  lumière  rouge,  la  déviation  du  premier  anneau  obscur  est  de 
i°2c/45",  ou  o,  —  o,oo83i,  ce  qui  donne  pour  le  second  minimum 

<>        .206,9 

Ô9  =    0,     7T      =0,0107. 

109,8 

Avec  une  lame  de  icm  d'épaisseur,  si  l'on  fait  ^=1 ,5  el'k—oV-fi'j, 
la  déviation  du  premier  minimum  de  seconde  classe  est 


Y 


ni  /i,oo5 

i  / =0,0100. 

y  i" 


e         v    10000 


Le  minimum  de  seconde  classe  tomberait  donc  entre  les  deux 
premiers  minima  de  première  classe. 

299.  Interférences  des  ondes  para géniques.  —  La  diffraction 
parles  réseaux  donne  lieu  à  des  phénomènes  tout  à  fait  analogues 
aux  anneaux  des  lames  épaisses  et  aux  interférences  de  seconde 
classe  des  couronnes. 

Talbot  (2)  a  constaté  ainsi  qu'en  éclairant  un  réseau  tracé  sur 
une  lame  de  verre  dorée  il  se  produit  dans  les  spectres  de  diffrac- 
tion de  nombreuses  bandes  parallèles  aux  traits.  Un  second  réseau 
semblable  placé  à  la  suite  et  croisé  avec  le  premier  transforme  le 
phénomène  en  une  sorte  de  tissu  à  mailles  rectangulaires.  Cette 
expérience  ne  réussit  bien  que  si  la  face  striée  est  en  avant,  et  on 
l'observe   quelquefois  par  réflexion  ou  par  transmission  avec  les 


(')  Verdet,  Ami.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XXXIV,  p.  187;  i852. 
(2)  Talbot,  Phil.  Mag.,  [3],  t.  IX,  p.  4o3  ;  i836. 
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réseaux  gravés  sur  verre.  L'interférence  est  due  aux  rayons  qui  ont 
subi  des  réflexions  intérieures. 

Considérons  \ajîg.  t 48  comme  s'appliquant  au  cas  d'un  réseau 
tracé  sur  la  première  face  d'une  lame  de  verre,  et  les  rayons  R  et 
R'  comme  paragéniques  d'ordre/?,  provenant  de  la  diffraction  au 
point  A,  après  une  réflexion  intérieure  pour  l'un  des  rayons  in- 
cidents S'A'B'AR',  et  avant  cette  réflexion  intérieure  pour  l'autre 
rayon  SABCR. 

Si  l'on  représente  par  q\  la  différence  de  marche,  on  a 

A  =  q  \  =  2  ne  (  cos  r  —  cos  r'  ) . 

On  voit  déjà  qu'elle  est  nulle  pour  r'  —  r  ou  i'  =  i,  c'est-à-dire 
dans  la  direction  de  la  lumière  réfléchie. 

Cette  différence  de  marche  peut  être  exprimée  facilement  en 
fonction  de  l'angle  d'incidence  i  et  de  la  déviation  S  =  i'  —  i  du 
rayon  diffracté,  à  partir  du  rayon  réfléchi  régulièrement,  car 

A  —  i e  \_y'n%  —  sin2  i  —  \J  ri1  —  sin2  ( i  -+-  o  )]  . 

Les  spectres  de  diffraction  sont  donc  traversés  par  des  bandes 
d'interférence.  Ces  bandes  seront,  il  est  vrai;  très  pâles  parce 
qu'elles  proviennent  de  lumière  affaiblie  par  la  réflexion  intérieure 
et  qu'elles  sont  superposées  aux  rayons  directement  diffractés  par 
le  réseau.  On  peut  cependant  augmenter  beaucoup  leur  éclat  en 
argentant  la  seconde  surface. 

Comme  la  bande  de  différence  de  marche  nulle  est  dans  la  direc- 
tion de  la  lumière  réfléchie,  on  voit  qu'en  tournant  le  réseau  d'un 
certain  angle,  les  bandes  se  déplacent  d'un  angle  double  et  dans 
le  sens  de  la  rotation  du  réseau. 

En  désignant  par  £  la  distance  des  traits  du  réseau,  l'ordre  p 
des  ondes  paragéniques  dans  la  direction  considérée  étant  donné 
par  la  condition 

p  -  =  sini'  —  sin/, 

il  en  résulte 

2e  «(cos/*  —  cos/-') 

q~P : v : : 

1       L     z         sinr  —  sinz 

Il  en  serait  de  même  si  le  réseau  était  tracé  sur  la  seconde  sur- 
face; car,  sans  changer  les  chemins  intérieurs,  il  suffit  d'admettre 
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que  les  points  A'  et  A  correspondent  encore  aux  rayons  incidents 
sous  l'angle  z,  venus  du  côté  opposé,  et  que  les  rayons  R  et  IV  sont 
remplacés  par  des  rayons  réfléchis  en  G  et  réfractés  en  A.  Les 
faisceaux  que  l'on  fait  interférer  ont  alors  subi  deux  réflexions  in- 
térieures, l'un  en  A'  et  B',  l'autre  en  B  et  G;  les  bandes  apparaî- 
tront donc  moins  facilement. 

Enfin  les  phénomènes  de  transmission  conduisent  encore  à  des 
résultats  identiques.  Il  suffît  alors  de  changer  seulement  le  côté  des 
rayons  SA  et  S'A'. 

Dans  ce  cas,  l'un  des  faisceaux  subit  deux  réflexions  intérieures, 
en  A'  et  B',  et  l'autre  une  seule  en  B.  Outre  que  les  bandes  d'in- 
terférence sont  superposées  aux  spectres  directs,  elles  proviennent 
donc  de  rayons  inégalement  affaiblis  par  les  réflexions  intérieures. 
Il  en  serait  encore  de  même  si  le  réseau  était  tracé  sur  la  première 
face,  car  il  suffît  alors  de  changer  le  côté  des  rayons  R  et  R'. 

Dans  tous  les  cas,  les  bandes  d'interférence  ne  seront  bien  vi- 
sibles que  si  la  surface  striée  conserve  des  portions  inaltérées 
d'une  certaine  étendue,  afin  que  la  réflexion  ou  la  réfraction  ré- 
gulière puisse  y  trouver  place.  Les  réseaux  très  fins,  où  la  sur- 
face primitive  est  presque  entièrement  enlevée  par  le  tracé  des 
traits,  ne  conviendrait  pas  aussi  bien  pour  l'observation  de  ces 
phénomènes. 

Les  bandes  sont  d'ailleurs  très  larges.  Pour  l'incidence  normale, 
par  exemple,  on  a 

— —  =  1  —  cos  r  =  2  sm2  —  ■> 
2  ne  2 

et  la  direction  du  premier  minimum  est  donnée  par  la  condition 

.  /•'      1     /~T 

sm-  =  -  4/  — 

2      2  y  2n 

En  faisant  X=  oH,  5  et  n  ■=  i,5  on  trouve,  pour  une  lame  de 
imm,  ;J  —  0,0129  et,  par  suite,  0=^=0,0193,  ce  qui  corres- 
pond à  un  angle  supérieur  à  i°. 

300.  Réseaux  parallèles.  —  On  obtient  (')  des  interférences 

(')  Crova,  Comptes  ?*endus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXII. 
p.  855;  1871,  et  t.  LXX1Y,  p.  932;  1872. 
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de  seconde  classe  analogues  à  celles  des  couronnes  avec  deux 
réseaux  à  traits  parallèles  et  de  même  écartement  séparés  par  un 
milieu  de  nature  quelconque  (e,  n). 

La  fig.  i;5o  conviendra  encore  au  cas  actuel,  en  supposant  que 
les  traits  sont  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure  et  qu'on  ne 
considère  le  phénomène  que  dans  le  plan  d'incidence.  La  diffé- 
rence de  marche  des  rayons  R/  et  R,  dont  l'un  s'est  diffracté  sur 
le  premier  réseau  et  l'autre  sur  le  second,  est 

\  =  en(  cos  /'  —  cos  r')  =  q\. 

Le  retard  est  nul  pour  r'—r,  ou  i'=i,  c'est-à-dire  dans  la 
direction  du  minimum  de  déviation.  Les  résultats  sont  d'ailleurs 
les  mêmes  que  pour  les  bandes  d'un  réseau  unique  par  réflexions 
intérieures,  avec  la  seule  différence  qu'on  y  remplace  ie  par  e. 

La  déviation  des  rayons  diffractés  étant  S  =  i  -f-  i'  et  p  l'ordre 
de  paragénie  dans  la  même  direction,  on  a 


e  n(cosr  —  cos/*')  e  \l  n- — sin2i  —  \J  n2 — sin2(ô —  i 


.     o  /  0 

2Sin-  cos i 

2  \  2 


Pour  l'incidence  normale,  cette  expression  devient 


ie/  i : — r-^\  e  n  —  \J n2 — sin-8 

q  =  —  (  n  — ■  i//ia  —  sin-o  )  =  p- — : — ^ , 

J  );  v  1     £  S1110 

et,  si  les  réseaux  sont  séparés  seulement  par  une  couche  d'air,  au- 
quel cas  /'=  i'  =  o, 

2e    .    ,o  e  o 

q  —  — -  sin--  =  p-  tansr-  • 

1  X  2  ^  Z  &  2 

L'ordre  de  la  frange  q  étant  connu  par  le  nombre  des  bandes 
qui  existent  entre  la  direction  observée  et  la  normale  (ou  la  bande 
du  minimum  de  déviation  dans  le  cas  général),  on  peut  utiliser  ces 
expressions,  soit  pour  mesurer  les  longueurs  d'onde,  soit  pour 
déterminer  l'indice  de  réfraction  du  milieu  interposé,  tel  qu'un 
liquide  compris  entre  les  lames  des  réseaux. 

Gomme  les  bandes  ne  seraient  très  fines  qu'avec  des  épaisseurs 
considérables,  la  méthode  ne  convient  que  pour  la  mesure  des 
indices.  Dans  ce  cas,  on  déterminerait  soit  l'épaisseur  e  du  milieu, 
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soit  le  changement  d'épaisseur  e' —  e  qui  correspond  au  passage 
d'un  nombre  de  franges  q' —  q  sur  le  réticule  de  la  lunette  d'ob- 
servation. On  aurait  alors 

q\__{q'-q)\ 


n  —  v  /i'z —  sin2o 

2  e        2  (  e'  —  e  ) 

Le  second  membre  étant  une  quantité  connue  b,  on  en  déduit 

b        sin-o 
n  =  -  H —  • 

2  2/> 

Les  bandes  de  deuxième  classe,  fournies  par  les  réseaux  paral- 
lèles identiques,  ont  des  minima  noirs,  parce  que  les  deux  fais- 
ceaux diffractés  qui  prennent  part  à  cette  interférence  sont  de 
même  intensité.  Le  phénomène   a  donc  beaucoup  d'éclat. 

Dès  que  les  traits  des  deux  réseaux  ne  sont  plus  rigoureusement 
parallèles,  les  bandes  d'interférence  se  déforment  et  ne  tardent 
pas  à  disparaître. 

Deux  réseaux  circulaires  parallèles  et  de  même  écartement 
donnent  aussi  des  interférences  de  seconde  classe  sous  la  forme 
d'anneaux  concentriques. 

Les  distances  de  ces  anneaux  seraient  déterminées  également 
par  les  formules  qui  donnent  les  distances  des  bandes  dans  les  ré- 
seaux à  traits  rectilignes. 

Les  spectres  des  réseaux  vus  par  réllexion  montreraient  des 
bandes  de  même  nature.  Sans  répéter  les  raisonnements,  il  suffit, 
en  effet,  de  supposer  dans  la  fig.  i5o  que  les  rayons  incidents  SA 
et  S'A'  changent  de  coté  par  rapport  au  système  de  réseaux  et 
tombent  aux  mêmes  points  avec  le  même  angle  d'incidence  exté- 
rieure. Les  chemins  intérieurs  des  rayons  réfléchis  en  A  et  A' 
restent  les  mêmes,  de  sorte  qu'il  n'y  a  rien  à  changer  dans  le  calcul 
de  la  différence  de  marche.  Toutefois  les  bandes  sont  beaucoup 
moins  visibles  parce  qu'elles  sont  noyées  dans  la  lumière  diffractée 
qui  n'a  subi  aucune  réflexion  intérieure. 
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CHAPITRE  VIL 


APPLICATIONS  DES  INTERFERENCES. 


301.  Compensateurs.  —  On  appelle  ainsi  des  appareils  des- 
tinés à  établir  sur  un  faisceau  de  rayons  un  retard  variable  à  vo- 
lonté, soit  pour  compenser  les  différences  de  marche  qui  se  pro- 
duisent dans  certains  phénomènes,  soit  pour  en  déterminer  la 
valeur  numérique. 

Arago  (')  a  imaginé  un  premier  compensateur  formé  de  deux 
lames  A  et  A'  (fig.  i5i)  mobiles  autour  d'un  axe  perpendiculaire 


II'  R 


au  plan  des  faisceaux  interférents  S  et  S'.  Sous  l'angle  d'incidence 
i,  les  rayons  qui  traversent  la  lame  A  éprouvent  un  retard 

A=re(n  cosr  —  cosi")  =  e  f(i). 
Pour  des  valeurs  très  petites  de  l'angle  /,  on  a 


la  variation  du  retard  est  alors  proportionnelle  au  carré  de  l'angle 
d'inclinaison  de  la  lame. 


(  '  )  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  X,  p.  826. 
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D'une  manière  générale,  si  L'on  fait  tourner  la  lame  d'un  angle 
très  petit  o  =  di,  la  variation  correspondante  du  retard 

,.,.-,.  .     ./  COSÏ 

ef  il)  di  =  e  sin  il  i 

J  \         n  cos  r 

est  proportionnelle  à  la  rotation  et  varie  d'autant  plus  rapidement 
que  les  rayons  s'écartent  plus  de  la  normale. 

La  lame  A'  produira  un  retard  analogue  sur  le  second  faisceau 

A'=:e'(  n'  cos  r'  —  cos  V  ) 

et  la  différence  de  marche  A' —  A  peut  être  modifiée  à  volonté  par 
la  rotation  de  l'une  ou  l'autre  des  lames. 

Cette  disposition  présente  l'inconvénient  que  chacun  des  fais- 
ceaux éprouve  un  déplacement  latéral  (41) 

sin  (i  —  /•) 
L  =  e ? 

COS/1 

variable  avec  l'inclinaison,  qui  peut  modifier  la  position  de  la  frange 
centrale  et  la  distance  des  franges  successives. 

Arago  évite  cette  difficulté  en  plaçant  sur  l'un  des  faisceaux 
deux  lames  identiques  A  et  B  que  l'on  peut  faire  mouvoir  ensemble 
par  une  disposition  mécanique  convenable,  telle  qu'un  parallélo- 
gramme articulé,  de  manière  que  le  plan  bissecteur  de  l'angle 
qu'elles  forment  entre  elles  reste  invariable  et  perpendiculaire  aux 
rayons  incidents.  Le  déplacement  latéral  est  alors  nul  et  le  retard 
A  —  2.e(ncosr  —  cos?)  est  compensé,  soit  par  une  lame  unique 
placée  normalement  ou  obliquement  sur  le  second  faisceau,  soit 
par  un  autre  système  semblable  de  doubles  lames. 

On  peut  ainsi  calculer  l'effet  du  compensateur  par  l'angle  d'in- 
cidence, l'épaisseur  et  l'indice  des  lames  ;  mais  il  est  plus  avanta- 
geux de  graduer  l'appareil  par  expérience.  Les  lames  étant  au 
zéro  de  l'échelle,  c'est-à-dire  parallèles,  on  observe  un  phénomène 
d'interférence  produit  par  les  deux  faisceaux  avec  de  la  lumière 
homogène  et  l'on  note  avec  un  réticule  la  position  d'une  frange. 
On  fait  alors  tourner  l'un  des  systèmes  lentement,  en  comptant  le 
nombre/?  des  franges  qui  passent  au  point  considéré;  on  connaît 
ainsi  le  retard p\  correspondant  à  l'inclinaison  ii  des  lames,  qui 
est  donnée,   soit  par  l'angle  de  rotation,   soit  par  le  nombre  de 
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divisions  d'une  échelle  micrométrique.  Une  série  de  mesures  sem- 
blables permettra  de  construire  une  Table  continue  des  retards  en 
fonction  des  divisions  de  réchelle.  Il  est  souvent  préférable  de 
compenser  le  premier  retard  observé  p\  en  modifiant  le  second 
faisceau  de  manière  à  ramener  le  système  de  franges  à  l'état  pri- 
mitif et  de  provoquer  ensuite  un  nouveau  déplacement  de  p  franges 
par  le  mouvement  du  compensateur;  on  répétera  plusieurs  fois  la 
même  opération. 

Ce  compensateur  a  été  employé  dans  des  conditions  un  peu  dif- 
férentes par  Jamin  (M. 

Les  deux  lames  A  et  A;  sont  montées  l'une  à  côté  de  l'autre  sur 
un  même  axe  {fig.  102)  et  font  entre  elles  un  angle  constant  ii.  Si 

Fis.  i52. 


le  plan  bissecteur  des  lames  fait  un  angle  0  avec  le  plan  perpendi- 
culaire aux  faisceaux  S  et  S',  les  angles  d'incidence  sont  iK  =1  +  8 
pour  l'une  des  lames  et  i2=  i  —  0  pour  l'autre.  Le  retard  est  alors 

A=  «[/('•",) -/(«,)], 

ce  qui  donne,  pour  une  valeur  très  petite  de  l'angle  0, 

L  =  2ef'(i)t; 

le  retard  est  simplement  proportionnel  à  la  rotation  du  système. 
La  sensibilité  de  l'appareil  est  variable  à  volonté  avec  l'angle  ii, 
car,  pour  une  rotation  très  petite  do  à  partir  d'une  position  quel- 
conque, la  variation  du  retard  est 


(')  Jamin,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  LU,  p.  i63;  1857. 
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Dans  ce  cas,  le  déplacement  latéral  des  rayons  est  perpendicu- 
laire aa  plan  des  faisceaux  qui  interfèrent  et  ne  modifie  pas  la  po- 
sition des  franges. 

M.  Fizeau  (*)  avait  mis,  au  contraire,  le  déplacement  latéral  à 
profit  pour  écarter  d'abord  les  faisceaux,  avant  de  leur  faire  subir 
des  modifications  différentes,  et  les  rapprocher  ensuite  au  moment 
où  ils  interfèrent,  soit  au  moyen  d'une  lame  unique  B  (fig.  1 53) 

Fiar.  i53. 


sur  l'un  des  faisceaux,  soit  au  moyen  de  deux  lames  A  et  A'  res- 
pectivement sur  le  trajet  des  deux  faisceaux. 

Dans  ce  dernier  cas,  si  l'angle  des  lames  est  iz  —  il  et  que  les 
rayons  fassent  l'angle  3  avec  leur  plan  bissecteur,  les  angles  d'in- 
cidence des  rayons  S  et  S1  sont  encore  iK  =  i  -f-  8  et  i2  —  i  —  o,  et 
la  différence  de  marche  des  faisceaux 

*  =  e[/(*i)-/(4)]. 

Les  variations  de  l'angle  o  permettent  encore  de  transformer  le 
système  en  un  compensateur.  Il  est  vrai  que  la  rotation  de  ce 
système  modifie  la  distance  des  faisceaux,  parce  que  l'un  des  dé- 
placements augmente  pendant  que  l'autre  diminue  d'une  quantité 
un  peu  différente;  mais  on  peut  toujours  en  éliminer  l'influence 
dans  les  expériences. 

Les  lames  A  et  A'  sont  habituellement  collées  à  angle  droit 
et  constituent  ce  qu'on  appelle  une  bilame.  L'écart  ou  le  rappro- 
chement, suivant  le  sens  de  la  propagation,  des  faisceaux  qui  tra- 


(  '  )  Fizeau,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXXIII, 
p.  35 1  ;  i85i. 
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versent  séparément  les  deux  pièces  d'une  bilame  est  alors 

2 


cos/- 


^ 


ii- 


ce  qui  donne  0,372e  pour  n  =  1 ,53. 

On  peut  arriver  à  un  écart  beaucoup  plus  grand  {K  )  à  l'aide  des 
lames  taillées  en  parallélépipèdes,  ou  rhombes,  que  Fresnel  a  ima- 
ginées pour  un  autre  objet. 

L'un  des  faisceaux  S  {fi g.  1 54)  tombe  sur  le  rhombe  AB  dont  les 

Fig.  i54. 


faces  extrêmes  A  et  B  sont  inclinées  à  45°  environ  sur  la  longueur 
et  émerge  en  BR  parallèlement  à  sa  direction  primitive  ;  l'autre 
faisceau  est  reçu  de  même  sur  un  second  rhombe  A'B'  identique 
au  premier.  Dans  la  région  intermédiaire,  la  distance  des  fais- 
ceaux est  égale  à  la  longueur  des  rhombes  et  peut  atteindre  cinq 
ou  même  dix  centimètres;  la  seule  difficulté  est  de  trouver  un 
verre  bien  homogène. 

L'appareil  peut,  en  outre,  servir  de  compensateur,  car  il  suffît 
de  faire  tourner  l'un  des  rhombes  aulour  d'un  axe  perpendiculaire 
au  plan  des  faisceaux,  pour  introduire  un  retard  d'un  côté  ou  de 
l'autre,  sans  modifier  la  direction  des  rayons  émergents. 

Il  est  clair  que  deux  systèmes  de  miroirs  parallèles  A  et  B,  A' 
et  B',  rempliraient  le  même  objet,  mais  les  difficultés  de  réglage 
rendent  cette  disposition  presque  irréalisable. 


(')  Masgart,  Journal  de  Physique,  t.  III,  p.  3io;  1874. 
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Billet  (')  a  fait  usage  d'un  compensateur  dont  l'idée  première 
remonte  à  Arago.  L'organe  principal  de  cet  appareil  est  une  lame 
prismatique  A  d'un  angle  très  petit,  d'un  demi-degré  environ, 
combinée  avec  une  lame  A'  de  même  angle,  tel  qu'un  morceau  de 
la  première,  disposée  en  sens  contraire  [fig.  1 55). 

Fi  g.    i55. 


s 

—- ~ -           V 

C 

M 

L'épaisseur  totale  de  l'ensemble  des  lames  pour  un  rayon  S  qui 
les  traverse  dans  la  partie  commune  est  évidemment  constante  et 
égale  à  C'D'+GD  ou  e'-\-e.  Appelant  x  la  distance  DO  au 
sommet  du  prisme  dont  l'angle  est  a,  on  a 

ex  •=.  e'  -h  e  =  e'  -+-  x  tan  g  a. 

L'un  des  faisceaux  interférents  traverse  ce  système  pendant  que 
l'autre  traverse  une  lame  de  verre  à  faces  parallèles  d'épaisseur  e2 
et  de  même  nature.  La  différence  de  marche 

A=  n(er—  e%-\-  x  tan  g  a) 

varie  proportionnellement  à  la  distance  x,  c'est-à-dire  au  dépla- 
cement d'une  lame  par  rapport  à  l'autre.  Une  vis  micrométrique 
permet  de  faire  varier  la  distance  x  et  une  seule  expérience  don- 
nera la  constante  de  graduation  /ïtanga. 

Billet  (2)  rendit  cet  appareil  encore  plus  sensible  en  plongeant 
le  compensateur  tout  entier  ou  seulement  les  pièces  mobiles  dans 
une  cuve  à  faces  parallèles  renfermant  un  liquide  dont  l'indice  de 
réfraction  est  n'.  La  variation  du  retard  optique  qui  correspond  à 
un  déplacement  x' —  x  de  la  lame  mobile  est  alors 

//'  —  n 

n(x' —  x)  tanga, 


(n' —  n){x' —  x)  tanga 


et  le  rapp 


ort 


peut  être  très  petit. 


(')  Billet,  Ann.  de  Cliim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  LMV,  p.  /4oi;  1862. 
(2)  Billet,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acad.  des  Sciences,  t.  LXVII, 
p.  1000;  1868. 

m.  -  r.  32 
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Les  compensateurs  sont  très  utiles  pour  introduire  dans  une 
expérience  des  retards  variables  à  volonté,  mais  ils  sont  sujets  à 
plusieurs  causes  d'erreur  quand  on  veut  les  employer  à  la  mesure 
de  ces  retards.  La  constante  de  l'appareil  varie  avec  la  tempéra- 
ture, surtout  quand  on  fait  intervenir  un  liquide;  on  ne  peut  donc 
s'en  servir  sans  correction  que  pour  des  températures  voisines  de 
celle  de  graduation. 

Les  lames  devraient  être  à  faces  rigoureusement  planes,  condi- 
tion difficile  à  réaliser;  il  faut  donc,  quand  on  n'utilise  pas  tou- 
jours la  même  région,  comme  dans  les  compensateurs  à  lames 
prismatiques,  faire  une  graduation  expérimentale  pour  toute  l'é- 
tendue de  l'échelle. 

Enfin  la  graduation  n'a  une  valeur  définie  que  pour  une  lon- 
gueur d'onde  déterminée.  Avec  la  lumière  blanche,  en  particulier, 
le  déplacement  apparent  de  la  frange  centrale,  ou  de  la  frange 
achromatique,  peut  conduire  à  une  estimation  très  erronée  de  la 
différence  de  marche,  à  cause  des  effets  de  dispersion  qui  troublent 
le  phénomène  (129). 

302.  Réfracteurs  interférentiels.  —  Fresnel  et  Arago  (*)  ont 
utilisé  le  déplacement  des  franges  pour  constater  la  différence  des 
indices  de  réfraction  n  et  n'  de  l'air  humide  et  de  l'air  sec. 

La  substitution  de  l'un  de  ces  gaz  à  l'autre  dans  un  tube  de 
longueur  E  donne  une  différence  de  marche  (n  —  /&')E;  l'obser- 
vation a  montré  que  l'air  sec  est  plus  réfringent.  Cette  expérience 
a  été  le  principe  d'une  méthode  générale  particulièrement  propre 
à  déterminer  les  variations  qu'éprouve  la  vitesse  de  propagation 
de  la  lumière  dans  certains  milieux. 

Dans  le  premier  appareil  interférentiel  d'Arago  (2),  la  source 
est  une  fente  éclairée  S  {fig.  i56)  placée  au  foyer  principal  d'un 
objectif  K  qui  sert  de  collimateur.  Les  rayons  parallèles  qui  éma- 
nent de  cette  lentille  se  partagent  en  deux  faisceaux  qui  cheminent 
séparément,  soit  dans  deux  tubes  renfermant  des  milieux  différents, 
soit  l'un  à  l'air  libre  et  l'autre  dans  un  tube. 

Des  glaces  à  faces  parallèles  qui  ferment  les  tubes  sont  traver- 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  72. 

(2)  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  X,  p.  3a  1 
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sées  par  les  deux  faisceaux  de  manière  qu'il  n'y  ait  de  ce  chef 
aucune  différence  de  marche.  Les  rayons  traversent  ensuite  deux 
ouvertures  linéaires  A  et  B  parallèles  à  la  fente  primitive,  puis  les 
lames  A'  et  B'  du  compensateur,  et  enfin  l'objectif  L  d'une  lunette 
dans  le  plan  focal  P  de  laquelle  on  observe  un  syslème  de  franges 
parallèles  à  la  fente  primitive. 

Fie.   i56. 


v    v 


:;»n<.. 


La  substitution  d'une  double  lame  à  chacune  des  lames  du 
premier  compensateur  {fig.  i5i)  évite  le  déplacement  latéral  des 
rayons;  mais  il  suffit,  dans  le  cas  actuel,  de  mettre  les  fentes  A  et  B 
à  la  suite  du  compensateur  pour  éliminer  l'influence  de  ce  dépla- 
cement. 

Arago  et  Petit  (')  ont  appliqué  cette  méthode  à  la  détermina- 
tion des  réfractions  des  gaz  et  des  liquides.  M.  Fizeau  (2)  s'est 
servi  du  même  appareil  pour  mesurer  la  différence  des  retards  pro- 
duits par  un  tube  dans  lequel  on  introduit  alternativement  de  l'air 
sec  et  de  l'air  saturé  d'humidité  à  la  même  pression  et  à  la  même 
température. 

De  la  différence  de  marche  m X  correspondant  à  cette  substitu- 
tion d'un  gaz  à  l'autre  dans  un  tube  de  longueur  /,  on  déduit  la 
différence  des  indices  de  réfraction  n  et  a'  des  deux  milieux  par 
la  relation 

(n  —  n')l—  ml. 

Jamin  (3)  a  utilisé  d'abord  les  franges  des  miroirs  de  Fresnel. 
La  lumière  émanant  d'une  source  S  est  reçue  sur  une  lentille  ou 
un  miroir  concave,  de  manière  à  produire  une  image  réelle  S',  à 
la  suite  de  laquelle  est  placé  le  système  des  deux  miroirs.  Deux 
tubes  A  et  B  renfermant  des  corps  différents,  par  exemple  un 


(')  Arago  et  Petit,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [2],  t.  I,  p.  1;  1816. 

(2)  Arago,  Œuvres  complètes,  t.  XI,  p.  72^ . 

(3)  Jamin,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  XLIX,  p.  282  ;  i85o. 
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même  gaz  à  des  pressions  différentes,  sont  placés  sur  le  trajet  du 
faisceau  général  avant  la  formation  de  l'image  S'. 

Pour  déterminer  la  réfraction  de  la  vapeur  d'eau  et  les  variations 
de  réfraction  de  l'eau  avec  la  pression,  Jamin  s'est  servi  des  lames 
épaisses  (286)  qui  donnent  une  disposition  expérimentale  plus 
simple  :  les  tubes  A  et  B  sont  placés  sur  le  trajet  des  deux  fais- 
ceaux interférents.  Dans  les  deux  cas,  la  différence  de  marche  était 
évaluée  par  un  compensateur. 

Tous  les  autres  appareils  producteurs  de  franges,  les  biprismes, 
les  demi-lentilles  de  Billet,  etc.,  peuvent  servir  de  la  même  manière, 
avec  plus  ou  moins  d'avantages.  Toutefois,  il  importe  de  rappeler 
que  la  mesure  des  retards  par  le  déplacement  des  franges  ne  peut 
être  exacte  que  si  la  lumière  est  sensiblement  homogène,  par 
exemple  en  observant  le  phénomène  au  travers  d'un  verre  rouge, 
ou  plutôt  en  ayant  recours  à  une  flamme  colorée  par  des  sels  de 
soude,  de  lithine  ou  de  thallium. 

303.  Emploi  des  spectres  cannelés.  —  La  mesure  des  retards 
comporte  une  plus  grande  précision  quand  on  observe  le  déplace- 
ment des  bandes  dans  un  spectre. 

Si  les  faisceaux  qui  interfèrent  sont  naturellement  superposés, 
comme  pour  les  interférences  par  réflexion  ou  transmission,  l'ap- 
plication du  spectroscope  ne  présente  aucune  difficulté. 

Si  les  faisceaux  ne  sont  pas  superposés,  on  peut  les  ramener 
l'un  sur  l'autre  par  l'emploi  des  lames  épaisses  de  Jamin.  Dans  ce 
cas,  les  deux  lames  étant  rigoureusement  parallèles,  on  prendra 
comme  source  de  lumière  une  fente  au  foyer  principal  d'un  colli- 
mateur, en  recevant  la  lumière  émergente  sur  un  prisme,  et  on 
l'observera  avec  une  lunette.  Les  deux  faisceaux  qui  proviennent 
de  la  lumière  incidente,  et  qui  sont  séparés  dans  l'intervalle  des 
plaques,  ayant  subi  des  modifications  inégales,  auront  une  diffé- 
rence de  marche  variable  avec  la  longueur  d'onde. 

L'ordre  p  de  la  bande  noire  qui  se  produit  en  un  point  du 
spectre  de  longueur  d'onde  X,  où  la  différence  de  marche  est  A, 
satisfait  à  la  relation 

l  =  (2f  +l)-, 

et  le  nombre  m  de  bandes  situées  entre  deux  points  de  longueur 
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d'oncle  \  et  à,  esl 

A,         A 
m  =  . • 

X,  A 

Supposons  maintenant  qu'on  modifie  le  retard  produit  par  l'un 
des  milieux  interposés,  par  exemple  en  changeant  la  pression,  et 
que  l'on  compte  le  nombre  p1  de  franges  qui  passent  sur  le  premier 
point.  Le  changement  de  marche  correspondant  est  A'  —  A  — //à, 
et  le  nombre  m!  de  franges  qui  se  trouvent  actuellement  entre  les 

deux  points  considérés 

A'.  A 

m'=.  ^-  —  -  • 
a,        X 

On  connaît  ainsi  par  les  nombres  de  bandes  observées  p' ,  m  et 
m' le  changement  de  réfraction  dû  à  la  modification  du  milieu  et 
la  variation  de  ce  changement  avec  la  longueur  d'onde,  c'est-à-dire 
la  dispersion  du  phénomène. 

On  arriverait  au  même  résultat  avec  des  plaques  de  spath 
d'Islande  (290),  mais  l'expérience  se  complique  par  la  polarisation 
de  la  lumière,  ce  qui  exige  l'introduction  d'un  polariseur  et  d'un 
analyseur. 

Le  phénomène  des  bandes  de  Talbot  permet  de  donner  aux  ap- 
pareils une  disposition  très  simple  (').  La  lumière  émise  par  une 
fente  éclairée  S  située  au  foyer  principal  d'un  collimateur  K. 
{fig-  i5")  tombe  d'abord  sur  une  bilame  M  qui  la  divise  en  deux 


faisceaux  parallèles  écartés  l'un  de  l'autre.  Après  avoir  traversé 
des  milieux  différents,  par  exemple  des  tubes  A  et  B  renfermant 
des  gaz  ou  des  vapeurs,  les  faisceaux  sont  ramenés  au  contact  par 
une  bilame  M'  disposée  en  sens  contraire  de  la  première  et  de  pré- 
férence plus  épaisse,  puis  traversent  une  fente  F  de  largeur  con- 

(*)  Masgart,  Journal  de  Physique,  t.  I,  p.  186;  1872. 
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venable  ici)  enfin  on  observe  avec  un  système  quelconque  de 
prismes  P  et  une  lunette  L. 

La  production  des  franges  exigeant  que  le  retard  maximum  ait 
lieu  sur  le  faisceau  le  plus  voisin  de  l'arête  du  prisme,  il  suffît  de 
faire  tourner  l'une  ou  l'autre  des  bilames  M'  autour  d'une  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  figure  pour  faire  apparaître  les  franges  et 
leur  donner  la  largeur  convenable. 

La  plaque  qui  porte  la  fente  F  doit  avoir  un  mouvement  trans- 
versal qui  permet  de  laisser  passer  des  largeurs  égales  des  deux 
faisceaux  et  une  vis  micrométrique  pour  produire  la  largeur  de 
fente  ia  qui  donne  aux  franges  le  maximum  de  netteté. 

304.  Anneaux  de  Newton.  —  Les  interférences  des  lames  par 
réflexion  donnent  lieu   à  plusieurs  applications  importantes. 

Pour  obtenir  des  franges  d'une  grande  netteté  M.  Fizeau  (')  a 
imaginé  une  disposition  (fig.  1 58)  qui  permet  de  n'utiliser  pour 
chaque  point  M  qu'un  faisceau  très  étroit  sous  l'incidence  normale. 

Fig.   t58. 


La  lumière  fournie  par  une  source  latérale  sensiblement  homo- 
gène, comme  une  flamme  d'alcool  salé,  est  reçue  sur  une  lentille  /. 
Au  point  P  où  se  forme  l'image  de  la  source  se  trouve  un  petit 
prisme  à  réflexion  totale,  ou  un  miroir,  qui  renvoie  la  lumiè.re  sur 
une  lentille  L.  Si  le  prisme  est  dans  le  plan  focal  principal  de  la 
lentille  L,  les  rayons  émergents  forment  entre  eux  des  angles  très 


(  ')  Fizeau,  Ami.  de  Cliim.  et  de  Phys.,  [3],  t.  LXVI,  p.  429î  l862- 


APPLICATIONS    DES    INTERFÉRENCES.  5o3 

petils  dont  le  maximum  est  déterminé  par  les  dimensions  du 
prisme.  Ils  tombent  ensuite  sur  un  système  quelconque  A  de  sur- 
faces à  peu  près  planes  et  parallèles  où  se  produisent  des  différences 
de  marche.  Si  ces  surfaces  étaient  exactement  perpendiculaires  à 
la  droite  qui  joint  le  milieu  du  prisme  au  centre  optique  de  la  len- 
tille, les  rayons  réfléchis  retourneraient  sur  leur  chemin  primitif, 
mais  un  petit  déplacement  du  prisme  suffit  pour  les  rejeter  latéra- 
lement et  former  une  image  P'  de  ce  prisme.  L'œil  placé  en  P'  aper- 
çoit un  éclairement  général  sur  la  lentille  L  ou  sur  les  surfaces  A 
correspondantes. 

Il  est  souvent  plus  commode  de  recevoir  cette  image  P'  sur  un 
second  prisme  à  réflexion  totale  qui  renvoie  la  lumière  latérale- 
ment sur  une  lunette  réglée  de  manière  à  viser  à  la  distance  des 
franges.  Le  prisme  P  lui-même  peut  remplir  cet  office  avec  avan- 
tage, car  il  suffit  d'éclairer  le  système  par  la  lumière  réfléchie 
obliquement  sur  une  lame  transparente  et  de  viser  les  franges 
par  transmission  au  travers  de  cette  lame. 

On  voit  aisément  que  les  rayons  utilisés  pour  un  point  M  de 
l'appareil  à  franges  doivent  former  un  cône  assez  petit  pour  qu'en 
suivant  en  sens  contraire  la  marche  des  rayons  incidents  il  tombe 
entièrement  sur  le  prisme  P.  Le  phénomène  est  d'autant  plus  pur 
que  ce  cône  est  plus  étroit  et  on  peut  l'améliorer  encore,  aux  dé- 
pens de  l'éclairage  général,  en  limitant  par  un  petit  orifice  la 
portion  utilisée  de  l'image  P'. 

305.  Recherches  de  M.  Fizeau.  —  Supposons  que  A  soit  une 
surface  à  peu  près  plane,  ainsi  que  la  surface  inférieure  de  la  len- 
tille L;  on  observe  alors  les  franges  dues  aux  \rariations  d'épaisseur 
aux  différents  points  de  la  couche  d'air  intermédiaire. 

M.  Fizeau  a  cherché  jusqu'à  quelle  limite  on  peut  augmenter 
cette  épaisseur.  La  lame  A  est  portéejpar  une  vis  micrométrique 
qui  permet  de  l'abaisser  d'une  manière  continue.  Visant  un  point 
du  champ,  on  compte  le  nombre  de  franges  qui  passent  pour  un 
changement  d'épaisseur. 

Avec  la  lumière  de  l'alcool  salé,  l'expérience  montre  que  les 
franges  sont  d'abord  très  nettes  pour  une  épaisseur  très  petite; 
elles  se  troublent  ensuite  peu  à  peu  jusqu'à  ce  qu'il  en  ait  passé 
un  millier  environ,   auquel    cas  la    surface  paraît   uniformément 
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éclairée.  En  continuant  d'augmenter  l'épaisseur,  les  franges  re- 
paraissent, deviennent  très  nettes,  disparaissent  de  nouveau  pour 
reparaître  ensuite  un  certain  nombre  de  fois.  Les  périodes  de 
trouble  ont  lieu,  lorsque  les  systèmes  de  franges  relatifs  aux  deux 
lumières  de  longueurs  d'onde  \t  et  ),2  émises  par  la  soude  sont 
exactement  complémentaires,  la  différence  de  marche  en  un  point 
étant,  par  exemple,  d'un  nombre  pair  de  demi-longueurs  d'onde 
pour  la  première  et  d'un  nombre  impair  pour  la  seconde.  L'épais- 
seur d'air  e  qui  rétablit  la  pureté  des  franges  satisfait  à  la  con- 
dition 

A  =  2e  =/>Àj  =  (p  -H  i)À2. 

X,  —  X2  __  _r__  ^ 
à  2  pie 

M.  Fizeau  a  trouvé  ainsi  que  la  différence  des  longueurs  d'onde 
est  ôhî  d°  leur  valeur.  11  a  observé  jusqu'à  cinquante-deux  séries 
d'anneaux  distincts,  auquel  cas  la  distance  des  verres  atteint  i5mm 
environ  et  la  différence  de  marche  ooooo  longueurs  d'onde. 

Pour  obtenir  des  interférences  d'un  ordre  aussi  élevé,  il  est  né- 
cessaire d'employer  une  lumière  entièrement  faible,  une  petite 
flamme  d'alcool  ordinaire  ou  d'esprit-de-bois  contenant  des  traces 
de  sel  marin,  ou  encore  de  l'alcool  qui  renferme  un  sel  moins  vo- 
latil tel  que  le  phosphate  de  soude.  Ces  franges  sont  d'ailleurs  ex- 
trêmement mobiles  parce  qu'elles  sont  modifiées  par  les  moindres 
variations  de  pression  ou  de  température  de  la  couche  d'air. 

La  flamme  rouge  due  à  l'addition  d'un  sel  de  lithine,  quand  on 
l'observe  avec  un  verre  rouge  pour  éliminer  la  lumière  jaune,  ne 
produit  pas  de  périodes,  mais  on  a  cessé  d'apercevoir  les  franges 
vers  14000  longueurs  d'onde. 

On  aurait  une  lumière  plus  homogène  avec  de  l'alcool  renfer- 
mant un  sel  de  thallium,  ou  mieux  avec  une  petite  étincelle  entre 
deux  fils  de  thallium. 

306.  Etude  des  surfaces.  —  La  même  expérience  est  fréquem- 
ment employée  dans  l'étude  des  surfaces. 

Pour  constater,  par  exemple,  si  une  lame  à  faces  parallèles  est 
bien  travaillée,  il  suffit  de  la  placer  sur  un  fond  noir,  comme  un 
morceau  de  velours,  et  d'observer  les  franges  dues  à  la  réflexion  sur 
les  deux  faces.  Ces  franges  donnentles  courbes  d'égale  épaisseur. 
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Si  l'on  observe  le  phénomène  produit  entre  deux  surfaces  do 
corps  différents,  comme  celles  de  deux  lentilles,  les  franges  fi- 
gurent les  courbes  d'égale  distance.  L'une  des  lentilles  étant  portée 
par  un  trépied  à  vis  calantes,  il  est  facile  de  maintenir  dans  le 
champ  une  courbe  complote  et  de  centrer  le  phénomène.  Avec  des 
surfaces  de  révolution,  les  courbes  sont  circulaires  et  les  distances 
des  anneaux  donnent  la  différence  des  courbures;  en  effet,  pour 
un  anneau  d'ordre  /?,  à  partir  du  centre,  dont  le  rayon  est  /•  et  la 
variation  d'épaisseur  correspondante  s,  on  a,  en  appelant  R  et  R/ 
les  rayons  des  deux  surfaces, 

i  i         pi 

K  ~~  ÏV  ~=   /'  ' 

Les  anneaux  cessent  d'être  circulaires  quand  les  surfaces  ne 
sont  pas  de  révolution  ou  qu'étant  de  révolution  leurs  axes  ne  sont 
pas  en  coïncidence. 

Si  l'une  des  surfaces  est  connue,  un  plan  par  exemple,  les  anneaux 
donnent  exactement  la  forme  de  l'autre  surface  ('). 

D'une  manière  plus  générale,  on  peut  déterminer  complètement 
l'état  de  trois  surfaces  A,  B,  G,  très  voisines  d'être  planes,  mais 
dont  aucune  n'est  connue.  On  choisit  sur  ces  surfaces  trois  points 
P,  Q,  R  formant  un  triangle,  et  l'on  superpose  les  surfaces  deux  à 
deux  en  ayant  soin  dans  chaque  cas  que  les  points  considérés 
soient  respectivement  en  regard  l'un  de  l'autre.  Il  est  facile,  par 
les  vis  de  rappel,  de  régler  l'expérience  de  manière  qu'une  même 
frange  passe  par  les  poinls  P,  Q  et  R. 

On  sait  d'ailleurs,  par  le  sens  dans  lequel  le  mouvement  d'une 
vis  déplace  le  phénomène,  si  une  frange  quelconque  correspond  à 
une  épaisseur  d'air  plus  grande  ou  plus  petite  que  pour  la  frange 
de  repère.  Considérons  un  point  M  des  trois  surfaces  et  appelons 
a,  (3  et  y  les  distances  de  ce  poinl,  pour  chaque  surface,  au  plan 
qui  passe  par  les  points  P,  Q  et  R. 

L'ordre  de  la  frange,  à  partir  de  la  frange  de  repère,  qui  passe 

(')  Laurent,  Journal  de  Physique,  [2],  t.  II,  p.  ^\i;  i883. 
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au  point  M,  dans  chaque  cas,  donne  les  trois  épaisseurs 


c  =  a  +  [3, 
b  =z  y  -h  a, 


d'où  l'on  déduit  séparément  les  trois  distances  a,  [j  et  v. 

On  connaît  ainsi  par  un  nombre  d'observations  convenable  la 
forme  complète  de  chaque  surface.  L'observation  devient  ensuite 
beaucoup  plus  rapide  quand  on  dispose  d'une  surface  qui  soit 
bien  plane  ou  dont  on  connaisse  exactement  les  défauts. 

307.  Elude  des  dilatations.  —  Les  anneaux  de  Newton  ont 
fourni  à  M.  Fizeau  l'idée  d'une  méthode  très  précise  pour  déter- 
miner les  dilatations  des  corps. 

Un  trépied  en  platine  iridié,  formé  d'une  plate-forme  {ftg>  109) 
munie  de  trois  vis  calantes,  est  posé  sur  un  plan  et  porte  une 
lentille  dont  la  face  inférieure  est  presque  plane. 


Un  petit  morceau  du  corps  à  essayer,  terminé  par  deux  faces 
parallèles  dont  l'une  est  convenablement  polie,  est  placé  sur  la 
plate-forme.  Entre  ce  corps  et  la  lentille  se  trouve  une  couche 
d'air  dans  laquelle  peuvent  se  produire  des  anneaux  de  Newton. 

Sur  la  face  inférieure  de  la  lentille  on  a  gravé  un  grand  nombre 
de  points  disposés  en  quinconces  pour  servir  de  repères  à  la  po- 
sition des  franges,  de  manière  à  multiplier  les  lectures. 

Enfin  l'appareil  est  complété  par  le  prisme  réflecteur  P  et  les 
accessoires  nécessaires  à  l'éclairage  et  à  l'observation. 
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Le  trépied  est  placé  dans  une  étuve  en  cuivre  rouge  B  renfer- 
mant un  thermomètre  dont  on  peut  lire  les  divisions  sur  une  tige 
recourbée  en  dehors.  On  détermine  d'abord,  avec  une  précision 
qui  peut  atteindre  le  centième  de  frange,  la  position  des  franges  par 
rapport  aux  repères  à  la  température  th  ;  puis  on  échauffe  progres- 
sivement l'étuve  jusqu'à  la  température  t2  en  comptant  toutes  les 
franges  qui  passentdans  un  sens  ou  dans  l'autre,  et  Ton  détermine 
leur  position  finale.  Si  le  déplacement  total  est  de  p  franges,  la 
différence  de  marche  a  varié  de  A-pl. 

Supposons  qu'on  ait  mesuré  d'abord  au  sphéromètre  l'épaisseur 
A  du  corps  à  étudier  et  la  dislance  B  de  la  plate-forme  à  la  lentille  ; 
l'épaisseur  primitive  de  la  couche  d'air  est  eK  —  B  —  A. 

Soient  a  et  b  les  coefficients  moyens  de  dilatation  du  corps  et 
du  trépied  entre  les  températures  t{  et  t2,  dont  la  différence  est 
(.2  —  tK  =  ot,  la  variation  d'épaisseur  de  l'air  est 

e2  —  el  —  (  B  b  —  À  a  )  ht. 

Dans  le  vide,  on  aurait  simplement 

2  Ùt 

mais  il  est  nécessaire  de  tenir  compte  du  changement  on=n{ — n2 
que  subit  l'indice  de  réfraction  de  l'air  dans  les  conditions  de 
l'expérience.  Les  deux  valeurs  du  chemin  optique  sont 

2nlel=z  2/ij(B  —  A),       2/i2e.2=:  2/i2[B  —  A  -+-  (B  b  —  ka)  ht], 
ce  qui  donne 

E±=nAhb-  ka)  -  (B  -  A)  ~  -  (B  b  -  ka)  on. 

On  peut  remplacer  u{  par  l'unité,  si  la  longueur  d'onde  \  est 
évaluée  dans  l'air  à  la  température  primitive  t{ ,  et  supprimer  le 
dernier  terme,  qui  est  généralement  négligeable;  il  en  résulte 

.  A  p\         f         k\  on 

B  2\\  It  V  B/      ^ 

Considérant  comme  connues  les  variations  très  petites  d'ailleurs 
de  la  réfraction  de  l'air,  on  déterminera  le  coefficient  moyen  b  de 
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dilatation  du  trépied  dans  une  première  expérience  où  Ton  ne  pla- 
cera aucun  corps  entre  la  plate-forme  et  la  lentille.  Le  nombre  p() 
de  franges  observées  pour  une  épaisseur  B0,  et  une  différence  de 
température  o£0,  à  la  même  températnre  moyenne,  donne 

b  =     P°l     +  — °  • 
2B03^0        ot0 

On  déduit  alors  de  la  comparaison  des  expériences 

7  B  pi  /B         \  S/2 

b-  —a—  -V^-  -h     T  —  i  U- • 

A  2À0f         \A  J  ot 

Comme  on  rend  l'épaisseur  d'air  c{   extrêmement  petite  pour 
avoir  de  plus  belles  franges,  on  peut  écrire,  en  posant 

-A   ""A         ' 

pi         Jb^^L 


i  A  0/  \  oi 

Le  terme  de  correction  étant  très  petit,  l'expérience  donne  ainsi 
l'excès  (b  —  a)  du  coefficient  moyen  de  dilatation  du  trépied  sur 
celui  du  corps.  Cet  excès  est  positif  ou  négatif  suivant  le  signe  de 
p,  c'est-à-dire  suivant  que  le  déplacement  des  franges  correspond 
à  un  accroissement  ou  à  une  diminution  de  l'épaisseur  d'air.  11  faut 
donc,  avant  chaque  expérience,  s'assurer,  par  un  petit  mouvement 
d'une  des  vis,  du  sens  dans  lequel  se  meuvent  les  franges  quand  la 
différence  démarche  est  croissante. 

La  dilatation,  entre  les  températures  o  et  t,  d'un  corps  dont  la 
longueur  à  zéro  est  égale  à  l'unité,  peut  s'exprimer  en  général  sous 
la  forme  v.t-t-y/t2,  de  sorte  qu'entre  les  températures  ty  et  U  la 
dilatation  est 

a(t.2-  t,)  +«'(**—  tf)  =  [a  +  a'(«j  -4-  *,)](*,—  *i) 

et  le  coefficient  moyen  a  de  dilatation 


a  =  a  -t-  a'  (  ti  4-  t,  )  ■=.  a  -+-  2  a' 

Les  coefficients  a  ainsi  définis  sont  donc  des  fonctions  linéaires 
de  la  température  moyenne  9=  — — -  et  seraient  représentés  gra- 
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pliiquemenl  par  des  lignes  droites,  ce  qui  esL  conforme  aux  obser- 
vations. M.  Fizeau  les  distingue  par  l'indice  0  qui  indique  la  tem- 
pérature  moyenne;  une  série  de  relations,  telles  que 

«q.—  a  H-  2a'0, 

permettraient  de  déterminer  les  coefficients  habituels  a  et  a\ 

Le  facteur  2a'  représente  la  variation  -—  du  coefficient  a  pour 

1  AO  l 

une  variation  de  i°  dans  la  température  moyenne  et  l'on  peut  écrire, 
pour  deux  températures  différentes  9  et  9\ 

A,7 

M.  Fizeau  a  calculé  les  deux  quantités  a§  el  —  ?  en  prenanl 
comme  valeur  initiale  0  =  /\o°. 

308.  Dilatation  des  cristaux.  —  Cette  méthode  de  M.  Fizeau, 
n'exigeant  que  des  corps  de  très  petites  dimensions,  présente  des 
avantages  particuliers  pour  l'étude  de  la  dilatation  des  cristaux. 
Mitscherlicli  (')  avait  déjà  montré,  par  la  mesure  des  angles, 
que  la  forme  du  spath  d'Islande  se  rapproche  du  cube  par  une 
élévation  de  température,  en  même  temps  que  la  double  réfrac- 
tion du  cristal  diminue,  que  les  cristaux  à  un  axe  ont  des  dilata- 
lions  différentes  suivant  les  directions  parallèles  ou  transversales 
à  l'axe  et  que,  pour  un  prisme  rhomboïdal  droit  à  base  rectangle, 
les  dilatations  parallèles  aux  trois  espèces  d'arêtes  sont  inégales. 

Quelques  remarques  préliminaires  sont  nécessaires.  Les  pro- 
priétés physiques  d'un  milieu  quelconque  homogène  et  homo- 
édrique  (34)  sont  symétriques  par  rapport  aux  trois  axes  rectan- 
gulaires, en  tant  du  moins  qu'il  s'agit  de  déformations  très  petites. 
Pour  les  dilatations,  en  particulier,  cette  propriété  est  générale. 

L'homogénéité  d'un  milieu  exige,  en  effet,  que  tous  les  éléments 
de  volume  se  dilatent  de  la  même  manière.  Il  est  donc  évident,  ou 
l'on  peut  considérer  comme  un  fait  d'observation,  que  les  arêtes 
naturelles  des  cristaux  restent  rectilignes  à  toute  température, 


(')  Mitscherlich,  A/ui.  de  Chimie  et  de  Phys.,  [2],  t.  XXV,  p.  108;  182^,  el 
t.  XXXII,  p.  m;  1S26. 
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pourvu  que  cette  température  soit  uniforme  dans  toute  l'étendue 
du  milieu;  une  surface  plane  quelconque  doit  donc  rester  plane. 
Il  en  résulte  qu'une  surface  algébrique  conserve  le  même  degré  à 
toute  température,  puisque  le  nombre  de  ses  points  de  rencontre 
avec  une  droite  ne  change  pas;  par  suite,  une  surface  sphérique  se 
transforme  en  une  surface  fermée  du  second  degré,  c'est-à-dire  en 
un  ellipsoïde,  pour  une  variation  quelconque  de  température  où. 

Si  l'on  prend  pour  axes  de  coordonnées  dans  le  milieu  les  droites 
qui  sont  devenues  les  axes  de  l'ellipsoïde,  on  voit  que,  pour  ces  trois 
directions  rectangulaires,  la  dilatation  d'une  droite  parallèle  à  l'un 
des  axes  est  dirigée  suivant  la  droite  elle-même  ou  radiale. 

Une  droite  quelconque  OM  passant  par  l'origine  O  des  coordon- 
nées change  de  direction  dans  le  cas  général.  Les  coordonnées  du 
point  M  étant  x,  y  et  z,  la  distance  OM  est  r  =  \/x2-\r JK2-|-  ~-2  ;  si 
les  coefficients  moyens  de  dilatation  relatifs  aux  trois  axes  sont 
respectivement  a,  b  et  c,  les  coordonnées  x\  y'  et  z'  de  la  nouvelle 
position  M'  occupée  par  le  point  M  sont 

x'  —  x  -h  ox  =  x  (  i  -h  a  où  ) , 
/=/  +  ÔJ'  =  /(I  +  bon. 

Z'—  Z    +   ÔG=  Z{\  -\-CQt). 

Gomme  les  dilatations  sont  toujours  très  petites,  on  peut  écrire 

/*  or  =  x  ox  H-  y  oy  +  z  oz  =  {a x-  -f-  by-  -+-  cz2)  ot, 

ou,  en  appelant  a,  (3  et  y  les  cosinus  des  angles  du  rayon  vecteur 
OM  avec  les  axes, 

or  r=/'(ax2+  &'(32-h  C72)  ot. 
Le  coefficient  moyen  p  de  dilatation  de  la  droite  OM  est  donc 

Considérons  l'ellipsoïde  E,  ou  plus  généralement  la  surface  du 

second  degré 

ax2  h-  by-  -+-  cz-=  2cp, 

qui  passe  par  le  point  M.  En  posant 

■"='£)■*(£)■*©■■ 
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les  cosinus  a',  (3'  et  y'  des  angles  que  fait  la  normale  à  cette  surface 
avec  les  axes  sont 


Il  1      do 

ox 

Zx 
-  ax  =  -v-  > 

It 

dy 

J         et 

à® 

=   CZ    =  —  • 

Les  variations  ox,  8/  et  dz  étant  respectivement  proportionnelles 
aux  cosinus  oc',  [3'  et  y',  le  déplacement  MM7  du  point  M  est  normal 
à  la  surface  E. 

En  outre,  le  plan  tangent  en  M  à  cette  surface  a  pour  équation, 
en  désignant  par  X,  Y  et  Z  les  coordonnées  courantes, 

fl^X  +  byY  -h  czZ  —  2<p, 
et  la  perpendiculaire  /?  abaissée  du  centre  sur  ce  plan  est 

2C5  lo  ot  2C0 


d'où  il  résulte 


2  Cû 

MM' =^-3*. 


Le  déplacement  MM'  est  donc  en  raison  inverse  de  p,  c'est- 
à-dire  proportionnel  au  rayon  vecteur  de  la  surface  polaire  réci- 
proque de  E. 

L'angle  0  du  déplacement  MM'  avec  le  rayon  vecteur  OM  est 
donné  par  l'équation 

cos6=  aTTî7  =  £-(aa24-^2-t-CY2)=:r 


MM'       20  yW24-62j24-c2,s2 

Si  les  coefficients  a,  b  et  c  ne  sont  pas  tous  de  même  signe,  le 
dernier  par  exemple  étant  de  signe  contraire  aux  deux  autres,  la 

surface  E 

ax~  -+-  by~ —  cz~=  2® 

est  un  byperboloïde  à  une  ou  deux  nappes,  suivant  le  signe  de  tp. 
Dans  ce  cas,  il  existe  des  directions  pour  lesquelles  la  dilatation 
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est  nulle,  c'est  lorsque  le  déplacement  MM'  est  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur.  Le  plan  tangent  au  point  M  à  la  surface  E  passe 
alors  par  l'origine  et  z>  =  o,  c'est-à-dire  que  le  rayon  vecteur  OM 
est  situé  sur  le  cône 

ax-  -+-  by-  —  cz-—  o. 

Les  cosinus  a,,  ,3,  et  y,  des  angles  que  fait  le  rayon  vecteur 
avec  les  axes  de  coordonnées  satisfont  à  la  condition 

(a  4-  c)a\-\-  (b  h-.c)  PJ=  c. 

Pour  le  spath  d'Islande,  par  exemple,  les  coefficients  a  et  /> 
relatifs  à  des  directions  perpendiculaires  à  l'axe  sont  négatifs  et 
égaux  à  —  54o.  io~8  et  le  coefficient  c  suivant  l'axe  4-  2621  .  io~8. 
L'angle  <b  que  font  avec  l'axe  les  directions  de  dilatation  nulle  est 

tang ;<l  =  4  /  —  ,  ou  <l  =  65°35'. 

Pour  Yémeraude  (béryl)  qui  est  aussi  un  cristal  à  un  axe,  on  a, 
de  même,  c  =  —  106.  io"8  et  b  =  a  =  -f-  i3y.  io~8. 

La  dilatation  moyenne  dans  une  direction  déterminée  est  nulle 
pour  la  condition 

«e+|f  (»'-»)  =  0, 

AÏ 

309.  Dilatations  cubiques.  —  Quand  il  s'agit  de  corps  iso- 
tropes, cette  température  B'  correspond  à  un  maximum  de  densité. 
M.  Fizeau  a  trouvé  ainsi  les  températures  suivantes  : 

Diamant — 420,  3 

Protoxvde  de  cuivre —    4°>  3 

Pour  les  corps  anisotropes,  l'accroissement  du  volume  d'un  pa- 
rallélépipède dont  les  côtés  #,  y  et  z  sont  parallèles  aux  axes  est, 
en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 

(x  4-  ox)(y  -+-  oy)(z  -+-  oz.)  —  xyz  =  xyz(a  4-  b  4-  c)  o£; 

Je  coefficient  moyen  de  dilatation  cubique  est  donc  la  somme  des 
coefficients  principaux  de  dilatation  linéaire. 
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On  peut  appeler  dilatation  linéaire  moyenne  d'un  corps  an- 
isotrope  la  dilatation  uniforme  qu'il  devrait  avoir  pour  éprouver  le 
même  changement  de  volume. 

Le  coefficient  /  relatif  à  cette  dilatation  est  évidemment 

a :  -1-  b  -\~  c 

l~  3 

Il  existe  dans  tout  milieu  une  direction  suivant  laquelle  la  dila- 
tation réelle  est  égale  à  cette  dilatation  linéaire  moyenne.  Si  l'on 
pose,  en  effel , 

p  =  a  a2  +  b  [J-  -h  c  y2  =  -   —  « ? 

cette  condition  est  satisfaite  pour 

La  direction  qui  correspond  à  la  dilatation  linéaire  moyenne 
fait  donc  des  angles  égaux  de  54° 44'  avec  les  axes  principaux  de 
dilatation;  elle  est  normale  aux  faces  d'un  octaèdre  régulier  dont 
les  diagonales  sont  parallèles  aux  axes. 

Les  expériences  de  M.  Fizeau  ont  été  étendues  à  un  très  grand 
nombre  d'espèces  minéralogiques  et  ont  fourni  plusieurs  résultats 
imprévus  (').  Nous  citerons  seulement  les  particularités  que  pré- 
sente Yiodure  d'argent. 

Lorsque  ce  corps  est  à  l'état  cristallin,  les  valeurs  des  coeffi- 
cients sont,  en  les  multipliant  par  io8  pour  simplifier  l'écriture, 

o  Ac  _        / 

C  —  -097,  —    —         4>2~, 

b  —  a  -—  -t-  65 ,  — -  =  -1- 1 ,  38. 

AH 

A  l'état  fondu,  sa  dilatation  linéaire  est 

a=-i39,  ^o-^-1''- 

Enfin,  quand  il  a  été  comprimé  après  la  fusion,  il  se  comporte 
comme  un  cristal  à  un  axe  symétrique  par  rapport  à  la  ligne  de 

(')    Voir  Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

M.  —  I.  33 
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compression  et  donne 

ra       r  A 

C  =  —  100,25, 


b  =  a  —  —  12  2,25,  —,    ——i,38. 

AO 

Dans  ce  dernier  cas,  sa  dilatation  linéaire  moyenne  est 

a-hb-hc  M 

/  =        -g-  -i37,  -A-=    -i,6. 

Ainsi,  non  seulement  l'iodure  d'argent  se  contracte  par  une  élé- 
vation de  température,  mais  la  valeur  absolue  du  coefficient  / 
augmente  avec  la  température  moyenne  9. 

310.  Détermination  des  axes  principaux.  —  Pour  connaître 
la  direction  des  axes  principaux  de  dilatation  d'un  milieu  aniso- 
trope,  il  faut  déterminer  les  axes  de  la  surface  du  second  degré  E, 
et  l'équation  de  cette  surface  rapportée  à  des  coordonnées  arbi- 
traires renferme  six  coefficients  indéterminés. 

Six  expériences  dans  des  directions  différentes  seraient  donc 
nécessaires  en  général,  mais  le  problème  se  simplifie  quand  les 
milieux  possèdent  des  plans  de  symétrie  cristalline.  Il  est  clair,  en 
effet,  que  les  plans  principaux  doivent  être  parallèles  aux  plans 
de  symétrie  et  que  les  dilatations  perpendiculaires  à  deux  plans 
de  symétrie  équivalents  sont  égales. 

Dans  les  cristaux  appartenant  au  système  cubique,  les  trois  di- 
latations principales  sont  égales  et  le  milieu  est  isotrope. 

Les  corps  qui  cristallisent  en  prismes  droits  à  base  carrée  ou 
en  rliomboèdres  ont  un  axe  de  symétrie.  Toutes  les  dilatations 
perpendiculaires  à  l'axe  sont  égales  entre  elles  et  la  surface  E  des 
dilatations  est  de  révolution  autour  de  l'axe. 

Le  prisme  rhomboïdal  droit  présente  trois  plans  de  symétrie 
différents.  Les  axes  principaux  de  dilatation  sont  respectivement 
perpendiculaires  à  ces  plans  et  leurs  coefficients  sont  inégaux. 

Le  prisme  rhomboïdal  oblique  n'a  plus  qu'un  plan  de  symétrie. 
La  direction  d'un  des  axes  principaux  seulement  est  déterminée 
et  les  deux  autres  sont  situés  dans  le  plan  de  symétrie.  Le  pro- 
blème consiste  alors  à  déterminer  les  axes  de  la  courbe  d'inter- 
section de  la  surface  E  par  le  plan  de  symétrie. 

Considérons  dans  ce  plan  deux  axes  rectangulaires  x  et  y  et 
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supposons  que  l'on  détermine  les  coefficients  de  dilatation  /,  m 
et  n  suivant  trois  directions  OL,  OM  et  ON,  qui  font  respective- 
ment avec  l'axe  des  x  les  angles  \,  p.  et  v.  Pour  que  les  axes  de  coor- 
données soient  des  axes  principaux  de  dilatation  dont  les  coeffi- 
cients sont  respectivement  a  et  b,  il  faut  qu'on  ait 

/  —  a  cos2X  -h  b  sin2X  =r«+(6  —  a)  sin2X, 

i)i  -—  a  cos2  [j.  -+-  b  sin2  \x  —  a  -h  (  b  —  a)  sin2  (a, 

//.     -  «  cos'-v  +  &  sin2v  =  a  -\-  (  b  —  <?)  sin2v; 


par  suite, 


/>  = 


sin-  X  —  sin2[j. sin(X  -f-  1-0  sin({i.  —  X"» 

sin2X  —  sin2v         sin (X  -+-  v)  sin(v —  X) 

sin  (  2  X  -h  ;x  —  X  )  sin  (  fj.  —  X  ) 


sin  (  2  X  4-  v  —  X  )  sin  (  v  —  X  ) 

Comme  les  angles  jjl  —  X  et  v  ■ —  \  sont  connus,  il  en  résulte 
.  /;sin2(v  —  1)  —  sin2(  \x  —  X  ) 

tano2A  :—  2  -; — .— --       ; -. l-    ) 

si  n  2  (  ;j.  —  X  )  —  p  si  n  2  (  v  —  À  ) 

équation  qui  donne  pour  X,  deux  valeurs  qui  diffèrent  de  go°. 

Choisissant  l'une  de  ces  valeurs,  on  déduira  les  coefficients  a  et 
b  des  expériences  combinées  deux  à  deux. 

Au  point  de  vue  expérimental,  il  sera  plus  avantageux  de  faire 
p.  —  A  =  45°  et  v  —  \  =  900,  c'est-à-dire  que  les  directions  OL  et 
ON  sont  rectangulaires  et  la  troisième  direction  OM  à  45°  sur 
chacune  délies;  on  aura  alors 

.  /  i  \  /  —  ni  1  —  2  ni  -1-  n 

tan£2X  =  2/9 -2-j i  =  = — 

\  2  /  /  —  n  l  —  ii 

Nous  citerons,  comme  exemple,  les  résultats  des  expériences 
relatives  au  feldspath  orthose,  pour  lequel  on  a 

a  —  —  2o3,  —  =1  +  1,28, 

&=r-hl905,  -^=  +  1,06, 

c=-    -  i5r,  ^-=  =  -+-1,46, 

a  4-  b  -h  c  -=-wo5i,  — —     -  — -i-3,8o. 

Au 
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La  dilatation  moyenne  linéaire,  déterminée  dans  une  direction 
normale  aux  faces  de  l'octaèdre  régulier  dont  les  diagonales  sont 
parallèles  aux  axes,  a  donné 

l  =  +  5i7,  -j=-hI,a7. 

La  relation  indiquée  plus  haut  (309)  se  trouve  donc  rigoureu- 
sement vérifiée,  puisque  les  valeurs  déduites  des  dilatations  prin- 
cipales seraient  respectivement  5i7  et  1,267. 

Enfin  le  prisme  doublement  oblique  n'a  plus  de  symétrie  cris- 
talline, et  rien  ne  fait  prévoir  la  direction  des  axes'de  cristallisation. 
L'expérience  présenterait  alors  de  grandes  difficultés. 

Remarquons  aussi  qu'en  l'absence  d'une  symétrie  cristalline  les 
directions  des  axes  de  dilatation  ne  sont  pas  invariables;  elles  dé- 
pendent des  conditions  de  l'expérience.  Si  la  température  s'élève 
d'une  manière  continue,  par  exemple,  les  axes  principaux  de 
dilatation  correspondant  à  des  variations  infiniment  petites  de  la 
température  se  déplacent  eux-mêmes  d'une  manière  continue  par 
rapport  aux  directions  cristallines,  lorsqu'ils  ne  sont  pas  définis 
par  la  symétrie  du  milieu. 

Pour  le  prisme  rhomboïdal  oblique,  les  variations  A/,  Am  et  Arc 
des  coefficients  relatifs  à  trois  directions  différentes,  pour  une 
variation  AB  de  la  température  moyenne,  déterminent  la  variation 
correspondante  AX  de  la  direction  des  axes  principaux  dans  le 
plan  de  symétrie. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  le  problème  est  encore  défini  si  l'on 
connaît  les  coefficients  moyens  de  dilatation  dans  six  directions 
distinctes,  ainsi  que  leurs  variations;  mais,  en  supposant  que 
l'expérience  ait  pu  être  réalisée,  les  calculs  porteraient  sur  des 
différences  extrêmement  petites  et  ne  pourraient  fournir  que  des 
résultats  très  douteux. 
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311.  Expérience  cVHuygens.  —  Lorsqu'un  rayon  de  lumière 
S  {fi g.  160)  tombe  normalement  sur  une  des  faces  naturelles 
d'un  rhomboèdre  e  de  spath  d'Islande,  il  se  divise  en  deux,  l'un 
ordinaire  et  l'autre  extraordinaire,  le  premier  AB  continuant  sa 
marche  en  ligne  droite,  le  second  AC  dévié  latéralement,  et  ils 

Fis:.   160. 


émergent  parallèlement  à  la  direction  primitive  si  la  face  de  sortie 
est  parallèle  à  la  face  d'entrée.  A  part  une  petite  différence  dans 
les  pertes  de  lumière  par  réflexion,  les  deux  rayons  ordinaire  O 
et  extraordinaire  E  sont  d'égale  intensité  lorsque  le  rayon  primitif 
est  formé  de  lumière  dite  naturelle,  comme  la  lumière  directe  du 
soleil  ou  celle  d'une  lampe. 

En  tombant  sur  un  second  rhomboèdre  e',  le  rayon  O  donne  en 
général  deux  rayons  émergents,  l'un  ordinaire  00',  l'autre  extra- 
ordinaire OE'  et  le  rayon  E  donne,  de  même,  deux  rayons  EO', 
EE\  Le  déplacement  latéral  L  des  rayons  O  et  E  est  proportionnel 
à  l'épaisseur  e  du  premier  rhomboèdre  et  dans  le  plan  normal 
parallèle  à  l'axe  du  cristal,  c'est-à-dire  dans  la  section  principale  ; 
le  déplacement  L',  produit  par  le  second,  est  proportionnel  à  l'épais- 
seur e'  et  dans  la  section  principale  de  ce  cristal.  Sur  un  écran 
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perpendiculaire  à  leur  direction,  un  faisceau  étroit  de  rayons  inci- 
dents donnerait  donc  quatre  images  aux  sommets  d'un  parallélo- 
gramme dont  les  côtés  L  et  L/  ont  des  longueurs  constantes,  paral- 
lèles respectivement  aux  sections  principales  des  deux  cristaux,  et 
qui  devient  un  losange  si  les  épaisseurs  e  et  e'  sont  égales. 

Ces  quatre  images  n'ont  des  intensités  égales  que  si  les  sections 
principales  sont  à  45°  ;  elles  se  réduisent  à  deux,  00'  et  EE',  quand 
les  sections  principales  sont  parallèles,  aux  deux  autres,  OE'etEO', 
quand  les  sections  principales  sont  à  angle  droit.  Si  l'on  fait  tourner 
le  second  cristal  depuis  la  première  position  jusqu'à  la  seconde 
autour  de  la  normale,  l'image  00',  due  au  rayon  O,  s'affaiblit  gra- 
duellement, pendant  que  la  seconde  image  OE'  apparaît  et  aug- 
mente d'éclat.  L'inverse  a  lieu  pour  les  images  EO'  et  EE'  qui 
proviennent  du  rayon  E. 

Après  avoir  décrit  cette  expérience  merveilleuse,  Huygens  si- 
gnale toutes  les  difficultés  qu'elle  présente  dans  la  théorie  des  ondu- 
lations. «  Il  semble  qu'on  est  obligé  de  conclure  que  les  ondes  de 
lumière,  pour  avoir  passé  le  premier  cristal,  acquièrent  certaine 
forme  ou  disposition,  par  laquelle  en  rencontrant  le  tissu  du  second 
cristal,  dans  certaine  position,  elles  puissent  émouvoir  les  deux 
différentes  matières  qui  servent  aux  deux  espèces  de  réfraction  ;  et, 
en  rencontrant  ce  cristal  dans  une  autre  position,  elles  ne  puis- 
sent émouvoir  que  l'une  de  ces  matières.  Mais,  pour  dire  comment 
cela  se  fait,  je  n'ay  rien  trouvé  jusqu'icy  qui  me  satisfasse  (').  » 
L'expérience  montre  en  effet  qu'un  rayon  fourni  par  la  réfraction 
dans  le  spath  d'Islande  ne  jouit  pas  des  mêmes  propriétés  dans 
tous  les  azimuts  ;  cette  circonstance  paraît  inconciliable  avec  l'hy- 
pothèse de  vibrations  dans  le  sens  du  rayon,  les  seules  dont  on 
avait  eu  l'idée  d'abord  ;  Newton  (2)  la  considère  comme  une 
objection  irréfutable  et  en  conclut  qu'un  ravon  de  lumière  est 
constitué  par  des  molécules  douées  d'une  sorte  de  polarité. 

312.  Polarisation. — Malus  (3)  appelle  rayons  polarisés  ceux 
qui  sont  produits  par  la  double  réfraction  ou  ceux  qui  ont  acquis 


(')  Huygens,  Traité  de  la  lumière,  p.  91. 

(2)  Newton,   Optics,  Prop.  XXV. 

(3)  Malus,  Méin.  des  Savants  étrangers,  t.  II.  p.  3o3  ;  181 1. 
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Je  même  caractère  dans  un  phénomène  quelconque.  Le  rayon 
ordinaire  O  est  polarisé  dans  la  section  principale,  par  définition, 
et  toutes  ses  propriétés  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  plan, 
quand  même  l'incidence  ne  serait  pas  normale. 

Le  rayon  extraordinaire  se  comporte  de  la  même  manière  par 
rapport  à  un  plan  perpendiculaire  au  premier;  il  est  donc  pola- 
rise' dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  section  principale. 

Le  mot  de  polarisation  a  pour  origine  l'hypothèse  de  l'émis- 
sion, mais  on  peut  le  conserver  sans  inconvénient,  si  l'on  (ail 
abstraction  de  son  étymologie  et  si  l'on  considère  les  expressions 
lumière  polarisée  et  plan  de  polarisation  comme  définies  par 
des  faits  d'expérience. 

313.  Loi  de  Malus.  —  En  comparant  les  intensités  des  images, 
Malus  a  trouvé  que  les  phénomènes  se  représentent  par  une  loi 
très  simple.  L'intensité  du  rayon  ordinaire  fourni  dans  un  cristal 
par  un  rayon  polarisé  est  proportionnelle  au  cosinus  carré  de 
l'angle  de  son  plan  de  polarisation  avec  la  section  principale  du 
cristal;  l'intensité  du  rayon  extraordinaire  est  proportionnelle  au 
sinus  carré  du  même  angle. 

Dans  l'expérience  d'Huygens,  si  l'on  néglige  les  pertes  de  lu- 
mière par  réflexion,  le  faisceau  primitif,  étant  formé  de  lumière 
dite  naturelle,  se  partage  en  deux  parties  égales  dans  le  premier 
cristal.  En  appelant  I  l'intensité  de  ce  faisceau  et  s  l'angle  des 
sections  principales  des  deux  cristaux,  les  intensités  des  diffé- 
rents faisceaux  sont 

I 


0  = 

E 

2? 

OO'r^IcOS2*, 
2 

EO  =  -  sin2s, 

2 

(JE  =  -  sin-.ç; 

2 

EE'=  -  cos2*. 

2 

La  somme  des  deux  premiers  et  celle  des  quatre  derniers  repro- 
duisent l'intensité  primitive  I. 

On  remarquera  seulement  que  les  rayons  00'  et  EE'  se  super- 
posent lorsque  les  spaths  sont  d'égale  épaisseur  et  que  l'angle  s  est 
égal  à  t:,  c'est-à-dire  que,  les  sections  principales  étant  parallèles, 
les  cristaux  sont  orientés  en  sens  contraires. 
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Pour  avoir  des  images  plus  nettes,  on  limite  le  faisceau  incident 
par  une  petite  ouverture  A  située  au  voisinage  du  premier  spath; 
on  reçoit  les  quatre  faisceaux  émergents  sur  une  lentille  et  l'on 
observe  les  images  dans  le  plan  conjugué  de  l'ouverture  A. 

Il  est  nécessaire  alors  que  les  morceaux  de  spath  aient  une 
grande  épaisseur,  si  l'on  veut  donner  aux  rayons  émergents  assez 
d'écart  pour  que  les  quatre  images  soient  distinctes. 

On  arrive  au  même  résultat  par  l'emploi  de  cristaux  plus 
minces  taillés  en  prisme  P  {fi g*  161),  afin  d'obtenir  une  séparation 
angulaire  des  deux  systèmes  de  rayons  réfractés,  et  l'on  achroma- 
tise  le  faisceau  extraordinaire,  qui  présente  la  moindre  dispersion. 


Fii 


61. 

s 


par  un  prisme  de  crown  Q  disposé  en  sens  inverse.  Le  rayon  extra- 
ordinaire E,  ainsi  achromatisé,  traverse  l'appareil  dans  une  direc- 
tion voisine  de  sa  direction  primitive,  tandis  que  le  rayon  ordinaire 
O  conserve  une  déviation  notable  avec  une  faible  dispersion.  Les 
polarisations  ne  sont  pas  sensiblement  modifiées  et,  en  recevant 
sur  un  second  prisme  semblable  les  rayons  qui  sortent  du  premier, 
on  obtient  quatre  images  dans  des  directions  différentes,  deux  de 
ces  images  étant  légèrement  irisées  sur  les  bords. 

Si  l'ouverture  A  est  assez  grande  pour  que  deux  images  issues 
d'un  même  faisceau,  par  exemple  00'  et  OE',  empiètent  l'une  sur 
l'autre,  l'intensité  de  la  région  commune  reste  constante  pendant 
qu'on  modifie  chacune  des  images  en  changeant  l'angle  des  sec- 
tions principales.  Si  les  quatre  images  ont  une  région  commune, 
l'intensité  dans  cette  région  est  aussi  constante  et  sensiblement 
la  même  que  si  les  prismes  biréfringents  étaient  supprimés.  Ces 
quatre  images  n'en  donnent  plus  qu'une  seule,  parla  superposition 
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des  faisceaux  OEr  et  EO'  quand,  les  prismes  biréfringents  étant 
identiques,  leurs  sections  principales  sont  parallèles,  mais  orien- 
tées en  sens  contraires. 

314.  Polarisation  par  réflexion.  —  Malus  (*)  découvrit  que 
la  lumière  du  soleil,  réfléchie  à  la  surface  de  l'eau  ou  sur  une 
lame  de  verre,  donne,  dans  un  spath  d'Islande,  deux  images  iné- 
gales, dont  l'intensité  varie  suivant  l'angle  de  la  section  principale 
avec  le  plan  d'incidence.  L'image  ordinaire  présente  une  intensité 
maximum  lorsque  le  plan  d'incidence  et  la  section  principale  du 
cristal  sont  parallèles,  mais  sans  que  l'image  extraordinaire  dispa- 
raisse entièrement;  la  lumière  réfléchie  peut  donc  être  considérée 
comme  renfermant  une  portion  de  lumière  naturelle  et  une  por- 
tion de  lumière  polarisée  dans  le  plan  d'incidence.  On  dit  qu'elle 
est  partiellement  polarisée  dans  le  plan  d'incidence  ou,  pour 
abréger,  dans  le  premier  azimut. 

Sur  les  substances  transparentes  dont  l'indice  de  réfraction  est 
inférieur  à  2,5,  telles  que  l'eau,  la  plupart  des  verres  et  des  cristaux, 
il  y  a  même  un  angle  d'incidence  pour  lequel  la  lumière  réfléchie 
paraît  totalement  polarisée.  C'est  l'angle  de  polarisation  complète 
ou  à? incidence  principale.  Pour  le  verre  ordinaire,  la  direction 
correspondante  fait  avec  la  surface  un  angle  d'environ  35°,  5  qu'on 
appelle  angle  de  polarisation,  de  sorte  que  l'incidence  principale 
est  de  54°, 5. 

La  réflexion  exerce  donc  sur  la  lumière  naturelle  une  action 
analogue  à  celle  de  la  double  réfraction  ;  elle  produit  également  le 
même  effet  sur  la  lumière  polarisée.  Lorsqu'un  ravon  de  lumière 
polarisée  tombe  sur  une  lame  de  verre  sous  l'incidence  principale, 
l'intensité  du  rayon  réfléchi  dépend  de  l'azimut  dans  lequel  a  lieu 
la  réflexion. 

Si  l'on  appelle  I  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  quand  le  plan 
de  réflexion  est  parallèle  au  plan  de  polarisation,  l'intensité  Y 
relative  au  cas  où  ces  deux  plans  font  l'angle  s  est  encore 

Y=z  I  cos2^, 

conformément  à  la  loi  de  Malus. 


(')  Malus,  Mém.  de  la  Soc.  cl'Arcueil,  t.  II,  p.  i4g;  1809. 
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Quand  la  lumière  incidente  est  partiellement  polarisée,  l'inten- 
sité du  rayon  réfléchi  sous  l'incidence  principale  est  encore  variable 
avec  l'azimut  s  du  plan  de  polarisation  partielle  ;  elle  peut  être 
représentée  par  la  somme  de  deux  termes,  «  +  6cos2s,  de  sorte 
que  la  loi  de  variation  des  intensités  permettrait  de  déterminer  le 
rapport  des  quantités  a  et  b. 

On  emploie,  pour  ces  expériences,  soit  des  prismes  de  verre, 
soit  des  lames  de  verre  noir,  afin  d'éliminer  les  rayons  réfléchis 
sur  d'autres  surfaces  que  la  première. 

La  réflexion  intérieure  conduit  aux  mêmes  résultats.  On  obser- 
vera le  phénomène  en  faisant  tomber  la  lumière  normalement  sur 
une  des  faces  latérales  d'un  prisme  à  section  isoscèle  ;  les  rayons 
réfléchis  sur  la  base  traversent  normalement  la  face  de  sortie,  et 
une  série  de  prismes  d'angles  différents  permettront  de  faire  varier 
l'angle  d'incidence.  Pourvu  que  la  réflexion  ne  soit  pas  totale,  le 
rayon  émergent  se  montre  encore  polarisé  plus  ou  moins  complè- 
tement dans  le  plan  d'incidence. 

La  réflexion  sous  un  angle  différent  de  l'incidence  principale 
agit  encore  sur  la  lumière  polarisée  comme  la  réflexion  principale, 
mais  d'une  manière  incomplète;  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie 
est  maximum  quand  le  plan  de  polarisation  est  parallèle  au  plan 
d'incidence  et  minimum  quand  ces  deux  plans  sont  rectangulaires, 
sans  que  l'extinction  soit  absolue. 

Sur  la  surface  des  corps  très  réfringents,  comme  le  diamant, 
sur  les  surfaces  métalliques  ou  dans  le  cas  de  la  réflexion  totale, 
la  lumière  réfléchie  peut  paraître  encore  partiellement  polarisée; 
mais  la  polarisation  n'est  jamais  complète,  et  le  phénomène  est 
en  réalité  d'une  nature  toute  différente. 

315.  Polarisation  par  réfraction.  —  La  réfraction  polarise 
aussi  la  lumière  et,  cette  fois,  dans  un  plan  perpendiculaire  au 
plan  d'incidence  ou  dans  le  second  azimut.  La  polarisation  est 
toujours  partielle  et  va  croissant  depuis  la  direction  normale 
jusqu'à  l'incidence  rasante. 

On  peut  réaliser  l'expérience  en  faisant  tomber  la  lumière  nor- 
malement sur  une  des  faces  d'un  prisme  et  observant  le  rayon 
réfracté  sur  la  seconde  face,  ou  en  faisant  marcher  la  lumière  en 
sens  contraire,  c'est-à-dire  en  choisissant  l'incidence  primitive  de 
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façon  que  le  rayon  émerge  normalement  à  la  face  de  sortie.  Dans 
les  deux  cas,  la  lumière  est  polarisée  de  la  même  manière. 

Il  suffît  donc  de  considérer  un  rayon  qui  traverse  une  lame  à 
faces  parallèles.  Les  deux  réfractions,  qui  ont  lieu  sous  le  même 
angle,  ajoutent  leurs  effets  et  augmentent  la  fraction  de  lumière 
polarisée  dans  le  second  azimut. 

Enfin  la  réfraction  agit  partiellement  sur  la  lumière  polarisée 
en  donnant  une  intensité  maximum  ou  minimum  suivant  que  la 
polarisation  du  rayon  primitif  est  perpendiculaire  ou  parallèle  au 
plan  de  réfraction. 

316.  Loi  d' Arago.  —  Cette  polarisation,  au  moins  partielle, 
dans  le  phénomène  de  réfraction  était  à  prévoir,  puisque  l'ensemble 
des  rayons  réfléchis  et  réfractés  doit  reproduire  la  lumière  primi- 
tive. Arago  (')  a  montré,  en  effet,  que  les  rayons  réfléchi  et  réfracté, 
qui  proviennent  d'un  même  rayon  incident,  renferment  des  quan- 
tités égales  de  lumière  polarisée.  Une  lame  de  verre  L  (fig*  162) 

Fig.    162. 


étant  installée  normalement  au-dessus  d'une  feuille  de  papier 
blanc  AB  uniformément  éclairée,  l'œil  placé  en  O  et  visant  dans 
une  direction  quelconque  01  reçoit  les  rayons  émis  par  le  point  B 
qui  sont  transmis  par  la  lame  et  les  ravons  réfléchis  qui  pro- 
viennent du  point  A. 

On  place  sur  le  trajet  du  rayon  visuel  un  diaphragme  noir  E 
percé  d'une  ouverture  S,  que  l'on  regarde  au  travers  d'un  prisme 


(')  Arago  (1812),  OEuvres  complètes,  t.  VII,  p.  028  et  379. 
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biréfringent  P.  Quelle  que  soit  l'orientation  de  ce  prisme,  les  deux 
images  S'  et  S"  de  l'ouverture  conservent  des  intensités  égales. 
Le  faisceau  émergent  ne  présente  donc  aucune  trace  apparente 
de  polarisation,  c'est-à-dire  que  les  quantités  de  lumières  pola- 
risées à  angle  droit  qu'il  renferme  sont  équivalentes. 

Il  est  vrai  que  le  phénomène  est  un  peu  complexe,  parce  qu'il  y 
aurait  lieu  de  tenir  compte  des  réflexions  multiples  à  l'intérieur 
de  la  lame  :  il  serait  facile  de  répéter  l'expérience  avec  une  lame 
prismatique  dans  laquelle  le  faisceau  BI  entrerait  normalement; 
mais  la  vérification  serait  en  réalité  un  peu  moins  satisfaisante,  à 
cause  de  la  dispersion  et  de  l 'affaiblissement  inévitable  du  rayon 
réfracté  à  la  première  surface. 

Gomme  l'intensité  de  la  lumière  réfléchie  sur  les  corps  trans- 
parents est  toujours  beaucoup  plus  faible  que  celle  de  la  lumière 
réfractée,  on  voit  ainsi  pourquoi  cette  dernière  ne  peut  présenter 
qu'une  polarisation  partielle. 

317.   Lois  de  Malus  et  de  Brewster.  —  Malus  (')  avait  déjà 

reconnu  par  expérience  que  les  incidences  principales  i  et  i! ',  pour 

lesquelles  la  polarisation  est  complète  par  réflexion  extérieure  ou 

intérieure  à  la  surface  d'un  milieu  d'indice  n,  satisfont  à  la  loi  de 

Descartes 

siru  =  11  sin  i' . 

Un  rayon  qui  se  propage  dans  le  second  milieu  en  sens  con- 
traire du  rayon  réfracté  correspondant  à  l'incidence  extérieure 
principale  donne  donc  aussi  par  réflexion  intérieure  de  la  lumière 
complètement  polarisée. 

La  loi  du  phénomène  a  été  énoncée  d'une  manière  plus  com- 
plète par  Brewster  (2).  La  tangente  de  V incidence  principale 
est  égale  à  V indice  de  réfraction  du  second  milieu  par  rapport 
au  premier. 

Si  n  et  n'  sont  les  indices  du  premier  et  du  second  milieu  et  i 
l'incidence  principale  dans  le  premier,  on  aura 


(')  Malus,  Mém.  d'Arcueil,  t.  II,  p.  1 43  ;  1808. 
(2)  Brewster,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  i8i5,  p.  is5. 


POLARISATION.  5>5 

L'angle  i'  de  réfraction  correspondante  satisfaisant  à  la  loi  de 
Descartes,  il  en  résulte 

.       ..  .  ..  TC 

cos«  =  sinr  ou  ?-+-£=-• 

i 

On  peut  donc  énoncer  la  loi  de  Brewster  sous  cette  autre  forme  : 
pour  V incidence  de  polarisation  complète,  le  rayon  réfracté 
est  perpendiculaire  au  rayon  réfléchi. 

Remarquons  encore  que,  si  cette  condition  est  réalisée  pour  la 
lumière  SA  (fig.  i63)  qui  tombe  sur  la  première  surface  d'une 
lame  à  faces  parallèles,  elle  l'est  également  pour  le  rayon  réfracté 
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correspondant  AB  sur  la  secunde  surface.  Le  rayon  BA',  qui  pro- 
vient de  la  réflexion  intérieure,  est  donc  complètement  polarisé  et, 
comme  la  réfraction  en  A'  ne  change  pas  son  état,  par  raison  de 
symétrie,  le  rayon  émergent  A'rV  est  aussi  polarisé  dans  le  plan 
d'incidence.  Il  en  serait  de  même  pour  un  nombre  quelconque  de 
réflexions  intérieures,  de  sorte  que  le  faisceau  complexe  réfléchi 
dans  la  direction  AR  est  entièrement  polarisé. 

318.  Réflexion  et  réfraction  de  la  lumière  polarisée.  — 
Lorsque  la  lumière  polarisée  se  réfléchit  sous  l'incidence  princi- 
pale, le  rayon  réfléchi  est  de  nouveau  polarisé  dans  le  plan  d'in- 
cidence et  son  intensité  obéit  à  la  loi  de  Malus.  Si  la  lumière 
polarisée  se  réfléchit  sous  une  incidence  différente  ou  se  réfracte 
dans  une  direction  quelconque,  le  rayon  réfléchi  ou  réfracté  reste 
encore  polarisé;  mais  la  relation  qui  existe  entre  l'azimut  du  plan 
de  polarisation  et  l'azimut  primitif  ne  peut  être  établie  que  par  une 
théorie  plus  complète  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction. 

Cette  relation  est  évidente  dans  le  cas  particulier  où  le  plan  de 
polarisation  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  d'incidence. 
En  effet,  le  rayon  modifié  conserve  alors,  par  raison  de  symétrie, 
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la  même  polarisation,  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  d'inci- 
dence, et  l'affaiblissement  qu'il  éprouve  est  variable  avec  l'azimut 
de  polarisation . 

319.  Propriétés  de  la  tourmaline.  —  En  étudiant  l'action 
de  la  tourmaline  sur  la  lumière,  Biot  (')  a  reconnu  dans  ce  cristal 
la  singulière  propriété  d'éteindre,  en  proportions  très  inégales, 
les  deux  rayons  produits  par  la  double  réfraction. 

La  tourmaline  est  un  milieu  à  un  axe  dont  les  cristaux  appar- 
tiennent au  système  rhomboédrique.  Une  lame  à  faces  perpendi- 
culaires à  l'axe  est  presque  absolument  opaque,  sous  une  épaisseur 
de  imm  ou  ^mm,  suivant  la  coloration  du  cristal,  pour  des  rayons 
qui  la  traversent  normalement.  Sous  une  épaisseur  analogue,  une 
lame  parallèle  à  l'axe  ne  laisse  passer  qu'un  rayon  réfracté,  lequel 
est  polarisé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  section  principale; 
c'est  donc  le  rayon  extraordinaire. 

Une  lame  parallèle  à  l'axe  agit  de  la  même  manière  sur  un  rayon 
polarisé  :  elle  le  laisse  passer  ou  l'éteint,  suivant  que  le  plan  de  pola- 
risation est  perpendiculaire  ou  parallèle  à  la  section  principale; 
si  la  polarisation  primitive  est  dans  un  azimut  quelconque,  l'in- 
tensité du  rayon  obéit  à  la  loi  de  Malus. 

Plusieurs  autres  cristaux  colorés  se  comportent  de  la  même 
manière.  L'un  des  plus  remarquables  est  un  sel  de  quinine  obtenu 
par  Herapath  en  faisant  cristalliser,  par  l'addition  de  quelques 
gouttes  d'alcool  iodé,  une  solution  de  bisulfate  de  quinine  dans 
l'acide  acétique.  Les  cristaux  produits  lentement  se  présentent 
sous  la  forme  de  lamelles  d'un  reflet  métallique  verdâtre,  colorées 
en  violet  clair  par  transparence,  qui  jouissent  de  la  propriété  d'ab- 
sorber l'un  des  rayons  réfractés  sous  une  épaisseur  beaucoup 
moindre  que  la  tourmaline  (-). 

320.  Polarîseurs  et  analyseurs.  —  On  appelle  ainsi  des  ap- 
pareils qui  permettent  de  polariser  la  lumière  naturelle  ;  ils 
jouissent  en  même  temps  de  la  propriété  réciproque,  quand  ils 
reçoivent  de  la  lumière  polarisée,  de  donner  un  rayon  d'intensité 


(')  Biot,  Ami.  de  Chimie,  t.  XGIV,  p.  191;  i8i5. 
(2)  Stores,  B.  A.  R.,  i852.  Part  II,  p.  i5. 
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variable  avec  l'azimut  de  polarisation  ;  ils  permettent  donc  aussi 
d' 'analyser  la  lumière,  c'est-à-dire  de  reconnaître  si  un  rayon  est 
polarisé,  ou  renferme  une  fraction  de  lumière  polarisée,  et  de  déter- 
miner l'azimut  de  polarisation. 

La  réflexion  sous  un  angle  différent  de  l'incidence  principale  et 
la  réfraction  simple  peuvent  déjà  jouer  le  rôle  de  polariseurs,  mais 
elles  ne  donnent  que  de  la  lumière  partiellement  polarisée.  D'autre 
part,  si  l'on  utilise  l'une  de  ces  opérations  comme  analyseur,  on 
pourra  bien  distinguer  un  rayon  naturel  d'un  rayon  polarisé  et 
déterminer  l'azimut  de  polarisation,  mais  sans  reconnaître  si  la 
polarisation  est  totale  ou  partielle. 

La  réflexion  par  une  glace  noire  sous  l'incidence  principale 
fournit  un  polariseur  très  commode,  quoiqu'elle  affaiblisse  beau- 
coup la  lumière  et  donne  une  grande  déviation. 

Delezenne  (')  élimine  ce  dernier  inconvénient  par  une  nouvelle 
réflexion  sur  un  miroir  qui  ramène  le  rayon  dans  sa  direction 
primitive  et  ne  conserve  plus  qu'une  déviation  latérale. 

Toutefois  la  polarisation  ne  paraît  bien  complète  que  quand  on 
emploie  une  lumière  modérée,  comme  la  lumière  diffuse  du  jour 
ou  la  lumière  des  nuées  ;  avec  des  sources  très  intenses,  telles 
qu'un  faisceau  de  rayons  solaires,  on  reconnaît  aisément  qu'une 
seconde  réflexion  sous  le  même  angle  ne  permet  pas  d'éteindre 
d'une  manière  absolue  les  rayons  réfléchis  sur  le  polariseur.  La 
réflexion  sous  l'incidence  principale  ne  produit  donc,  en  réalité, 
qu'une  polarisation  imparfaite. 

32J .  Pile  de  glaces.  —  On  peut  augmenter  beaucoup  l'inten- 
sité de  la  lumière  polarisée  par  réflexion  au  moyen  d'une  série  de 
lames  parallèles,  constituant  ce  qu'on  appelle  une  pile  de  glaces. 
Sous  l'incidence  principale,  la  lumière  est  polarisée  par  toutes  les 
réflexions  sur  l'une  quelconque  des  surfaces  intérieures  du  sys- 
tème; la  lumière  réfléchie,  transmise  ensuite  au  travers  des  lames 
précédentes  dans  le  premier  milieu,  reste  polarisée  dans  le  plan 
d'incidence  par  raison  de  symétrie. 

L'intensité  de  la  lumière  réfléchie  augmente  alors  avec  le  nombre 
des  lames,  puisque  le  faisceau  transmis  diminue  de  plus  en  plus. 

(')  Delezenxe,  Mém.  de  la  Soc.  des  Sciences  de  Lille,  p.  229;  i834- 
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La  polarisation  est  incomplète  pour  des  directions  différentes  de 
l'incidence  principale. 

Les  piles  de  glaces  conviennent  surtout  pour  obtenir  de  la  lu- 
mière polarisée  par  réfraction.  Supposons  que  les  rayons  primi- 
tifs ne  soient  pas  très  éloignés  de  l'incidence  principale.  La  réfrac- 
tion sur  la  première  surface  donne  une  quantité  A  de  lumière 
polarisée  dans  le  second  azimut  et  une  quantité  B  de  lumière  qui 
reste  naturelle,  la  somme  A  -f-  B  représentant  l'intensité  totale 
de  lumière  réfractée.  Sur  la  seconde  face,  le  rayon  polarisé  A  se 
transmet  plus  facilement  que  la  lumière  naturelle,  puisque  la  ré- 
flexion serait  nulle  pour  l'incidence  principale,  et  donnera  une 
quantité  m  A  de  lumière  qui  reste  polarisée.  La  lumière  naturelle 
B  donne  un  rayon  réfracté  plus  faible  /iB  (/?  <C  m)  comprenant 
une  fraction ^?/iB  de  lumière  polarisée  et  le  reste  (i — p)nB  de 
lumière  naturelle. 

En  ne  tenant  pas  compte  des  réflexions  intérieures,  le  rapport 

de  la  lumière  naturelle  à  la  lumière  polarisée,  qui  était  —  après  la 

première  réfraction,  a  diminué  après  la  seconde,  puisqu'il  a  pour 
expression 
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~  A              n   B 
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Si  l'intensité  du  faisceau  primitif  est  prise  pour  unité,  la  pre- 
mière lame  en  polarise  une  fraction  f  =  m  A  ^-pnB  et  laisse  une 
fraction  plus  petite  cp  =  (i  —  p)7iB  à  l'état  naturel. 

La  lumière  polarisée  étant  toujours  plus  apte  à  la  réfraction, 
une  nouvelle  lame  donnera,  comme  lumière  polarisée,  d'abord  une 
fraction  ff'{  f  >■  f  )  provenant  de  /*,  puis/cp,  et  la  lumière  natu- 
relle sera  o-.  Le  rapport  de  la  lumière  naturelle  à  la  lumière  pola- 
risée, qui  était  -~  après  la  première  lame,  devient,  après  la  se- 
conde, 

CD2  CL»  CD 

.  ©  /    ©   \n-! 

Pour  une  pile  de  N  lames,  ce  rapport  serait  -7.     -— — -  et 


POLARISATION.  629 

il  tend  rapidement  vers  zéro,  à  mesure  que  Je  nombre  des  lames 
augmente.  Le  faisceau  de  lumière  polarisée  ainsi  obtenu  pourra 
donc  avoir  une  ouverture  angulaire  très  notable. 

Le  seul  inconvénient  de  la  pile  de  glaces  est  qu'une  partie  de  la 
lumière  est  diffusée  et  échappe  à  la  polarisation  quand  les  sur- 
faces ne  sont  pas  extrêmement  propres  ;  en  outre,  la  polarisation 
est  troublée  si  les  verres  présentent  des  traces  de  trempe. 

322.  Polariseurs  biréfringents.  —  Toutefois,  on  a  recours 
le  plus  souvent  à  la  double  réfraction.  Une  lame  de  tourmaline 
parallèle  à  l'axe  convient  dans  un  grand  nombre  de  cas  et  elle 
peut  s'intercaler  facilement  dans  tous  les  appareils  ;  son  seul  incon- 
vénient est  d'affaiblir  beaucoup  la  lumière.  Elle  présente  encore 
l'avantage  que  la  polarisation  est  sensiblement  complète,  non 
seulement  pour  les  rayons  normaux  à  l'axe,  mais  aussi  pour  des 
rayons  très  inclinés  sur  cette  direction,  de  sorte  que  le  champ 
angulaire  de  polarisation  est  très  étendu. 

Une  lame  de  spath  d'Islande  à  faces  parallèles  est  le  meilleur 
des  polariseurs,  mais  les  deux  rayons  émergents  sont  parallèles  au 
rayon  incident.  On  ne  peut  les  séparer  qu'en  prenant  un  faisceau 
incident  assez  étroit  et  en  interceptant  par  un  corps  opaque  l'un 
des  faisceaux  réfractés. 

L'emploi  d'un  prisme  de  spath  achromatisé  par  un  prisme  inverse 
de  crown  (313)  permet  d'obtenir  des  rayons  réfractés  dans  des  di- 
rections différentes,  l'un  ordinaire  et  l'autre  extraordinaire.  C'est 
une  forme  de  polariseur  très  commode,  et  l'on  peut  facilement,  s'il 
est  nécessaire,  intercepter  l'un  ou  l'autre  des  deux  rayons  pola- 
risés à  angle  droit. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  polariseurs  biréfringents 
dans  lesquels  on  élimine  un  des  rayons  réfractés. 

323.  Interférence  des  rayons  polarisés.  —  Fresnel  reconnut 
d'abord  que  les  rayons  polarisés  subissent  la  diffraction  et  inter- 
fèrent entre  eux  comme  la  lumière  naturelle. 

Il  suffît,  pour  s'en  assurer,  de  répéter  l'expérience  des  miroirs 
sous  l'incidence  principale  ou  d'employer,  pour  une  expérience 
quelconque  d'interférence,  de  la  lumière  primitivement  polarisée 
M.  -  I.    .  3{ 
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dans  un  azimut  arbitraire.  Les  franges  existent  dans  tous  les  cas 
et  aux  mêmes  points  que  pour  la  lumière  naturelle. 

Fresnei  (')  a  cherché  ensuite,  pour  une  série  d'expériences  in- 
génieuses, s'il  est  possible  de  faire  interférer  deux  rayons  pola- 
risés à  angle  droit,  tels  que  les  rajons  ordinaire  et  extraordinaire 
du  spath  d'Islande. 

Une  première  expérience  consiste  à  prendre  comme  source  de 
lumière  un  point  S  (ou  une  fente)  situé  dans  le  voisinage  d'un 
rhomboïde  de  spath,  de  faible  épaisseur,  de  manière  à  obtenir  deux 
images  virtuelles  très  rapprochées. 

Le  rayon  ordinaire  O  est  en  retard  sur  le  rayon  extraordinaire 
E,  mais  on  peut  compenser  ce  retard  en  plaçant  une  lame  de  verre 
e  d'épaisseur  convenable  sur  le  trajet  du  dernier.  En  inclinant  un 
peu  cette  lame  on  fait  varier  la  différence  de  marche  qu'elle  pro- 
duit, de  manière  à  corriger  par  tâtonnements  les  petites  erreurs 
de  calcul  ou  de  construction. 

Dans  une  seconde  expérience,  lès  deux,  rayons  réfractés  O  et  E 
ont  été  reçus  sur  une  lame  de  verre.  Le  rayon  extraordinaire  E' 
réfléchi  sur  la  seconde  face  et  le  rayon  ordinaire  O'  réfléchi  sur  la 
première  peuvent  avoir  parcouru  des  chemins  équivalents,  pour 
une  épaisseur  et  une  direction  convenables  de  la  lame,  et  se  trouver 
dans  les  conditions  propres  à  la  production  des  franges. 

Enfin  le  rhomboïde  de  spath  a  été  coupé  en  deux  et  l'un  des 
morceaux  placé  à  la  suite  de  l'autre  en  croisant  les  sections  prin- 
cipales. Dans  ce  cas,  les  deux  rayons  émergents  OE'  et  EO'  ont 
parcouru  exactement  le  même  chemin  pour  la  direction  normale, 
et  les  chemins  diffèrent  extrêmement  peu  l'un  de  l'autre  quand 
on  s'écarte  de  la  normale. 

Néanmoins,  avec  quelque  soin  qu'aient  été  faites  ces  différentes 
expériences,  il  fut  impossible  d'apercevoir  aucune  trace  d'inter- 
férence dans  la  région  commune  aux  deux  faisceaux.  Fresnei 
en  conclut  «  que  les  deux  systèmes  d'ondes  dans  lesquels  se  divise 
la  lumière  en  traversant  les  cristaux  n'avaient  aucune  action  l'un 
sur  l'autre,  ou  clu  moins  que  leur  influence  mutuelle  ne  pouvait 
pas  produire  de  résultat  apparent  ». 

(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  385,  '|io  et  009. 
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Fresnel  cL  Arago  se  sont  ensuite  associés  pour  examiner  déplus 
près  les  résultats  de  cette  expérience  imprévue. 

Ils  construisirent  «  deux  piles  de  glace  identiques  composées 
chacune  de  quinze  feuilles  de  mica  prises  deux  à  deux  dans  une 
même  lame  et  placées  de  façon  à  faire  correspondre  les  parties 
voisines,  afin  que  les  épaisseurs  traversées  par  les  deux  faisceaux 
lumineux  fussent  le  moins  différentes  possible  ». 

Ces  piles,  qui  polarisent  presque  complètement  la  lumière  pour 
une  direction  de  3o°  avec  la  surface,  furent  installées  séparément 
devant  les  deux  fentes  qui  servent  à  produire  les  franges  d'Young. 

Lorsque  les  plans  d'incidence  étaient  parallèles,  on  apercevait 
les  franges  ordinaires,  à  la  vérité  très  irrégulières,  sans  doute  à 
cause  de  l'imperfection  des  piles  de  lames.  Quand  on  disposa  les 
plan  d'incidence  à  angle  droit,  les  franges  disparurent  complète- 
ment, sans  qu'il  fût  possible  d'en  distinguer  la  moindre  trace, 
même  en  faisant  varier  lentement  l'inclinaison  d'une  des  piles, 
afin  de  compenser  les  différences  d'épaisseur. 

Une  expérience  plus  facile,  et  qui  conduit  à  la  même  conclusion, 
consiste  à  placer  une  lame  de  gypse  ou  de  quartz  devant  les  deux 
fentes.  Les  franges  ne  sont  pas  modifiées;  il  devrait  cependant 
exister  deux  systèmes  de  franges  à  droite  et  à  gauche  du  système 
central,  puisque  les  rayons  ordinaires  émanant  de  l'une  des  fentes 
présentent  une  différence  de  marche  avec  les  rayons  extraordi- 
naires de  l'autre  et  réciproquement. 

Fresnel  choisit  alors  une  lame  de  gypse  limpide  de  imm  d'épais- 
seur environ,  qu'il  coupa  en  deux  parties  pour  les  placer  respec- 
tivement devant  les  fentes  A  et  B;  de  manière  que  leurs  sections 
principales  soient  rectangulaires.  On  aperçoit  alors  deux  systèmes 
de  franges  séparés  par  un  intervalle  blanc  considérable  :  l'un  d'eux 
est  produit  par  l'interférence  des  rayons  ordinaires  A0  de  l'une 
des  fentes  avec  les  rayons  extraordinaires  Be  de  la  seconde;  l'autre 
par  les  rayons  Ae  et  B0.  Le  système  central  n'existe  plus,  parce 
que  les  rayons  A0  et  B0,  Ae  et  Be,  dont  la  différence  de  marche 
est  nulle,  sont  polarisés  à  angle  droit. 

Les  systèmes  latéraux  s'évanouissent,  au  contraire,  et  le  système 
central  reparaît  quand  les  sections  principales  des  deux  lames  de 
gypse  sont  parallèles. 

Pour  savoir  s'il  est  possible  de    faire    interférer  deux   rayons 
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polarisés  à  angle  droit  en  les  ramenant  au  même  azimut  de  pola- 
risation, on  peut  observer  les  franges  au  travers  d'un  analyseur 
formé  d'un  rhomboèdre  de  spath  d'Islande,  ou  mieux  d'un  prisme 
de  spath  achromatisé  pour  mieux  séparer  les  deux  images.  Si  la 
section  principale  du  spath  est  à  45°  sur  celle  du  gypse,  chacun 
des  rayons,  tel  que  A0  fourni  par  l'une  des  fentes,  donnera  deux 
rayons  Aoof  et  Aoel  dans  l'analyseur.  Il  y  aura  donc  à  la  sortie  de 
l'analyseur  huit  faisceaux  d'intensités  égales. 

Lorsque  les  gypses  situés  derrière  les  fentes  sont  parallèles,  les 
rayons  A0  et  B0,  Ae  et  Be,  producteurs  du  système  de  franges 
médian,  apparaissent  dans  l'image  ordinaire  (A0B0)0/,  (AeBe)(/, 
et  dans  l'image  extraordinaire  (A0,  B0)e,,  (A0  B(?)e/sans  différence 
de  marche  nouvelle  et  reproduisent  dans  ces  deux  images  un 
système  de  franges  médian.  Quant  aux  rayons  A0  et  B0  Ae  et  B„, 
ils  sont  bien  ramenés  aux  mêmes  azimuts  de  polarisation  (  A0,  Be)0/, 
(Ae,  B0)of  et  (A0,  Be)e',  (Ae,  B0)e<,  chacun  des  groupes  de  rayons 
deux  à  deux  conservant  sa  différence  de  marche  primitive,  mais 
les  franges  latérales  n'apparaissent  pas  encore. 

De  même,  quand  les  gypses  sont  à  angle  droit,  l'examen  du 
faisceau  commun  par  un  analyseur  dont  la  section  principale  est  à 
45°  sur  celles  des  gypses  conserve  les  franges  latérales,  mais  no 
fait  pas  apparaître  le  système  médian. 

Il  y  a  donc  ici  une  circonstance  très  remarquable  à  signaler, 
c'est  que  des  rayons,  quoique  polarisés  dans  le  même  plan,  sont 
devenus  incapables  d'interférence;  cela  tient  à  ce  qu'ils  provien- 
nent d'un  faisceau  primitif  de  lumière  naturelle. 

Il  suffit,  en  effet,  de  recommencer  l'expérience  en  polarisant  la 
lumière  primitive  dans  un  azimut  de  45°  sur  la  section  principale 
des  gypses  pour  voir  apparaître  les  systèmes  de  franges  latéraux 
quand  les  gypses  sont  parallèles  et  le  système  médian  quand  les 
gypses  sont  à  angle  droit.  L'analyseur  montre,  dans  les  deux  cas, 
trois  systèmes  de  franges  dans  chacune  des  images,  c'est-à-dire  en 
tout  six  systèmes  de  franges. 

Il  est  important  d'examiner  la  nature  de  la  frange  centrale  dans 
les  systèmes  de  franges  rétablis  par  l'analyseur.  Si  la  section  prin- 
cipale de  l'analyseur  est  parallèle  au  plan  primitif  de  polarisation, 
la  frange  centrale  des  systèmes  rétablis  est  blanche  dans  l'image 
ordinaire  et  noire  dans  l'image  extraordinaire.  L'inverse  a  lieu  si 
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la  section  principale  de  l'analyseur  est  perpendiculaire  au  plan 
primitif  de  polarisation. 

En  d'autres  termes,  la  frange  centrale  des  systèmes  rétablis  est 
blanche  ou  noire  suivant  que  les  rayons  sont  ramenés  à  une  pola- 
risation parallèle  ou  perpendiculaire  à  leur  polarisation  primitive. 

Cette  inversion  permet  d'expliquer  pourquoi  les  franges  n'ap- 
paraissaient pas  avec  une  lumière  primitive  naturelle.  On  peut 
considérer,  en  effet,  la  lumière  naturelle  comme  la  superposition 
de  lumières  polarisées  à  angle  droit.  Si  l'on  choisit  les  deux  azi- 
muts de  polarisation  primitive  des  rayons  qui  constituent  la  lu- 
mière naturelle,  l'un  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à  la  section 
principale  de  l'analyseur,  on  voit  que  la  frange  centrale  d'un 
système  rétabli  sera  blanche  pour  une  des  moitiés  et  noire  pour 
l'autre  moitié  du  faisceau  primitif,  de  sorte  que  toute  interférence 
disparaîtra  par  leur  superposition. 

Les  expériences  de  Fresnel  et  Arago  peuvent  se  résumer  ainsi  : 

i°  Deux  rayons  polarisés  dans  le  même  plan  agissent  l'un  sur 
l'autre  comme  des  rayons  naturels. 

2°  Deux  rayons  polarisés  à  angle  droit  ne  peuvent  interférer. 

3°  Deux  rayons  polarisés  à  angle  droit  et  ramenés  au  même 
plan  de  polarisation  interfèrent  s'ils  proviennent  d'un  faisceau 
primitivement  polarisé  et  n'interfèrent  pas  si  le  faisceau  primitif 
est  naturel. 

4°  Deux  rayons  polarisés  à  angle  droit  et  ramenés  ensuite  au 
même  plan  de  polarisation  donnent  une  frange  centrale  blanche 
ou  noire,  suivant  que  la  polarisation  nouvelle  est  parallèle  ou  per- 
pendiculaire à  l'azimut  primitif.  Dans  ce  dernier  cas,  le  retard 
physique  des  deux  rayons  est  égal  à  la  différence  des  chemins  op- 
tiques augmentée  d'une  demi-longueur  d'onde. 

324.  Mode  et r observation.  —  Il  est  important  de  pouvoir  ré- 
péter facilement  cette  expérience  capitale.  Le  moyen  le  plus  com- 
mode consiste  à  prendre  une  lame  de  gypse  clivé  (')  ou  une  lame 
de   quartz  parallèle   à  l'axe  et  à  la  couper  en   deux   à  /\o°  de  la 


(')  Une  lame  de  gypse  clivé  se  comporte  comme  une  lame  d'un  cristal  à  un  axe 
taillée  parallèlement  à  l'axe.   Outre   le  clivage  habituel  le  plus  facile,  le  gypse 
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section  principale;  on  rapproche  ensuite  les  deux  fragments  M 
et  N  {fig.  164),  après  avoir  retourné  l'un  d'eux  face  pour  face,  et 
on  les  colle  sur  un  petit  support.  Les  sections  principales  des  deux 
fragments  sont  alors  rectangulaires. 

On  utilise  ensuite  un  appareil  d'interférence  quelconque,  mi- 
roirs adossés,  biprisme  inverse,  bilames,  demi-lentilles,  etc.,  ca- 
pable de  produire  deux  images  réelles  A  et  B  d'une  source  avanl 

Fig.  164. 


l'empiétement  des  faisceaux  et  la  production  des  franges,  et  l'on 
place  la  lame  coupée  dans  le  voisinage  du  plan  où  se  forment  les 
images  réelles.  Si  les  deux  images  A  et  B  tombent  sur  la  même 
lame  M,  on  se  trouve  dans  le  cas  de  l'expérience  de  Fresnel  et 
Arago  avec  des  lames  de  gypse  parallèles.  Si  les  images  A  et  B 
tombent  sur  des  lames  différentes,  on  est  dans  le  cas  des  gypses 
croisés.  L'appareil  étant  ainsi  disposé,  il  suffît  de  polariser  la  lu- 
mière primitive  dans  un  plan  parallèle  ou  perpendiculaire  aux 
fentes,  et  de  placer  la  section  principale  de  l'analyseur  dans  l'une 
ou  l'autre  de  ces  directions,  pour  apercevoir  les  trois  systèmes  de 
franges  dans  chacune  des  images. 

325.   Vibrations  transversales.  —  Fresnel  ne  tarda  pas  à  re- 
connaître (*)  que  les  lois  relatives  à  l'interférence  des  rayons  po- 


présente  deux  autres  clivages,  l'un  fibreux  et  l'autre  vitreux  faisant  entre  eux 
un  angle  de  65°5i'.  Si  l'on  clive  une  lame  de  gypse  en  rhombe,  de  manière  que 
les  côtés  AB  et  AC  {fig-  1 65 )  qui  correspondent  respectivement  à  ces  deux  cli- 

Fig.  i65. 


Clivage  vil/vit-r 


vages  soient  dans  le  rapport  de  1 1,1  à  36,  la  section  principale  est  parallèle  à  la 
diagonale  AD. 

(  '  )  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  629. 
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larisés  ont  pour  conséquence  nécessaire  que  dans  un  rayon  de  Lu- 
mière polarisée  la  vibration  est  rectiligne  et  perpendiculaire  au 
rayon,  c'est-à-dire  transversale  ;  elle  est  d'ailleurs  symétrique  par 
rapport  au  plan  de  polarisation  (parallèle  ou  perpendiculaire). 

Comme  la  lumière  naturelle  se  transforme  sans  perte  d'intensité 
totale  en  deux  faisceaux  polarisés  à  angle  droit,  on  en  conclut 
aussi  qu'un  rayon  de  lumière  naturelle  ne  renferme  pas  de  vibra- 
tions longitudinales,  car  ces  vibrations  n'auraient  pu  disparaître 
par  la  polarisation  et  elles  se  retrouveraient  dans  l'un  ou  l'autre 
des  rayons  polarisés  qui  en  résultent.  Cette  conclusion  inattendue 
a  soulevé  une  vive  controverse,  particulièrement  avec  Poisson  qui 
considérait  la  permanence  des  vibrations  transversales  dans  un 
milieu  comme  incompatible  avec  la  dynamique  des  fluides  ;  Arago 
lui-même  ne  put  se  décider  à  suivre  son  collaborateur  dans  les 
conséquences  de  leurs  expériences  communes. 

La  non-interférence  des  rayons  polarisés  à  angle  droit  prouve 
d'abord  que  la  vibration  sur  un  de  ces  rayons  n'a  pas  de  compo- 
sante longitudinale,  car  ces  composantes  donneraient  au  moins 
des  interférences  partielles.  La  vibration  est  donc  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  rayon. 

Comme  elle  est  symétrique  par  rapport  au  plan  de  polarisation, 
on  peut  la  décomposer  en  ses  deux  projections,  a  et  b,  l'une  paral- 
lèle et  l'autre  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation.  Pour  deux 
rayons  polarisés  à  angle  droit,  les  vibrations  auraient  ainsi  deux 
composantes  a  et  &,  a'  et  b',  les  composantes  a  et  b',  b  et  a\  étant 
respectivement  parallèles.  Ces  composantes  devraient  donner 
entre  elles  au  moins  des  interférences  partielles;  comme  il  n'en 
est  pas  ainsi,  d'après  l'expérience,  il  faut  que  les  vibrations  résul- 
tantes restent  rectangulaires,  c'est-à-dire  que  l'une  des  compo- 
santes, a  ou  6,  doit  être  nulle. 

Le  calcul  permet  de  préciser  ce  raisonnement  syntbétique. 

Si  l'on  considère  une  onde  plane  et  qu'on  rapporte  la  vibration 
à  trois  axes  rectangulaires  dont  deux,  x  et  y,  sont  dans  le  plan  de 
l'onde  et  le  troisième  z  dans  le  sens  de  la  propagation,  les  compo- 
santes de  la  vibration  sont  de  la  forme 

/   x .-=■  a  sin(u>£  -+-  a), 
(i)  \  y  =^sin((o£  4-  (J), 

;~c  sin(oj^  4-  y). 
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Pour  une  onde  plane  différente  superposée  à  la  première,  les 
composantes  de  la  vibration  seront,  de  même, 

Sx'  -=.  a1  sin  (<s>t  -f-  a'), 
y'=  V  sin(w£H-|3'), 
z'  —  c'  sin(to/  +  y'), 

et  les  carrés  des  amplitudes  A,  B,  C  des  projections  de  la  vibra- 
tion résultante  sont  de  la  forme 


y. 


A2  =  a-  -h  a'-  +  2 aa'  cos (a  —  %')  =  (a  —  a' )-  -+-  [\  aa1  cos5 

Lorsque  les  ondes  considérées  émanent  primitivement  de  la 
même  source,  les  différences  de  phase  a  —  a',  [3  —  $'  et  y  —  y', 
relatives  aux  trois  projections,  proviennent  de  la  différence  des 
chemins  parcourus  et  ont  la  même  valeur  0.  L'amplitude  résultante 

R  est  donc 

-\ 
R2=(«  —  «')2  +  (b.—  b')*-h(c  —  c'  y-  -h  fi{aar  ~h  bbf  -^-  ce'  )  co^°-- 

Pour  que  l'interférence  soit  complète,  il  faut  que  cette  expres- 
sion puisse  être  nulle,  c'est-à-dire  que  les  amplitudes  A,  B  et  C 
soient  nulles  séparément,  ce  qui  exige  qu'on  ait  en  même  temps 

a  — a',  b  =  bf,         c  =  c' , 

et  les  amplitudes  seront  nulles  pour  ù  =  (2jd  -f-  i)tt. 

Les  vibrations  sont  donc  identiques,  sauf  la  différence  de  phase  : 
c'est  la  condition  ordinaire  des  interférences. 

Pour  que  la  première  vibration  (1)  soit  polarisée  dans  le  plan 
des  xz,  il  faut  que  la  trajectoire  de  la  projection  sur  le  plan  de 
l'onde 

—%  +  y,2-2^COs(a~P)=zsin2(a-?) 
a1         b-  ab 

soit  une  ellipse  symétrique  par  rapport  aux  axes  des  x  et  des  y, 
c'est-à-dire  qu'on  ait 

(3)  cos  (a  —  p)  =  o  ,       ou  sin  (a  —  P)==zbi. 

Si  les  vibrations  (1)  et  (2)  sont  identiques,  sauf  une  rotation  du 
plan  de  polarisation  de  90°  autour  de  l'axe  des  z  et  une  différence 
de  phase  commune   0,    on   pourra  remplacer   les   équations   (2) 


par 

les 

suivantes  : 

< 

i 

x' 

(*)' 
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j' —      ft  sin(w£ -h  t3  —  o), 

-  ^r  =  —  ttsin(to£  H-  a  —  o), 

s  —      csin(co^  +  Y  —  8). 

Les  amplitudes  des  projections  de  la  vibration  résultante  sont 
alors 

A2—  a* -+-  b2-i-2abcos(x  —  p  4-  o), 

B^a^ô2-  2ff6cos(a—  p  —  8). 
C2=  2C2(i  -f-  coso), 

et  le  carré  de  l'amplitude  résultante 

R*=  2 (a2 H-  6"2-f-  c2)  +  2C2  coso  H-  4«&  sin(a  —  p)  sino, 
ou,  en  vertu  des  équations  (3)  qui  définissent  la  lumière  polarisée, 

R2=:  2(a*-\-  b'2  -+-  c~)  -+-  ïc-  coso  zb  \ab  sinô. 

Puisque  les  deux  rayons  sont  polarisés  à  angle  droit,  aucune 
interférence  n'a  lieu,  et  l'intensité  doit  être  constante;  il  faut  donc 
qu'on  ait  séparément 

c  —  o         et         ab  —  o>. 

La  première  condition  montre  qu'il  n'existe  pas  de  composante 
longitudinale;  la  seconde  exige  que  l'une  des  amplitudes  a  ou  b 
soit  nulle. 

La  vibration  d'un  rayon  polarisé  est  donc  transversale,  recti- 
ligne  et  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation. 

Les  vibrations  sont  aussi  transversales,  sans  être  rectilignes, 
dans  une  lumière  de  nature  quelconque,  puisqu'elle  se  décompose 
totalement  en  deux  faisceaux  polarisés  à  angle  droit. 

La  conclusion  est  encore  vraie  si  l'on  ne  suppose  pas  les  vibra- 
tions pendulaires,  car  le  même  raisonnement  s'applique  aux  vi- 
brations simples  de  différentes  périodes  dans  lesquelles  un  mou- 
vement périodique  quelconque  peut  être  décomposé. 

326.  Conséquences.  —  La  loi  de  Malus  se  justifie  alors  très  fa- 
cilement. Prenons  pour  plan  défigure  le  plan  d'une  onde  polarisée 


538 


CHAPITRE     VIII. 


el  l'axe  des  x  dans  la  direction  de  la  vibration,  qui  est 
a?  =  a  sin(to£  -ha). 

Si  l'on  fait  tomber  le  rayon   normalement  sur  un  spath  d'Is- 
lande dont  la  section  principale  SS'  (fig.  166)  fait  l'angle  i  avec 

Fig.  i6C. 


le  plan  PPr  normal  à  la  vibration,  on  peut  décomposer  la  vibration 
primitive  OM  en  deux  autres 

OA  =  3.''=  a  cosi  sin  (iat  ■+■  a), 
OB  =  y'  —  a  sin  i  sin((ol  -ha). 

Ces  deux  vibrations  étant  situées,  l'une  dans  la  section  principale 
et  l'autre  dans  un  plan  perpendiculaire,  donneront  séparément, 
par  raison  de  symétrie,  les  deux  rayons  réfractés.  Si  l'on  appelle  I 
l'intensité  du  rayon  primitif,  F  et  F  les  intensités  correspondant 
aux  vibrations  x'  et  y ,  et  qu'on  désigne  par  m'2  et  ni!12  deux 
coefficients  plus  petits  que  l'unité,  qui  dépendent  de  la  quantité 
de  lumière  réfléchie,  on  aura 

F  —  m'l\  cos2 /, 
F~77i//2Isin2ï. 

Si  la  vibration  est  dans  le  plan  de  polarisation,  la  section  prin- 
cipale SS'  fait  l'angle  SO#— tv= i  avec  le  plan  primitif  Ox  de 

polarisation;  la  vibration  OB  correspond  au  rayon  ordinaire,  la 
vibration  OA  au  rayon  extraordinaire,  et  les  intensités  correspon- 
dantes O  et  E  donnent 

O  —  m//2Icos2/', 


E 


I  sin2 
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Si  la  vibration  est  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  PP' 
est  le  plan  primitif  et   OA  correspond  au  rayon  ordinaire;  par 

suite, 

O  =  m'2l  cos2/, 

E  =  m'/2l9in2î. 

Comme  les  coefficients  m'-  et  nf*  diffèrent  très  peu  de  l'unité, 
on  reconnaît  la  loi  de  Malus  dans  les  deux  cas.  Il  est  clair  que 
le  même  raisonnement  s'applique  à  la  lumière  réfléchie  sur  une 
lame  de  verre  sous  l'incidence  principale,  ou  à  celle  qui  traverse 
une  pile  de  glaces. 

La  quatrième  loi  de  Fresnel  et  Arago,  relative  aux  rayons  pola- 
risés à  angle  droit,  issus  d'un  rayon  primitivement  polarisé,  et 
qu'on  ramène  dans  un  même  plan  de  polarisation,  est  une  simple 
conséquence  des  projections  des  vibrations. 

Si  l'on  décompose  la  vibration  primitive  OM  (ftg-  167)  en  deux 
vibrations  rectangulaires  OA  et  OB  suivant  des  droites  Ox'  et  Oyr, 
ces  vibrations  correspondront  à  deux  rayons  polarisés  à  angle  droit. 

Fis.  167. 


A  l'aide  d'un  polariseur  dont  la  section  principale  est,  par  exemple, 
parallèle  au  plan  primitif  de  polarisation,  on  décomposera  de 
nouveau  chacune  des  vibrations  OA  et  OB  en  deux  autres  OA'  et 
OA",  OB'  et  OB",  parallèles  et  perpendiculaires  à  la  vibration 
primitive.  Les  vibrations  OA'  et  OB'  sont  évidemment  ramenées 
dans  le  plan  primitif  de  polarisation;  elles  sont  de  même  sens  et 
leur  différence  de  marche  ne  dépendra  que  des  chemins  parcourus  ; 
la  frange  centrale  sera  maximum  et  la  même  pour  toutes  les  cou- 
leurs, c'est-à-dire  blanche. 

Les  vibrations  OA"  et  OB",  au  contraire,  dont  l'azimut  de  pola- 
risation est  perpendiculaire  au  plan  primitif,  ont  des  directions 
opposées.  Elles  interfèrent  donc  pour  une  différence  de  chemin 
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nulle,  de  sorte  que  la  frange  centrale  est  noire.  Dans  ce  cas,  il 
faut  'ajouter  un  retard  d'une  demi-longueur  d'onde  à  l'un  des 
rayons,  pour  obtenir  la  différence  de  marche  apparente. 

327.  Lumière  naturelle.  —  La  lumière  naturelle  ne  doit  ren- 
fermer également  que  des  vibrations  transversales,  car  un  ensemble 
de  rayons  polarisés  indifféremment  dans  tous  les  azimuts  jouit  des 
mêmes  propriétés  qu'un  rayon  de  lumière  naturelle.  D'autre  part, 
un  rayon  naturel  donne  dans  un  cristal  biréfringent  deux  rayons 
réfractés  polarisés  à  angle  droit  dont  les  vibrations  sont  transver- 
sales; s'il  existait  dans  le  rayon  primitif  des  vibrations  longitudi- 
nales, elles  ne  pourraient  passer  que  dans  la  lumière  réfléchie  et 
celle-ci  devrait  présenter  an  plus  haut  degré  le  caractère  de  lumière 
naturelle,  tandis  qu'elle  se  rapproche  au  contraire  de  la  lumière 
polarisée.  On  doit  donc  admettre  que  la  lumière  naturelle  est 
formée  par  des  vibrations  transversales  de  formes  différentes  et 
que  ces  vibrations  se  succèdent  à  des  intervalles  très  rapprochés 
par  rapport  à  la  durée  des  impressions  sur  la  rétine  ou  des  actions 
photographiques. 

Nous  citerons,  avec  Verdet  ('),  l'opinion  émise  sur  ce  sujet  par 
Fresnel  (2)  dans  ses  Considérations  mécaniques  sur  la  polari- 
sation de  la  lumière  : 

«  Si  la  polarisation  d'un  rayon  lumineux  consiste  en  ce  que 
toutes  ses  vibrations  s'exécutent  suivant  une  même  direction,  il 
résulte  de  mon  hypothèse  sur  la  génération  des  ondes  lumineuses 
qu'un  rayon  émanant  d'un  seul  centre  d'ébranlement  se  trouve 
toujours  polarisé  suivant  un  certain  plan  à  un  instant  déterminé. 
Mais  un  instant  après  la  direction  du  mouvement  change,  et 
avec  elle  le  plan  de  polarisation,  et  ces  variations  se  succèdent 
aussi  rapidement  que  les  perturbations  des  vibrations  de  la  par- 
ticule éclairante;  en  sorte  que,  lors  même  qu'on  pourrait  séparer 
la  lumière  qui  en  émane  de  celle  des  autres  points  lumineux,  on 
n'y  reconnaîtrait  sans  doute  aucune  apparence  de  polarisation.  Si 
l'on  considère  maintenant  l'effet  produit  par  la  réunion  de  toutes 


(a)  Verdet,  Œuvres,  t.  I,  p.  281. 
(2)  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  635. 
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les  ondes  qui  émanent  des  différents  points  d'un  corps  éclairant, 
on  sentira  qu'à  chaque  instant,  et  pour  un  point  déterminé  de 
l'éther,  la  résultante  générale  de  tous  les  mouvements  qui  s'y 
exercent  aura  une  direction  déterminée,  mais  que  cette  direction 
variera  d'un  instant  à  l'autre.  Ainsi  la  lumière  directe  (naturelle) 
peut  être  considérée  comme  la  réunion  et,  plus  exactement,  comme 
la  succession  rapide  de  systèmes  d'ondes  polarisés  suivant  toutes 
les  directions.  » 

Si  l'on  ajoute  à  l'idée  de  Fresnel  ce  complément  essentiel  que 
chaque  vibration  est  en  général  elliptique,  il  reste  à  déterminer 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  une  série  de  vibrations 
elliptiques  successives  pour  présenter  à  l'observation  les  caractères 
de  la  lumière  naturelle. 

Il  faut  d'abord  que  les  intensités  moyennes  des  deux  compo- 
santes rectangulaires  soient  toujours  égales,  car  un  rayon  naturel, 
à  part  les  pertes  par  réflexion,  donne  dans  un  cristal  biréfringent 
orienté  dans  un  azimut  quelconque  deux  rayons  réfractés  d'égale 
intensité. 

Pour  une  vibration  en  particulier,  les  projections  sur  deux  axes 
rectangulaires  sont  de  la  forme 

l   x  =  a  sin(a>£  -+-  a), 
K4)  \  y  =  6sin(a)*  +  p). 

Si  l'on  considère  une  série  de  vibrations,  la  moyenne  M  des 
intensités  pendant  un  temps  très  court  en  valeur  absolue,  mais 
très  grand  par  rapport  à  la  période,  doit  être  la  même  pour  les 
deux  composantes,  c'est-à-dire 

(4)'  M(a2)  =  M(^). 

Cette  condition  est  indépendante  de  la  direction  des  axes.  En 
rapportant  les  vibrations  à  an  système  d'axes  rectangulaires  xK 
et  yK  qui  fait  l'angle  i  avec  le  premier,  les  amplitudes  aK  et  b{  des 
nouvelles  composantes  sont  (lo8) 

(   a\  =  a2  cos2  /  -+-  b2  sin2t -h  ah  sin2«  cos(a  —  S), 
)   b\  =  a-  sin2*'-t-  b-  cos2/ —  ab  sin2i'cos(a  —  (3). 
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Les  images  resteront  d'égale  intensité, 
(4)"  M(a;)  =  M(ô;>, 

pour  la  condition 
(5)'  M[«6cos(a  —  ?)]  =  o. 

Enfin,  d'après  la  troisième  loi  de  Fresnel  et  Arago,  les  faisceaux 
M(#2)  et  M(ô2),  polarisés  à  angle  droit,  sont  incapables  d'inter- 
férer quand  on  les  ramène  dans  le  même  plan  de  polarisation. 

Si  l'on  impose  à  l'une  des  composantes,  y  par  exemple,  une 
perte  de  phase  quelconque  o,  comme  celle  qui  se  produirait  dans 
un  cristal,  l'intensité  de  l'image  dans  un  azimut  arbitraire  8  doit 
être  indépendante  des  angles  i  et  o,  ce  qui  donne  la  nouvelle 
condition 

(6)  M|>ôcos(a—  p  +  8)]  =  o 

ou,  en  tenant  compte  de  (5)', 

(6)'  M[«6sin(a—  [3)]  —  o. 

Les  équations  (4)',  (5)' et  (6)'  définissent  donc  la  lumière  natu- 
relle. Il  est  facile  de  montrer  que,  si  elles  sont  satisfaites  pour  un 
système  quelconque  d'axes  rectangulaires,  elles  sont  indépendantes 
du  choix  des  axes. 

En  effet,  si  l'on  représente  par 

a{  sin  (oo£  -+-  o^  )     et     bx  sin(co£  -+-  (3j) 

les  composantes  d'une  vibration  rapportée  aux  axes  x{  et  yK  dans 
l'azimut  £,  on  a  (158) 

ax  bx  cos(a1  —  Pi)  =  ab  cos2£  cos(a  —  p) sin  il, 

ax  b{  sin(aj  —  3,)  =  ab  sin(a  —  (3)  ; 

par  suite,  en  tenant  compte  de  (4/,  (5)'  et  (6)', 

(5)"  M[axbx  sin  (04  —  |31)]=o, 

(6)"  M[a161cos(a1— Pi)]  =  o. 

328.   Cas  de  deux  vibrations.  —  11  v  a  une  infinité  de  ma- 
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nières  de  concevoir  un  système  de  vibrations  successives  qui  pro- 
duisent de  la  lumière  naturelle;  il  est  intéressant  de  chercher 
comment  on  peut  satisfaire  aux  conditions  de  la  manière  la  plus 
simple.  Une  vibration  unique  ne  suffit  pas  évidemment;  il  faut  au 
moins  deux  vibrations  d'espèces  différentes 

x  =  a  sin(w L  -+-  a),  #'  =  a'  sin(to£  -+-  a'), 

y  =  bsin((ût-t-  fi);         y' —  b'  sin(a>£+  fi'); 

qui  se  succèdent  régulièrement. 

On  peut  supposer,  par  un  choix  convenable  des  phases,  que  les 
amplitudes  a,  b,  a'  et  b'  sont  toutes  positives. 

En  appelant  t  la  période  de  succession  de  ces  deux  vibrations, 
m  et  ni'  les  fractions  de  la  durée  t  qui  correspondent  respective- 
ment à  chacune  d'elles,  les  équations  de  condition,  appliquées  à 
l'intervalle  de  temps  t,  deviennent 

i)i a-  4-  m' a'1  =  mb^  H-  m' b'2, 
mab  cos(a  —  P)  H-  m' a' b'  cos(a' —  fi')  —  o, 
m«&  sin(a  —  fi)  -+-  m' a' b1  sin(a' —  ji')  —  o. 

Il  en  résulte 

m*a2b*=zmf*a'2b'2, 

ce  qui  correspond  à  deux  solutions 

(A)  mab  -+-  m' a' 6'=o, 

(B)  mab  —  m' a' b'=  o. 

La  première  (A)  ne  peut  être  satisfaite  que  si  les  deux  termes 
sont  nuls,  c'est-à-dire  si 

Z>  =:  o         et         «'=o 
ou 

a  =  o         et         b'=o. 

Les  deux  vibrations  sont  alors  rectilignes,  polarisées  à  angle 
droit,  et  leurs  intensités  sont  en  raison  inverse  de  leurs  durées 
respectives,  car  on  a 

m«2=  m' b'-         ou  m' a''2  =  i?ib2. 

La  seconde  solution  (B)  donne  d'abord 
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h. 

et 

ab 

a'b' 

a 

b' 

a2  —  b* 

ou 

b  ~ 

~  b'2  —  a'- 

a' 

par  suite, 

m        a'  b' 

bn 

a'2 

m1         ab 

a1 

~~  ~¥' 

Les  vibrations  sont  elliptiques  et  les  directions  des  axes  sont 
déterminées  par  les  équations 

tang?.0  =  — - — -j-,  cos(a  —  p). 

2 a'b'  ,   ,      „,, 

tang26/^^a_^acos(a,-p/). 

Gomme  les  sinus  et  cosinus  des  angles  a — p  et  a' — fi'  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  on  voit  que  ces  axes  sont  parallèles  et 
que  les  vibrations  sont  conjuguées  (169).  C'est  ce  queM.  Stokes  (') 
appelle  des  vîbrati  j  as  contrairement  polarisées. 

Leurs  intensité,  sont  aussi  en  raison  inverse  de  leurs  durées 
respectives,  car  on  a 

in         b'1        a'2        a'-  -+-  b'2 
m'        a2         b2  a2  -+-  b'2 

11  est  clair  qu'un  ensemble  quelconque  de  couples  de  vibrations 
conjuguées  reproduit  aussi  de  la  lumière  naturelle,  mais  il  n'est  pas 
nécessaire  que  les  vibrations  soient  ainsi  groupées  par  couples. 

329.  Expérience  de  Dove.  —  Si  les  vibrations  sont  toutes 
rectilignes,  suivant  la  conception  de  Fresnel,  on  peut  supposer, 
en  admettant  que  les  amplitudes  a  et  b  seront  positives  ou  néga- 
tives, que  l'on  a  toujours  a  —  |3  =  o;  les  conditions  se  réduisent 

alors  à 

M(a2)  =  M(62), 

M(ab)=o. 

A  cette  combinaison  se  rattache  une  expérience  par  laquelle 
Dove  (2)  a  montré  que,  si  l'on  fait  tourner  rapidement  un  pola- 


(')  Stokes,  Phil.  Mag.,  [4],  t.  II,  p.  3i6;  i852. 
(-)  Dove,  Pogg.  Ami.,  t.  LXXI,  p.  97;  1847. 
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riseur  éclairé  par  de  la  lumière  naturelle,   le  faisceau  émergent 
conserve  toutes  les  propriétés  de  la  lumière  naturelle. 

Toutefois,  sir  G.  Airy  (')  a  fait  remarquer  qu'au  point  de  vue 
d'une  théorie  rigoureuse  l'expérience  de  Dove  est  plutôt  une 
imitation  qu'une  reproduction  exacte  de  lumière  naturelle. 

Considérons,  en  effet,  d'une  manière  plus  générale,  une  vibra- 
tion elliptique  dont  les  axes  sont  mobiles  et  dont  les  composantes 
rapportées  aux  axes  sont 

\  —  a  sinto£, 
7)  =  b  cas  tôt. 

Les  projections  de  la  vibration  sur  deux  axes  fixes  rectangu- 
laires x  et  y  qui  font  l'angle  i  avec  les  axes  de  l'ellipse  sont 

x  =  a  cos  i  sin  co  t  —  b  sin  i  cos  co  t, 
y  —  a  sin  i  sin  co  l  4-  b  cos  i  cos  co  t. 

Ces  projections  peuvent  s'écrire 

2J?  =  H-  «[sin(co£  4-  i)  4-  sin(co£  —  i)] 

—  &[  sin  (col  4-  i)  —  sin  (10 £  —  *)], 
2  y  — —  «[cos(co£  4-  i)  —  cos(w£  —  /)] 

4-  &[cos(co£  4-  i)  4-  cos(co£  —  i)]; 
2  cT  =  4-  (  a  —  b )  sin  (  co  £  4-  /  )  4-  (  a  4-  &  )  sin  (  to  t  —  i), 
iy  =  —  (a  —  b)  cos  (wf  4-  ï)  -4  (<7  4-  b)  cos  (tôt  —  i). 

Si  les  axes  de  l'ellipse  tournent  d'une  manière  uniforme,  c'est- 
à-dire  si  l'angle  i  est  proportionnel  au  temps,  i  =  /»£,  on  a 

«  —  b    .    .  ,  a  ~\~  b    .    , 

X  —  -\- —  sin(co  4-  /«U  4-  sin(co  —  m)t, 

2  2  ' 

a  —  b         .                         a  4-  b 
y  = cos  (  co  4-  m  )  £  4 cos  (  co  —  /«  )  t. 

11  est  manifeste  que  ces  expressions  représentent  deux  vibra- 

1   •        j  t         1.      -,       a  —  b    M  a  -{-  b 

tions  circulaires  de  sens  contraires,  d  amplitudes  et  


(')  Sir  G.  Airy,  Undulatory  tkeory  of  Light,  art.  185  (3e  édition). 
M.  —  I.  35 
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et  de  périodes  différentes  T<  et  T2  définies  par  les  équations 
i     _  to  4-  m i         m  _     i  /         mT 

%  =         27T  =TH_2^  —  TV4"   7^ 


-  7?? i         m  _     i  / 

t7~~   =  T  "^  2^  —  TV 

i  /         mT\ 


i         w  —  /??         i         m 


T2  2  7T  T  2  71 

On  aurait  ainsi  deux  vibrations  circulaires  de  longueurs  d'onde 
ou  de  couleurs  différentes*  mais  le  terme  n'est  iamais  assez 
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grand,  c'est-à-dire  la  période  —  de  rotation  du  polariseur  assez 

petite  par  rapport  à  la  période  T  des  vibrations  lumineuses,  pour 
que  cette  espèce  particulière  de  dispersion  soit  appréciable. 

330.  Combinaison  de  vibrations  elliptiques.  —  H  y  a  égale- 
ment une  infinité  de  manières  de  combiner  des  vibrations  ellip- 
tiques pour  constituer  de  la  lumière  naturelle,  mais  il  est  nécessaire 
que  des  vibrations  de  sens  contraires  existent  simultanément.  En 
effet,  le  sens  d'une  vibration  elliptique  dépend  du  signe  de  l'ex- 
pression #6sin(a — £J)  et  il  serait  impossible  de  satisfaire  à  la 
condition  M[#6sin(a —  (3)]  =  o  si  toutes  les  vibrations  elliptiques 
étaient  de  même  sens.  Cette  conséquence  se  trouve  encore  vérifiée 
par  une  expérience  de  Dove. 

Une  lame  biréfringente  placée  à  la  suite  d'un  polariseur  produit 
évidemment  une  vibration  elliptique  d'un  sens  déterminé  puis- 
qu'elle introduit  une  perte  de  phase  sur  l'une  des  composantes  de 
la  vibration  rectiligne  primitive.  En  faisant  tourner  rapidement 
un  polariseur  suivi  d'une  lame  de  mica,  Dove  a  constaté  que  la 
lumière  émergente  présente  les  caractères  au  moins  partiels  d'une 
vibration  circulaire. 

Airj  fait  remarquer  à  ce  sujet  que,  si  les  modifications  des  vi- 
brations elliptiques  qui  se  produisent  dans  une  lumière  naturelle 
avaient  lieu  d'une  manière  continue,  par  une  série  de  variations 
infiniment  petites  dans  la  direction  et  le  rapport  des  axes  des 
ellipses,  chacune  de  ces  variations  serait  accompagnée,  comme 
pour  le  cas  d'une  rotation  continue,  d'un  changement  de  longueur 
d'onde.  L'existence  d'une  lumière  naturelle  absolument  homogène 
n'est  donc  compatible  qu'avec  des  changements  brusques  et  dis- 
continus dans  l'état  vibratoire  en  chaque  point. 
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331.  Lumière  partiellement  polarisée.  —  Lorsque  les  con- 
ditions d'une  lumière  naturelle  ne  sont  pas  satisfaites,  on  a,  par 
rapport  à  deux  axes  rectangulaires, 

M(rt-)  =  A, 

M(^)  =  B, 
M[«6cos(a  —  p)]  =  C, 
M[«&sin(a  —  p)]  =  D. 

La  lumière  est  alors  partiellement  polarisée  et  ses  propriétés 
sont  définies  par  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  essentiellement  positifs. 

Si  l'on  suppose  A^>B,  on  peut  considérer  la  lumière  comme 
formée  de  deux  parties,  un  faisceau  de  lumière  naturelle 

M,(a*)  =  M1(ô*)  =  A', 

Mj  [ab  cos(a  —  P)]  =  o, 
Mt  [ab  sin  (a  —  p)]  =  o, 

et  un  faisceau  résiduel 

M2(a2)=A-A', 
M2(62)  =  B  — A', 
M2[>6cos(a  —  p)]  =  C, 
M2[a6sin(a  — P)]=D. 

Ce  dernier  équivaut  à  une  vibration  unique  permanente 

«2  =  A— A', 
&S  =  B  —  A', 

ab  cos(a  —  p)  ==  C, 
ab  sin(a  —  p)  =  D, 

et  la  constante  A'  est  déterminée  par  la  condilion 

Q2  4-  D-  =  a?  b"-  =  (A  —  A')(B  —  A'), 
qui  donne 

(  7  )  A'  =  i±5  ±  I  v/(Â--B)r^-4-(c-HTDïj. 

Pour  que  la  vibration  résiduelle  soit  recliligne,  il  faut  qu'on  ait 

sin  (a  —  P)  =  o         ou         D  =  o. 
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La  lumière  primitive  est  alors  formée  d'un  faisceau  de  lumière 
naturelle  d'intensité  2  A'  et  d'un  faisceau  polarisé  d'intensité 
A  +  B  —  2  A'.  La  lumière  est  partiellement  polarisée  et  le  plan 
de  polarisation  partielle  est  celui  de  la  vibration  résiduelle. 

L'azimut  de  cette  vibration  est  donné  par  l'équation 

,       2.       &       B-A/ 
tan&  i-  a%  ~A- A' 

Lorsque  le  coefficient  D  diffère  de  zéro,  la  vibration  résiduelle 
est  circulaire  ou  elliptique.  On  peut  dire  que  le  faisceau  est  en 
partie  polarisé  circula  irement  ou  elliptiquement . 

La  direction  des  axes  de  la  vibration  elliptique  résiduelle  et  leur 
rapport  sont  donnés  par  les  équations 

2  ah  cos(a  —  8)  2  G 

tang28=  a%_bï         =]^rs, 

iab  sin  (a  —  fj)  1  D 


S1112Ç 


a'2  -+-  b2  A  -+-  B  —  2  A' 

Enfin,  la  vibration  résiduelle  est  circulaire  quand  on  a 

À  +  B-2À'-2D. 

Il  est  clair,  comme  on  pourrait  facilement  le  vérifier,  que  le 
résultat  final  de  cette  décomposition  est  indépendant  du  choix  des 
axes  qui  ont  servi  à  évaluer  les  coefficients  A,  B,  C  et  D.  Tous  les 
systèmes  de  rayons  qui  ont  les  mêmes  coefficients  par  rapport  à 
deux  axes  rectangulaires  sont  donc  équivalents. 

332.  —  Pour  ne  pas  interrompre  le  raisonnement,  nous  avons 
supposé  que  l'équation  (7)  ne  donne  pour  A'  qu'une  valeur  posi- 
tive plus  petite  que  B.  Comme  la  somme  A  4-  B  —  2  A'  est  égale  à 
a2  +  b2  et  par  suite  positive,  on  voit  déjà  qu'il  faut  prendre  le 
signe  —  devant  le  radical,  c'est-à-dire  la  plus  petite  des  racines 
de  l'équation  (7).  Cette  racine  devant  être  positive,  il  est  néces- 
saire que  l'on  ait 

(8)  AB-(C24-D2)>o, 

condition  qui  est  toujours  réalisée  pour  une  succession  de  vibra- 
tions quelconques. 


POLARISATION.  549 

En  effet,  si  l'on  appelle  /??,  m' ',  m",  ...  les  fractions  de  la  pé- 
riode de  succession  t  relatives  à  chacune  d'elles,  on  a 

B  =  2m&2, 

AB  =  S m«2  S mb2  ==  S  m2 a2  Z>2  4-  S  mm' a2  6'2  ; 

d'autre  part, 

C2  4-  D2  =:  [Smflô  cos(a  —  (3)]2  4-  [Smaô  sin(a  —  (3)]2 

=  2m2a262  +  22mm'aba'b'  cos[(a  —  [B)  —  (a'—  p')], 

et  la  condition  (8)  se  réduit  à 

Xmmraib"*—2Z,mm'aba'b,cos[(<z  —  P)  —  («'—?')]>  o. 

Si  l'on  remplace  le  second  terme  par  la  quantité  plus'  grande 
iHnim' aba'b' ,  on  a  encore 

S  mm'  a2  6'2  —  2  S  m/n'  aôa'  6'  —  S  mm\ab'  —a'bf>o. 

La  condition  (8)  est  donc  a  fortiori  satisfaite. 
Enfin,  lorsque  l'on  a 

AB-(C24-D2)  =  o, 
il  en  résulte 

A'=o; 

le  système  équivaut  à  une  vibration   permanente   unique,   pour 
laquelle  la  direction   et  le  rapport  des  axes  sont  donnés  par  les 

équations 

2C 
tan£2Ô 


'b 


A 


2D       _2y/AB 


A  4-  B  ~        A  4-  B 

Cette  vibration  est  circulaire  quand  2D  =  A+B;  elle  est  rec- 
tiligne  quand  D  =  o  et,  par  suite,  G2  =  AB. 

333.  Direction  des  vibrations.  —  Le  phénomène  des  interfé- 
rences laisse  indéterminée  la  question  de  savoir  si  le  plan  de 
vibration,  qui  passe  par  le  rayon  et  la  vibration  d'une  lumière 
polarisée,  est  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation  ; 
cette  question  a  donné  lieu  à  un  grand  nombre  de  travaux  sans 
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conduire  à  une  démonstration  définitive.  Toutefois  Fresnel  (')  avait 
déjà  montré  que  certaines  conditions  de  symétrie  et  différents 
phénomènes  physiques  semblent  devoir  faire  prévaloir  l'hypothèse 
que  ces  deux  plans  sont  rectangulaires. 

i°  Dans  un  cristal  à  un  axe,  comme  le  spath  d'Islande,  la  vi- 
tesse de  propagation  des  ondes  planes  est  constante  ou  variable 
avec  la  direction,  suivant  que  ces  ondes  sont  ordinaires  ou  extra- 
ordinaires. Or  rien  ne  distingue  deux  ondes  parallèles  d'espèces 
différentes  si  ce  n'est  la  direction  de  la  vibration,  laquelle  est  rec- 
tiligne  dans  les  deux  cas.  Si,  comme  il  paraît  évident,  la  vitesse 
de  propagation  dépend  de  la  direction  de  la  vibration  par  rapport 
à  l'axe  de  symétrie  du  cristal,  la  vibration  ordinaire  doit  faire  un 
angle  constant  avec  cet  axe.  Comme  cette  vibration  est  polarisée 
dans  la  section  principale,  c'est-à-dire  dans  un  plan  normal  à 
l'onde  et  parallèle  à  l'axe,  elle  ne  peut  faire  un  angle  constant  avec 
l'axe  que  si  elle  est  perpendiculaire  à  la  section  principale  ;  la 
vibration  ordinaire  est  alors  perpendiculaire  à  l'axe,  quelle  que 
soit  la  direction  du  plan  de  l'onde  et,  par  suite,  elle  est  perpen- 
diculaire au  plan  de  polarisation. 

Pour  l'onde  extraordinaire,  la  vibration  est  située  dans  la  sec- 
tion princi  pale  et  son  inclinaison  sur  l'axe  est  variable  avec  la  direc- 
tion de  Tonde. 

2°  Les  propriétés  de  la  tourmaline  conduisent  à  la  même  con- 
clusion. Ce  cristal  est  opaque  sous  une  faible  épaisseur  pour  les 
rayons  parallèles  à  l'axe  ;  puisque  les  vibrations  sont  transversales, 
il  éteint  donc  rapidement  les  vibrations  perpendiculaires  à  l'axe 
et  l'on  doit  admettre  que  le  coefficient  d'extinction  d'un  système 
de  rayons  ne  dépend  que  de  la  direction  des  vibrations  par  rapport 
à  l'axe  de  symétrie  du  milieu.  D'autre  part,  une  lame  parallèle  à 
l'axe  ne  laisse  passer  que  le  rayon  extraordinaire  et  éteint  le  rayon 
ordinaire.  Cette  propriété  ne  s'explique  physiquement  que  si  les 
vibrations  ordinaires  restent  perpendiculaires  à  l'axe,  c'est-à-dire 
si  elles  sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation. 

3°  Enfin  plusieurs  autres  phénomènes  physiques,  tels  que  le 
dichroïsme,  la  réflexion,  la  réfraction,  la  diffusion,  etc.,    condui- 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  I,  p.  687. 
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sent  encore  aux  mêmes  conclusions,  relativement  à  la  direction 
des  vibrations  dans  un  milieu  isotrope. 

On  doit  signaler  cependant  une  difficulté  relative  aux  cristaux. 
L'onde  ordinaire  étant  toujours  normale  au  rayon  dans  les  milieux 
à  un  axe,  les  vibrations  restent  dans  le  plan  de  l'onde,  qu'on  sup- 
pose le  plan  de  vibration  perpendiculaire  ou  parallèle  à  la  section 
principale.  Pour  l'onde  extraordinaire,  qui  est  en  général  oblique 
au  rayon,  la  vibration  serait  bien  encore  normale  au  rayon  et  dans 
le  plan  de  l'onde  si  on  la  supposait  perpendiculaire  à  la  section 
principale,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  polarisation;  mais,  si  la 
vibration  est  dans  la  section  principale  du  cristal,  l'une  au  moins 
des  deux  conditions  précédentes  ne  peut  être  satisfaite. 

En  réalité,  la  théorie  de  l'élasticité  montre  que  la  vibration  du 
rayon  extraordinaire  est  oblique  au  rayon  et  au  plan  de  l'onde  ; 
elle  peut  être  située  soit  dans  l'angle  de  la  normale  au  rayon  avec 
sa  projection  sur  le  plan  de  l'onde,  soit  même  en  dehors  de  cet 
angle.  Il  en  sera  de  même  pour  les  deux  ondes  d'un  cristal  qui  ne 
possède  pas  d'axe  de  symétrie. 

La  double  réfraction  étant  toujours  très  faible,  l'angle  du  rayon 
extraordinaire  avec  le  plan  de  l'onde  diffère  très  peu  de  900,  de 
sorte  que  l'on  peut,  sans  erreur  sensible,  considérer  la  vibration 
comme  étant  dans  le  plan  de  l'onde  ou  normale  au  rayon.  La  vi- 
bration du  rayon  extraordinaire  est  alors  dirigée  suivant  la  pro- 
jection du  rayon  sur  le  plan  de  l'onde. 
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DOUBLE    RÉFRACTION. 


334.  Tentatives  pour  généraliser  la  loi  d'Huygens.  —  La 
double  réfraction  du  spath  d'Islande,  dont  la  découverte  est  due  à 
Erasme  Bartholin  (4),  se  retrouve  avec  les  mêmes  caractères  dans 
tous  les  cristaux  qui  possèdent  un  axe  de  symétrie  (2).  Huygens 
a  vérifié,  dans  un  certain  nombre  de  cas  simples,  que  ce  phéno- 
mène s'explique  d'une  manière  complète  en  admettant  que  l'onde 
caractéristique  se  compose  de  deux  surfaces  distinctes,  une  sphère 
et  un  ellipsoïde  de  révolution,  tangentes  sur  l'axe. 

La  loi  d'Huygens  ne  fut  pas  adoptée  par  Newton  et  resta  long- 
temps dans  l'oubli  jusqu'à  ce  qu'elle  fût  confirmée  par  les  expé- 
riences de  Wollaston  (3).  Dans  l'hypothèse  de  l'émission,  on  doit 
considérer  la  double  surface  d'Huygens  comme  le  lieu  des  points 
auxquels  les  molécules  lumineuses  parviennent  au  bout  de  temps 
égaux;  la  vitesse  de  propagation  du  rayon  extraordinaire  serait  en 
raison  inverse  du  rayon  vecteur  correspondant  de  l'ellipsoïde. 

Laplace  (4)  a  montré  que  le  principe  de  la  moindre  action  per- 
met alors  de  déterminer  la  direction  des  deux  rayons  réfractés;  il 
en  résulte  aussi  que  l'action  du  milieu  sur  les  molécules  du  rayon 
ordinaire  est  constante,  tandis  que  sur  les  molécules  du  rayon 
extraordinaire  elle  varie  par  un  terme  proportionnel  au  carré  du 
sinus  de  Pangle  que  le  rayon  fait  avec  l'axe  (3). 

Dans  les  cristaux  qui  ne  présentent  pas  la  symétrie  à  un  axe, 
on  a  cru  pendant  longtemps  que  l'un  des  rayons  réfractés  suivait 
la  loi  de  Descartes  et  restait  ordinaire,  et  l'on  cherchait  à  gêné- 


es E.   Bartholin,   Experim.    cristalli  Islandici;  Amsdelodami,  1670. 

(2)  Brewster,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  199;  1818. 

(3)  Wollaston,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  38 1,  1802. 

(4)  Laplace,  Mém.  de  la  ire  classe  de  l'Institut,  t.  X,  p.  3o6;  1809. 

(5)  Voir  J.  Herschel,  Traité  d'Optique,  trad.  franc.,  t.  II,  p.  8. 
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raliser  la  construction  d'IIuygens  pour  traduire  la  marche  du 
rayon  extraordinaire,  par  exemple  en  remplaçant  l'ellipsoïde  de 
révolution  par  un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

335.  Expériences  de  Fresnel.  —  Fresnel  (  *  )  a  montré  d'abord 
qu'il  n'y  a  plus  de  rayon  ordinaire  dans  la  topaze  et  que  les  vitesses 
de  propagation  des  ondes  réfractées  sont  toutes  deux  variables 
avec  la  direction  des  rayons. 

Nous  résumerons  rapidement  ces  expériences  capitales. 

Désignons  par  Ox,  Oy  et  Oz  trois  directions  rectangulaires, 
respectivement  normales  aux  trois  plans  de  symétrie  de  la  topaze, 
dont  l'un  est  parallèle  aux  faces  du  clivage.  Une  lame  parallèle  à 
l'un  des  plans  de  symétrie  se  comporte,  au  moins  pour  des  rayons 
voisins  de  la  normale,  comme  si  elle  était  taillée  parallèlement  à 
l'axe  dans  un  milieu  à  un  axe  ;  les  deux  rayons  réfractés  sont  po- 
larisés dans  les  deux  autres  plans  de  symétrie. 

On   taille  dans  un  même  cristal  deux  lames  A  et  B  (fîg.  ï68) 


Fig.  168. 

y 


respectivement  perpendiculaires  à  deux  directions  Ox  et  Oy  ;  on 
fait  dans  chacune  d'elles  une  coupe  perpendiculaire  à  la  direction 
commune  z,  et  on  les  rapproche  l'une  de  l'autre.  Ces  lames  sont 
travaillées  ensemble  et  leurs  faces  simplement  doucies  pour  qu'on 
puisse  leur  donner  sensiblement  la  même  épaisseur;  en  les  pla- 
çant sur  un  verre  plan  et  appuyant  sur  elles  la  surface  légèrement 
convexe  d'un  prisme,  on  peut  déterminer  par  les  positions  rela- 


(')  Fresnel,  OEuvres,  t.  II,  n°5  XXXVIII  et  XXXIX. 
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tives  des  anneaux  de  même  ordre,  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de 
jonction,  la  différence  de  leurs  épaisseurs  :  cette  différence  n'était 
que  de  deux  ou  trois  ondulations. 

Les  lames  sont  alors  enduites  d'une  couche  légère  de  térében- 
thine et  serrées  entre  deux  plaques  de  verre  à  faces  parallèles.  La 
térébenthine  rend  d'abord  le  douci  transparent  (229),  comme  si  les 
faces  avaient  été  polies  ;  en  outre,  l'essence  qui  comble  le  vide 
laissé  par  la  différence  des  épaisseurs  rétablit  sensiblement  l'éga- 
lité des  chemins  optiques,  puisque  l'indice  de  réfraction  du  liquide 
diffère  très  peu  des  indices  de  la  topaze. 

L'appareil  ainsi  préparé,  on  le  place  devant  les  fentes  d'Young 
dans  une  expérience  d'interférences.  Si  les  deux  fentes  sont  cou- 
vertes par  le  même  cristal,  A  ou  B,  on  n'aperçoit  encore  qu'un 
système  de  franges,  sans  modification  appréciable,  à  moins  que 
l'ensemble  des  lames  n'ait  une  forme  légèrement  prismatique. 

Si  les  faisceaux  de  lumière  traversent  respectivement  les  deux 
morceaux  A  et  B  de  topaze,  on  aperçoit  au  contraire  deux  sys- 
tèmes de  franges,  dont  l'un  occupe  la  position  primitive,  à  part  un 
petit  déplacement  d'une  fraction  de  frange  qui  s'explique  par  la 
couche  supplémentaire  de  térébenthine  correspondant  à  la  diffé- 
rence des  épaisseurs  ;  le  centre  de  l'autre  système  est  déplacé,  au 
contraire,  d'un  grand  nombre p  de  longueurs  de  franges,  une  ving- 
taine, par  exemple,  pour  une  épaisseur  de  4mm  à  5mm. 

On  reconnaît  en  outre,  avec  un  analyseur,  que  le  système  cen- 
tral est  polarisé  parallèlement  à  Taxe  commun  O^  des  deux  to- 
pazes, c'est-à-dire  dans  le  plan  zOx  pour  la  lame  A  et  dans  le 
plan  zOy  pour  la  lame  B,  tandis  que  le  système  latéral  est  pola- 
risé dans  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  jonction,  c'est-à-dire  dans 
le  plan  .rOjr  pour  les  deux  lames.  Les  vitesses  de  propagation 
parallèles  à  x  dans  la  lame  A  étant  b  et  c,  pour  les  rayons  po- 
larisés dans  les  plans  xOy  et  xO z,  les  vitesses  parallèles  à  Oy 
dans  la  lame  B  sont  c  et  a  pour  les  rayons  polarisés  dans  les  plans 
yOz  zlyOx.  Si  donc  il  existe  un  rayon  ordinaire,  sa  vitesse  est 
c  et  la  direction  z  est  l'axe  du  cristal. 

En  combinant  la  lame  B  avec  une  troisième  lame  G  de  même 
épaisseur  perpendiculaire  à  la  direction  0<s,  on  aurait  encore  un 
système  de  franges  central  polarisé  parallèlement  à  la  direction 
Ox  commune  et  un  système  latéral  correspondant  à  un  autre  dé- 
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placement  ;  il  y  a  donc  suivant  la  direction  Oz-  deux  vitesses  de 
propagation  différentes  a  et  b' . 

Par  suite,  la  vitesse  de  propagation  ne  reste  constante  pour 
aucun  des  rayons  et  il  n'y  a  pas  de  rayon  ordinaire. 

Enfin,  si  l'on  combinait  les  deux  lames  A  et  C,  on  obtiendrait 
également  un  système  de  franges  latéral  correspondant  à  la  dif- 
férence des  vitesses  a  et  c  et  un  système  sans  déplacement,  d'où 
il  résulte  que  les  vitesses  b  et  b'  sont  égales. 

Fresnel  a  vérifié  directement  cette  conséquence  par  une  autre 
expérience  :  dans  un  phénomène  d'interférences  avec  les  miroirs 
ou  les  fentes  d'Young,  on  emploie  de  la  lumière  polarisée  et  l'on 
intercepte  le  faisceau  par  la  lame  G  dont  on  incline  les  plans  de 
symétrie  à  45°  sur  le  plan  de  polarisation.  On  n'aperçoit  d'abord 
qu'un  système  de  franges  ;  mais,  si  l'œil  est  muni  d'un  analyseur 
parallèle  au  plan  primitif  de  polarisation,  il  apparaît  deux  autres 
groupes  de  franges  à  droite  et  à  gauche,  pour  lesquels  le  déplace- 
ment des  centres  correspond  à  la  différence  des  vitesses  a  et  b'. 
Or  ce  déplacement  correspond  au  même  nombre  p  de  franges 
que  dans  la  première  expérience  où  il  était  dû  à  la  différence  des 
vitesses  a  et  b.  Les  rayons  qui  sont  perpendiculaires  aux  plans  de 
symétrie  se  propagent  donc  avec  trois  vitesses  différentes  «,  b 
et  c,  groupées  deux  à  deux. 

336.  Double  prisme  de  topaze.  —  Pour  mettre  ces  variations 
de  vitesse  en  évidence,  Fresnel  a  fait  tirer  d'une  même  topaze 
deux  prismes  taillés  dans  des  directions  différentes  ;  on  les  a 
réunis  par  une  surface  plane  et  travaillés  ensemble  pour  leur 
donner  sensiblement  le  même  angle  réfringent.  Ils  ont  été  ensuite 
collés  à  la  térébenthine  entre  deux  prismes  de  crown  d'un  seul 
morceau  disposés  de  manière  que  les  faces  opposées,  par  lesquelles 
entre  et  sort  la  lumière,  fussent  parallèles  entre  elles  et  au  plan 
bissecteur  de  l'angle  réfringent  des  cristaux  accouplés.  Les  pris- 
mes de  topaze  se  trouvent  ainsi  presque  entièrement  achroma- 
tisés,  mais  la  déviation  reste  encore  supérieure  à  i5°  pour  un 
angle  réfringent  de  o,2°,5. 

On  vise  au  travers  de  ce  système  une  fente  parallèle  à  l'arête 
des  prismes.  Chacun  d'eux  fournit  deux  images  ;  s'il  existait  un 
rayon  ordinaire,  la  déviation  pour  l'une  d'elles  serait  indépendante 
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de  la  direction  de  la  taille  par  rapport  aux  plans  de  symétrie.  En 
observant  alternativement  au  travers  de  l'un  ou  l'autre  prisme,  ou 
en  les  plaçant  tous  deux  devant  l'objectif  d'une  lunette,  deux  des 
images  seraient  toujours  superposées,  tandis  que  cette  coïncidence 
n'a  lieu  que  dans  des  cas  exceptionnels.  En  outre,  comme  les 
indices  des  rayons  diffèrent  très  peu,  il  est  évident  que  la  distance 
angulaire  des  images  est  proportionnelle  à  leur  différence  ;  en 
mesurant  cette  distance  dans  le  cas  du  minimum  de  déviation,  on 
pourra  donc  évaluer  la  différence  des  vitesses  de  propagation,  deux 
à  deux,  des  rayons  qui  traversent  le  cristal  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  plan  bissecteur  de  l'angle  réfringent. 

337.  Ellipsoïde  de  polarisation.  —  Il  n'est  donc  plus  possible 
de  conserver  la  sphère  d'Huygens  et  d'essayer  de  transformer 
l'ellipsoïde  pour  une  généralisation  ultérieure.  Fresnel  (  *  )  a  tourné 
cette  difficulté  d'une  manière  très  heureuse  en  montrant  que,  par 
la  considération  des  ondes  planes  substituée  à  celle  de  l'onde  ca- 
ractéristique, on  peut  représenter  par  un  seul  ellipsoïde  de  révo- 
lution, que  Cauchy  a  appelé  plus  tard  ellipsoïde  de  polarisation, 
toutes  les  propriétés  des  cristaux  à  un  axe. 

Considérons,  en  effet,  l'ellipsoïde 

(i)  rt2^2+^(j2+^)  =  i 

dont  les  axes  OA  et  OB4  =  OB  (fig.  169)  sont  respectivement 
-  et  -\  cherchons  son  intersection  avec  un  plan  P0  qui  passe  par 
l'axe  des  y  et  dont  l'équation  est 
(2)  x  cosO  -+-  z  sin6  —  o. 

Cette  intersection  est  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  OB  paral- 
lèle à  y  est  égal  à  -  et  dont  l'autre  axe  OC,  situé  dans  le  plan  xz, 
est  donné  par  l'intersection  de  la  droite  (2)  avec  l'ellipse 

a»  a?» +/£«*■  =  1. 

En  multipliant  successivement  cette  dernière  équation  par  sin-8 

(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,. p.  286. 


DOUBLE    RÉFRACTION.  557 

etcos29  et  tenant  compte  de  la  précédente  (2),  on  en  déduit 

x-(a-  sin26  4-  b*  cos':6)  =  sin20, 
c2(rt2sin20-h  />2cos20)r=cos20; 

2  T 

OC 


x'-\-  z£ 


«2sin26  -hZ>2cos2Ô 


On  reconnaît  à  ces  expressions  que  les  axes  OB  et  OC  de  l'el- 
lipse d'intersection  représentent  (50)  respectivement  les  inverses 
des  vitesses  de  propagation  V  et  V"  des  ondes  planes  ordinaire  et 
extraordinaire  parallèles  au  plan  P0. 


,f»9. 


En  outre,  l'onde  ordinaire  est  polarisée  dans  le  plan  xz  perpen- 
diculaire à  l'axe  OB.  Si  l'on  admet  la  conception  de  Fresnel  (333) 
relative  à  la  direction  des  vibrations  dans  un  rayon  polarisé,  Taxe 
OB  est  parallèle  aux  vibrations  de  Tonde  ordinaire. 

L'axe  OG  est  aussi  dans  le  plan  de  vibration  de  l'onde  extra- 
ordinaire \  mais  il  n'est  plus  permis  de  dire  en  toute  rigueur  qu'il 
soit  parallèle  à  la]  vibration  extraordinaire,  puisque,  celle-ci  ne 
pouvant  être  en  même  temps  normale  au  rayon  et  située  dans  le 
plan  de  l'onde,  on  ignore  pour  le  moment  quelle  est  sa  véritable 
direction. 

Dans  tous  les  cas,  l'axe  OC  est  parallèle  à  la  projection,  sur  le 
plan  de  l'onde,  de  la  vibration  extraordinaire. 

338.  Définition  géométrique  de  la  surface  cVonde.  —  Il 
suffit  maintenant,  pour  aborder  le  problème  des  cristaux  à  deux 
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axes,  de  généraliser  cette  propriété  en  admettant  avec  Fresnel 
que  l'ellipsoïde  de  polarisation  a  trois  axes  inégaux  et  une  équa- 
tion de  la  forme 


(3)  flV+èy+c2s2 

rh  vpmpnl 

a     b  C 


Les  axes  de  cet  ellipsoïde  sont  respectivement  -,  j  et  -  ;  nous 


supposerons  a  >>  b^>  c. 

Toutefois,  Fresnel  n'a  pas  tardé  à  abandonner  cette  méthode 
d'induction  physique  si  remarquable  pour  essayer  de  constituer 
une  théorie  mathématique  de  la  structure  moléculaire  des  corps 
qui  fût  capable  de  conduire  au  même  résultat.  En  s'appuyant  sur 
un  ensemble  d'hypothèses  dont  quelques-unes  au  moins  sont  très 
contestables,  il  a  trouvé  que  les  propriétés  mécaniques  d'un  mi- 
lieu peuvent  être  représentées  par  un  ellipsoïde  auquel  il  a  donné 
le  nom  à' ellipsoïde  des  élasticités  et  qui  jouit  des  mêmes  pro- 
priétés que  l'ellipsoïde  de  polarisation  par  rapport  à  la  propaga- 
tion des  mouvements  vibratoires. 

L'exactitude  de  ses  travaux  ultérieurs  à  ce  sujet  pouvait  ainsi 
paraître  subordonnée  à  celle  de  sa  théorie  de  l'élasticité  ;  c'est 
seulement  après  la  publication  de  Mémoires  inédits,  dans  les 
Œuvres  de  Fresnel,  que  l'on  put  connaître  et  apprécier  la  véri- 
table marche  de  ses  idées. 

Si  l'on  appelle  a,  [3,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les 
axes,  la  normale  N  à  un  système  d'ondes  planes,  on  obtiendra  les 
deux  vitesses  de  propagation  correspondantes  en  menant  par  le 
centre  de  l'ellipsoïde  de  polarisation  un  plan  P0 

a^  +  pj  +  y2  =  o 

et  déterminant  les  axes  de  l'ellipse  E  d'intersection.  Les  vitesses 
de  propagation  Y,  et  V2  sont  respectivement  égales  aux  inverses 
de  ces  axes,  et  le  plan  de  vibration  d'une  onde  est  parallèle  à  l'axe 
correspondant  de  l'ellipse  ;  les  deux  plans  de  vibration  sont  rec- 
tangulaires. 

La  surface  d'onde  est  J'enveloppe  des  plans  menés  à  des  dis- 
tances de  l'origine  égales  aux  vitesses  de  propagation.  C'est  donc 
l'enveloppe  des  plans 

.    ■  V  =  aa?-h  3  y  H- Y*, 
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avec  la  condition  que  la  valeur  de  V  représente  l'inverse  de  l'un 
des  axes  de  l'ellipse  E. 

339.  Sections  principales.  —  Sans  qu'il  soit  nécessaire  de( 
déterminer  l'équation  de  la  surface  d'onde,  on  en  connaît  déjà 
les  sections  principales. 

En  effet,  si  les  ondes  sont  parallèles  à  l'axe  des  x,  on  a  a  =  o  ; 

l'un  des  axes  de  l'ellipse  E  est  alors  constant  et  égal  à  -  ;  le  second 

1  °         a 

axe  b'  est  donné  par  l'intersection  de  la  droite  $y  4-  yz-  =  o  avec 
l'ellipse 

dont  les  axes  sont  T  et  —  Il  en  résulte,  pour  les  deux  vitesses  de 
oc  L 

propagation, 

Vt  =  fl, 

La  section  de  la  surface  d'onde  par  le  plan  des  yz  {ftg*  170)  est 
donc  une  circonférence  de  rayon  a  et  une  ellipse  dont  les  axes  c  et 
b  sont  dirigés  suivant  les  axes  de  coordonnées  y  et  z.  L'un  des 
rayons  suit  la  loi  de  Descartes  et  se  comporte  comme  un  rayon 

ordinaire  avec  l'indice  de  réfraction  n,  =  -• 

a 

La  vibration  de  ce  rayon  ordinaire  est  parallèle  à  l'axe  des  x  ; 
le  plan  de  vibration  yz  du  rayon  extraordinaire  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  x. 

De  même,  la  section  de  la  surface  d'onde  par  le  plan  des  zx  est 
une  circonférence  de  rayon  b  et  une  ellipse  dont  les  axes  a  et  c 
sont  respectivement  parallèles  aux  coordonnées  z  et  x.  L'un  des 

rayons  est  encore  ordinaire  avec  l'indice  /?•>  =  T  • 

J  0 

Enfin  la  section  par  le  plan  des  xy  est  encore  une  circonfé- 
rence de  rayon  c  et  une  ellipse  dont  les  axes  b  et  a  sont  pa- 
rallèles aux  coordonnées  x  et  y.  Dans  ce  cas,  le  rayon  ordinaire  a 

pour  indice  n%  =  -  • 
1  c 

Ces  quantités  n{,  n2  et  7?3  sont  les  indices  principaux  de  ré- 
fraction du  milieu. 
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340.  Axes  optiques.  —  Remarquons  que,  dans  la  section  prin- 
cipale xz  perpendiculaire  à  l'axe  moyen  y  de  l'ellipsoïde  de  pola- 
risation, la  circonférence  de  rayon  b  et  l'ellipse  dont  les  axes  sont 
a  et  c  se  coupent  en  deux  points  au-dessus  du  plan  des  xy.  Il  y  a 
donc  deux  directions  pour  lesquelles  les  tangentes  à  l'ellipse  et  au 
cercle  se  confondent  ;  les  deux  vitesses  V<  et  V2  sont  alors  égales 
à  b.  Ces  directions  correspondent  évidemment  au  cas  où  le  plan  P0 
est  parallèle  aux  plans  cycliques  de  l'ellipsoïde  de  polarisation. 

Fis.   170. 


L'équation  (3)  de  cet  ellipsoïde  peut  s'écrire 
(3)'     [6*  (^4-  r2  +  s2)  -  1]  4-  [(a2—  62)^2-  (62-  c2)*2]  =  o  ; 

les  plans  cycliques  ont  pour  équation 

{a2  —  b2)x2  —  (b2  —  c~)  z2  =  o, 

puisque  leur  intersection  avec  l'ellipsoïde  est  la  même  qu'avec  la 
sphère  de  rayon  -• 

Pour  les  ondes  parallèles  aux  plans  cycliques  de  l'ellipsoïde  de 
polarisation,  il  n'y  a  qu'une  vitesse  de  propagation  b,  de  sorte  que 
la  double  réfraction  est  supprimée.  Les  normales  à  ces  ondes 
jouissent  donc  de  propriétés  analogues  à  celles  de  l'axe  dans  les 
milieux  à  un  axe  de  symétrie  ;  ces  directions  ont  été  appelées 
les  axes  optiques  et  les  milieux  sont  alors  dits  à  deux  axes. 

La  normale  01  (fîg.  170)   aux  plans  cycliques  est  déterminée 
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par  la  condition 

a2  T2  i 


a*—b2  ~  b-—  c2        a-—c2 
et  l'angle  G  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  z  est 

tanff2  C  =  — -  =:  — • 

&  Y2        62  —  c2 

Cette  normale  passe  par  le  point  de  contact  I  de  la  tangente 
commune  avec  la  circonférence  de  rayon  b. 

Le  plan  tangent  au  point  I  touche  la  surface  dans  le  plan  des  xz 
en  un  second  point  J  ;  il  y  a  donc,  pour  une  même  vitesse  de  pro- 
pagation b,  au  moins  deux  rayons  différents. 

On  peut  ainsi  résoudre  directement  la  plupart  des  problèmes, 
par  la  seule  considération  des  sections  principales,  mais  il  est  né- 
cessaire de  recourir  à  la  surface  d'onde  quand  la  normale  aux 
ondes  planes  n'est  plus  dans  un  des  plans  de  symétrie. 

341.  Problème  général.  —  Considérons  l'intersection  de  l'el- 
lipsoïde de  polarisation  (3)  par  la  sphère 

(4)  v2(*2H-j2-+-£2)  =  i. 

En  retranchant  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4),  on 
voit  que  les  points  d'intersection  satisfont  à  l'équation 

(5)  (V--«-)^2+(V2~62)72  +  (V2-c2)32-=o 

qui  représente  un  cône  du  second  degré. 

Par  un  point  M  (fig.  171)  de  l'intersection  L  de  la  sphère  (4) 
avec  l'ellipsoïde,  menons  un  plan  P0  tangent  au  cône  (5);  dé- 
signant encore  par  a,  (3,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  N, 
ce  plan  a  pour  équation 

olx  4-py  4-  iz  =  o 

et  il  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  E. 

La  tangente  MT  à  cette  ellipse  est  en  même  temps  tangente  au 

cône  et  à  l'ellipsoïde  ;  par  suite,   elle  est  tangente   à  la  courbe 

sphérique  L  d'intersection  de  ces  deux   surfaces  et   normale  au 

rayon  OM.  Cette  droite  OM  est  donc  un  des  axes  de  l'ellipse  et 

M.  -  I.  36 
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son  inverse  représente  la  vitesse  de  propagation  V  d'une  onde 
parallèle  au  plan  P0. 

Si  le  plan  P0  est  tangent  au  cône  (5),  la  projection 

(V2-«2)^2-H(V2-^)y2-h(Y2-c2)  ftta?+P-rY  =  o 


de  l'intersection  du  plan  avec  le  cône  sur  le  plan  des  xy  se  réduit 
à  une  droite,  c'est-à-dire  que  le  premier  membre  de  l'équation  est 
un  carré  parfait  5  il  en  résulte  la  condition 

V*_  a-        V2—  c2\/V2—  b*        V2— c2\        /V2— c2^2 
Fig.  171. 


En  supprimant  le  terme  commun   ( —  j  ,   puis  multipliant 

par  a2P2Y2  et  divisant  par  le  produit  (V2  —  a2)  (V2  —  b2)(V2  —  c2), 
il  vient 

Les  deux  racines  V~  et  V2,  de  cette  équation  donneront  les  axes 

■==-  et  tt  de  l'ellipse,   c'est-à-dire  les  vitesses  V<  et  V2  des  ondes 

parallèles  à  P0.  Le  premier  membre  devant  renfermer  un  ou  deux 
termes  négatifs,  on  voit  que  l'une  des  racines  est  comprise  entre 
a2  et  Z>2,  l'autre  entre  b-  et  c2. 

Comme  la  droite  OM  est  dans  le  plan  P0  et  sur  le  cône  (5),  ses 
cosinus  directeurs  /,  m  et  n  satisfont  aux  conditions 

7.I  -h  $m  -h  yn  =  o, 

(V2—  a2)l2-h  (V2— />2)wi24-(V2  —  c2)n-  -  o. 
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En  comparant  avec  l'équation  (6),  il  en  résulte 
V*— «*  ,       V2—  62  V2— c2 

(7)  -^— /=— r~',l  =  — T" ll' 

342.  Équation  de  la  surface  d'onde.  —  La  surface  d'onde  est 
l'enveloppe  des  plans  dont  l'équation  est 

(8)  ^r  +  pJ  +  y.-rrV, 

les  cosinus  a,  [3  et  y  satisfaisant  aux  conditions  (f))  et 

(9)  x»+p*  +  Y«  =  i. 

Fresnel,  arrêté  par  des  difficultés  de  calcul,  n'a  obtenu  l'équa- 
tion de  cette  surface  qu'en  la  supposant  a  priori  du  quatrième 
degré.  Quoiqu'il  ait  justifié  son  hypothèse  par  des  raisons  très 
plausibles,  la  méthode  était  insuffisante  au  point  de  vue  mathé- 
matique. Ampère  (*)  est  le  premier  qui  ait  réussi  à  résoudre  le 
problème  sans  aucune  restriction,  mais  par  une  analyse  très  longue, 
quoique  très  symétrique.  Une  méthode  beaucoup  plus  rapide  a  été 
indiquée  par  Archibald  Smith  (2). 

Si  l'on  différence  les  équations  (6),  (8)  et  (9),  en  considérant 
comme  variables  les  quantités  a,  (3,  y  et  V,  on  obtient 

a<*a  ?d?  Y<*Y 

(8 )'  x  d%  +  y  d$  -+-  z  d{  =  dN, 

( 9 )'  a  dec  -+-  (3  dp  H-  y  afy  ==  °? 

avec  la  condition 


(,o)  K 


T'        1 
V'-c»)'J 


(V«-a«)«       (V«-6«)'       ( 

Une  de  ces  équations  devant  être  la  conséquence  des  deux 
autres,  si  l'on  ajoute  les  deux  extrêmes,  (6)'  et  (9)',  après  1rs 
avoir  multipliées  respectivement  par  des  coefficients  indéterminés 


(')  Ampère,  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [2],  t.  XXXIX,  p.  n3;   i<s.><s. 
(a)  A.  Smith,  PhiU  Mag.,  t.  XII,  p.  335;  i838. 
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A  et  B,  et  qu'on  identifie  avec  (8)',  on  doit  avoir 

B3 
BY 


=  AY  +  Ï7Ï 


V2  —  c2 
(12)  i  =  BK. 

Il  suffira  alors  d'éliminer  les  six  inconnues  a,  (3,  y,  V,  A  et  B 
entre  les  sept  équations  (6),  (8),  (9),  (1 1)  et  (12). 

Si  l'on  multiplie  les  équations  (11)  respectivement  par  a,  [i  et  v 
et  qu'on  les  ajoute  en  tenant  compte  de  (6),  (8)  et  (9),  il  reste 

V  =  A. 

Ces  mêmes  équations  élevées  au  carré  et  ajoutées  donnent,  en 
représentant  par  r2  la  somme  x-  -\- y'2 -\-  -2, 

,2==y2+B2*=V2+5, 
B  =  V(r2  —  Y2). 

Avec  ces  valeurs  de  A  et  B,  la  première  des  équations  (1 1)  de- 


vient 


—  V 


r«— a»  ~"  V2— a2        r\—  V2 

La  même  transformation  répétée  pour  les  autres  coordonnées 
conduirait  à  des  expressions  analogues,  par  raison  de  symétrie,  et 
Ton  peut  écrire 


(ii)' 


1 

.r 

X 

-Va 

a* 

— 

/- 

r» 

— 

-  V2 

1 

y 

= 

y 

r- 

-vp 

1    r" 

— 

lr 

-  V2 

z 

z 

-  vY 

\    r*-c*~  r2-V2 
11  suffit  maintenant  d'ajouter  ces  équations,  après  les  avoir  mul- 
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lipJiées  respectivement  par  #,  y,  z  en  tenant  compte  de  (8),  pour 
obtenir  l'équation  de  la  surface  d'onde  S 

('4)  -ô ?  +    , '    7 ,  + 7—  i. 

/- —  rt2         r2 —  6-         /- — c- 


Si  l'on  remplace  l'unité  par   — — ■— — ,    le    terme  en  x2   csl 

00  \r*—dl       r1)  ~~  r2(r2  —  a2)' 

Répétant  la  même  opération  sur  les  autres   termes  et  suppri- 
mant le  diviseur  commun  /,2,  on  a 

/    ...  a?x*  lf-f-  c2c2 

04)' r,  +    .,    J  , ,  +  - — -i  =  o. 

r2 — a2        /- — b~        i- — c- 

Enfin,  si  l'on  chasse  les  dénominateurs  et  qu'on  supprime  le 
facteur  commun  r2  =  x2  -\-Y2  -\-  ^2,  on  trouve  encore 


(■4) 


r.  V 


(   r2(a2.r24-  62y2  +  c2^2)  —  «2(£2-f-  c2).r2 

)       -62(c2+fl2)y2-c2(fl5+62)^+fl2è2c2 


On  obtient  ainsi  trois  formes  différentes  (i4)?  (I4)/  et  (I4)'/ 
pour  l'équation  de  la  surface  d'onde  \  c'est  la  dernière  qui  avait 
été  donnée  par  Fresnel. 

343.  Surface  d'onde  réciproque  (').  —  Soient  S  la  surface 
d'onde  {fig.  172),  PM  le  plan  tangent,  OP  =  V  sa  distance  au 
centre,  OM  =  r  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  M. 

Si  l'on  prend  sur  la  normale  OP  une  longueur  r'=  OM'  =  ^5 

le  lieu  des  points  M'  est  la  surface  polaire  réciproque  S'  de  la  sur- 
face d'onde  S.  Le  plan  tangent  M'P'  à  cette  surface  est  perpendi- 
culaire au  rayon  conjugué  OM  et  la  normale  OP'  est  égale  à  -• 

L'équation  de  la  surface  S' s'obtient  immédiatement;  car,  si  l'on 
remplace  dans  (6)  les  cosinus  a,  |3,  y  par  les  coordonnées  x',  y\ 


(l)  Plucker,  Journal  de  Crelle,  t.  XIX,  p.  1  et  91;  1839. 
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z'  du  point  M'  qui  leur  sont  proportionnelles  et  V  par  —,  on  a 

T-'S  v/2  ^/2 

(i5)  — - | l | - — o 

Cette  équation  ne  diffère  de  (i4)'  que  par  le  remplacement  des 

longueurs  a,  b  et  c  par  leurs  inverses  -,  T,  -• 

abc 


La  surface    S',  polaire   réciproque  de    S,   est  donc  la  surface 
l'onde  qui  correspondrait  à  l'ellipsoïde  de  polarisation 


x-        y-       z* 

-£  +  Ti  +  — 
tf2         £2        c- 


lequel  est  polaire  réciproque  de  l'ellipsoïde  (3). 

Cette  surface  S'  joue  par  rapport  aux  rayons  OM  le  même  rôle 
que  la  surface  S  par  rapport  aux  normales  OP,  ou  aux  vitesses  de 
propagation  des  ondes  planes. 

344.  Propriétés  de  la  surface  d'onde.  —  Si  l'on  appelle  p  la 
distance  PM  du  pied  de  la  normale  au  plan  d'onde  à  son  point  de 
contact  avec  la  surface  S;  X,  {jl,  v  les  cosinus  directeurs  de  cette 
droite;  a',  [6',  y' les  cosinus  du  rayon  vecteur  OM,  les  projections 
des  chemins  OM  et  OPM  sur  les  axes  de  coordonnées  donnent 

/   ra'  =  /Va  +  PX, 
(16)  rp'=Vp  +  PH;, 

(    rT;r=VT+pv. 

Comparant  avec  les  équations  (i  i)  dans  lesquelles  on  remplacera 
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x,  y,  z  par  /-a',  r$\  ry'  et  A  par  V,  il  en  résulte 

Ba 


PX  = 


(l7)  /    p(J.=: 


V2  —  a* 

Bft 

V2—  b2 


pv- 


I 

a 

K 

V2 

— 

a1 

1 

? 

K 

V2 

— 

ir~> 

1 

Y 

V2— c2       K  V2- -c2 

On  voit,  d'après  les  équations  (7),  que  les  directions  "k,  u,  v  et 
/,  /??,  /z  sont  parallèles.  La  projection  PMdu  rayon  OM  sur  le  plan 
de  l'onde  est  donc  parallèle  à  l'axe  correspondant  de  l'ellipse 
d'intersection  E  de  l'ellipsoïde  de  polarisation.  Par  suite,  le  plan 
de  vibration  d'une  onde  plane,  ou  du  rayon  correspondant,  est 
le  plan  projetant  du  rayon  sur  l'onde. 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (17)  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
on  a,  en  tenant  compte  de  (10), 

,_JLK_  J_ 
P  "  K2  V  _KV' 


(18) 


P2    -       L(V2-^)2^(V2-^)^(V2-c2)2J 


L'angle  s  du  rayon  OM  avec  la  normale  OP,  ou  V angle  de  con- 
jugaison, est  donc 


(l9)        COt2S 


^ 


p2         L(V*-«T      (V2-^2)2      ( 


Quand  on  se  donne  la  direction  a,  p,  y  d'une  onde  plane,  les 
vitesses  de  propagation  Vfl  et  V2,  qui  sont  les  inverses  des  axes 
de  l'ellipse  correspondante  dans  l'ellipsoïde  de  polarisation,  sont 
déterminées  par  l'équation  (6  ).  On  en  déduira  p2,  puis  r-= V2-hp2 
et  enfin  la  direction  a' ',  fi7,  y'  du  rayon  par  les  équations  (16). 

Les  plans  de  vibration  des  deux  ondes  correspondant  à  la  même 
direction  sont  rectangulaires. 

Inversement,  si  l'on  connaît  la  direction  <x! ,  (37,  y'  d'un  rayon 
OM  {Jig.  173),  on  déterminera  à  l'aide  de  la  surface  d'onde  réci- 
proque S',  c'est-à-dire  par  l'équation 

Jï  R'2  „'2 

(20) 


U2-A       U2-^       U2-~ 
a2  &2  c? 
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les  distances  normales  U,  =  OP',  et  U2  =  OP2  aux  plans  tangents 

correspondants,  c'est-à-dire  les  vitesses  rt  =  jy  et  r2=  jt-  des 

deux  rayons  qui  se  propagent  suivant  la  même  droite;  leurs  plans 
de  vibration  OP',M',  et  OP2M'2  sont  encore  rectangulaires. 

Fig.  i73. 


Enfin  les  points  de  contact  M\  et  M.,  des  plans  tangents  à  la 
surface  S'  qui  sont  perpendiculaires  à  la  droite  OM  déterminent 
les  normales  r\=  OM',  et  r'2=  OM'2  aux  ondes  planes  correspon- 
dantes et  leurs  vitesses  de  propagation  Y]=  —,  V2  =  —• 

A  toute  propriété  de  la  surface  S  relative  aux  ondes  planes  cor- 
respond ainsi  une  propriété  de  la  surface  réciproque  Sr  relative 
aux  rayons,  et  inversement. 

345.  Réfractions  coniques.  —  Gomme  on  l'a  vu  déjà  (340),  les 
ondes  parallèles  aux  plans  cycliques  de  l'ellipsoïde  de  polarisation 
ont  la  même  vitesse  de  propagation  V  =  b. 

Si  l'on  prend  l'équation  de  la  surface  d'onde  sous  la  forme  (i4)"> 
les  points  pour  lesquels  le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe  des  jk 
s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  partielle  du  premier 
membre  par  rapport  à  y,  ce  qui  donne 

2/[6202  +  724-s2)  —  62(c2+rt2)  -f-«2^24-^2/2+c2^2]  =  o. 

En  dehors  de  la  solution  y  =  o  qui  correspond  aux  points  situés 
dans  le  plan  des  xz,  lesquels  satisfont  évidemment  au  problème, 
cette  équation  représente  un  ellipsoïde  et  peut  s'écrire  sous  la 
forme 

|{a&'(*»+j«  +  *,)-6»(e»+«')] 

j  +[(ai-b°-)x*-—(b1—c,-)z"-]=zo. 
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11  est  manifeste  que  cet  ellipsoïde  a  les  mêmes  plans  cycliques 
que  l'ellipsoïde  de  polarisation  (3)'.  Les  ondes  planes  parallèles 
aux  plans  cycliques,  et  dont  l'équation  est 

(22)  x\]al  —  b'l±  z\Jb2  —  c2  =  b\Jal  —  c2, 

coupent  l'ellipsoïde  (21)  suivant  une  circonférence;  la  courbe  de 
contact  avec  la  surface  d'onde  est  donc  circulaire. 

Pour  avoir  l'équation  du  cône  qui  passe  par  la  courbe  de  contact, 
il  suffit  de  combiner  (21)  et  (22)  de  manière  à  obtenir  une  fonc- 
tion homogène  par  rapport  aux  coordonnées. 

L'équation 

{b--^a2)x2  -+-  2  b2f2-+-  (è2+  c2);-=^+C'  (x  \/a2-b2±iz  sjb2  -  c2)1 


représente  deux  cônes  à  section  droite  elliptique  pour  lesquels  le 
plan  des  xz  est  un  plan  de  symétrie. 

Quand  on  y  fait  y  —  o,  le  rapport  —  représente  la  tangente  de 

l'angle  de  Taxe  des  z  avec  l'une  des  génératrices  du  cône  situées 
dans  le  plan  de  symétrie. 

Si  l'on  considère  seulement  les  valeurs  positives  de  ce  rapport 
qui  correspondent  aux  directions  situées  dans  l'angle  xOz, 
l'équation  qui  en  résulte 

a2(b2  —  c2)/^V  —  («*  +  c*)  \/{a-—  b2){b2  —  c2)*  4-  ca-(a2  —  b2)  =  o, 


x    _  a2-i-c2±(a2  —  c2)      /a2—b2 
~  V   b2  —  c2 


ia~ 


détermine  les  deux  angles  G  et  D  de  l'axe  optique  01  {Jig-  174) 
et  de  la  droite  OJ  avec  l'axe  des  z.  On  a  donc 


la2—b2 


b2—  c-  .     n        a-—  b~ 

tangC  =  4/— -,  COs-C  =  — ■•>  sin2C  =  - ; 

a- — cl  a-  —  c- 


b2 
tai 


_,        cz       laL—bz        cl 
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L'angle  20  =  G  —  D  du  cône  est 

tang2cp  =  — p—  tangC  —  * — ^ *- 

L'axe  optique  01  de  la  surface  d'onde  S  passe  par  l'ombilic  Q' 
de  la  surface  d'onde  réciproque  S',  puisqu'à  une  seule  valeur  de 
V  correspond  une  seule  valeur  de  r' . 

De  même,  l'axe  optique  OF  de  la  surface  d'onde  Sr  passe  par 
l'ombilic  Q  de  la  surface  S. 

Les  angles  G'  et  D'  que  font  avec  l'axe  Oz  les  droites  01'  et  OJ' 
aboutissant  aux  points  de  contact  du  plan  tangent  singulier  à  la 
surface  d'onde  S'  s'obtiendront  en  remplaçant  les  longueurs  a,  b 
et  c  par  leurs  inverses  dans  les  expressions  relatives  aux  angles  G 
et  D.  On  a  ainsi 


„.       c       la1 —  h-        c 

tangC'^-i/- =  - 

a  \    b-  —  c1        a 


tangC, 


ci  et 

tangD'=  —  tangC'  =  -  tangC, 

et  l'angle  2<p'  —  D'—  G'  du  cône  I'OJ'  est 

tang2cp;— —  tangG'=  —r  \]{a%—  b'l){b'l  —  cl). 

Lorsque  le  cristal  est  placé  dans  un  milieu  isotrope,  les  ondes 
perpendiculaires  à  l'axe  optique  émergent  dans  une  direction 
unique  qui  est  celle  des  axes  optiques  extérieurs.  Si  la  surface 
de  séparation  est  un  plan  perpendiculaire  à  la  bissectrice  Oz  des 
axes  optiques  et  que  n  soit  l'indice  de  réfraction  du  milieu  exté- 
rieur, l'angle  2 G,  des  axes  optiques  extérieurs  est  donné  par  la 
condition 


1    .    n        1  .    la1—  b'2 
n  sinu,  —  T  sinU  =  T 
b  b 


\/% 


Il  peut  arriver,  en  particulier  quand  l'angle  C  est  supérieur  à  45°, 
que  l'angle  G,  soit  imaginaire;  il  est  alors  plus  avantageux  d'ob- 
server la  direclion  des  axes  optiques  extérieurs  sur  une  lame  per- 
pendiculaire à  la  bissectrice  Ox.  En  appelant  A  l'angle  de  l'axe 
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optique  01  avec  celte  bissectrice,  on  a 

b2  —  c- 
sin2A  =  cos2C 


^ 


a- —  c- 


et  l'angle  d'incidence  A,  de  l'axe  optique  extérieur  est 


n  sin  A,—  -  sin  A 
b 


i      /b*  —  c2 

1)  y    a1  —  c2 


Si  un  rayon  de  lumière  tombe  sur  le  cristal  dans  la  direction  ex- 
térieure de  Taxe  optique,  les  rayons  réfractés  dans  le  cristal  for- 
ment un  cône  circulaire  IOJ;  c'est  le  phénomène  de  la  réfraction 
conique  intérieure.  L'axe  optique  01  est  appelé  quelquefois  l'axe 
de  réfraction  conique  intérieure. 


Fii 


*T*> 


Inversement,  si  un  rayon  intérieur  est  parallèle  à  la  direction 
OQ  de  l'ombilic,  les  normales  aux  ondes  planes  correspondantes 
sont  les  génératrices  du  cône  circulaire  FOJ7  relatif  à  la  surface 
d'onde  réciproque  S',  et  les  rayons  réfractés  forment  un  cône  cor- 
respondant; c'eslla  réfraction  conique  extérieure.  "L'axe  de  cette 
réfraction  conique  est  l'axe  optique  01' de  l'onde  réciproque. 

Ces  propriétés  curieuses  de  la  surface  d'onde  ont  été  décou- 
vertes par  Hamilton  (*). 

Gomme  le  plan  de  vibration  passe  toujours  par  le  rayon  et  la 
normale  à  l'onde  plane  correspondante,  si  l'on  considère  sur  une 
sphère  la  circonférence  IJ  (fig-  îr]5)  qui  représente  les  rayons  de 


(l)  Sir  W.  Hamilton,  Irish  Trans.,  t.  XVII,  p.  i32 
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réfraction  conique  intérieure,  le  plan  de  vibration  d'un  rayon  M 
passe  par  Taxe  optique  01  (Jig.  174)  et  son  plan  de  polarisa- 
tion par  la  droite  OJ  diamétralement  opposée,  qui  correspond  au 
deuxième  point  de  contact  du  plan  tangent  singulier  dans  le  plan  des 
axes.  Lorsque  le  rayon  M  décrit  la  circonférence  IJ,  le  plan  de 
vibration  tourne  de  1800  autour  de  l'axe  optique  01  et  le  plan  de 
polarisation  tourne  de  1800  autour  de  la  droite  OJ. 

Fig.   i75. 


De  même,  pour  les  ondes  planes  qui  correspondent  au  rayon 
intérieur  OQ,  les  plans  de  vibration  passent  par  l'axe  optique  OF 
de  l'onde  réciproque  et  les  plans  de  polarisation  par  la  droite  OJ'; 
cette  polarisation  se  retrouve  dans  la  réfraction  conique  extérieure. 

346.  Direction  de  la  vibration  par  rapport  aux  axes  op- 
tiques. —  La  vibration  est  évidemment  définie  par  les  angles  que 
fait  la  normale  aux  ondes  avec  les  axes  optiques.  Soient 

OL  et  OIo  {fig-  lr]§)  les  axes  optiques; 

ON  la  normale  à  une  onde  plane  P; 

E  l'ellipse  d'intersection  de   l'ellipsoïde  de  polarisation  par  un 

plan  parallèle  à  l'onde  ; 
Ci  et  G2  les  circonférences  d'intersection  du  même  ellipsoïde  par 

des  plans  perpendiculaires  aux  axes  optiques  01,  et  0I2. 

Les  rayons  vecteurs  0D,?  0D2  des  points  d'intersection  Dt  et 
D2  de  ces  circonférences  avec  l'ellipse  E  sont  égaux  entre  eux  et 

à  -•>  puisqu'ils  sont  les  rayons  des  cercles  G,  et  G2.  L'axe  OA  de 

l'ellipse  E  est  donc  bissectrice  de  l'angle  D,  0D2. 

Soient  OF,  et  0F2  les  intersections  des  plans  NOI,  et  NOT2 
avec  le  plan  de  l'ellipse  E. 


DOUBLE     RÉFRACTION.  5~3 

La  droite  OD, ,  étant  perpendiculaire  aux  droites  ON  et  OI4 ,  est 
perpendiculaire  au  plan  NOI<  et,  par  suite,  à  la  droite  OF{;  de 
même  OD2  est  perpendiculaire  à  OF2.  Les  angles  D,OF1  et 
DoOFo  étant  droits,  les  angles  D2OF,  et  D(OF2  sont  égaux, 
ainsi  que  les  angles  AOF,  et  AOF2. 


Les  plans  de  vibration  NOA  et  NOB  des  deux  ondes  normales  à 
ON  sont  donc  bissecteurs  des  deux  plans  NOI,  et  NOI2,  c'est- 
à-dire  des  plans  qui  passent  par  la  normale  ON  et  les  axes  op- 
tiques, ou  les  axes  de  réfraction  conique  intérieure. 

Si  l'on  considère,  au  contraire,  les  rayons  dirigés  suivant  une 
droite  OM  (fig>  177)?  on  sait  que  le  plan  de  vibration  est  le  même 
que  pour  une  onde  plane  P',  perpendiculaire  à  cette  droite,  par 
rapport  à  la  surface  d'onde  inverse  S'. 


Les  plans  de  vibration  des  deux  rayons  sont  donc  bissecteurs 
des  plans  MOI',  et  MOI!,,  c'est-à-dire  des  deux  plans  qui  passent 
par  la  direction  des  rayons  et  par  les  axes  de  réfraction  conique 
extérieure. 
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347.  Vitesse  de  propagation  d'une  onde  en  fonction  des 
angles  de  sa  normale  avec  les  axes  optiques.  —  En  chassant 
les  dénominateurs  dans  l'équation  (6),  elle  devient 

ou,  remplaçant  (32  par  i  —  a2 —  y2, 


(23)' 

On  peut  exprimer  les  cosinus  a,  [3  et  y  en  fonction  des  angles 
0,  et  92  que  fait  la  normale  ON  (fi g*  176)  à  l'onde  avec  les  axes 
optiques  01,  et  0I2.  Désignant  par  a,  et  y, ,  — a,  et  y,  les  cosinus 
directeurs  des  axes  optiques  01,  et  OL,  on  a 


2        a2-b2 

ar  =  — ?> 

a- — c- 

2       62-c2 

ri"«2-c2' 

cosOi  =  H-  aat  -+-  yYu 

cos8!+  cos62  =  2yyi? 

cos62  —  —  aat  -+-  YYi  '1 

COSO,  —  COs62  =  2aat  ; 

ar  suite 

j    /cosB,  —  cosQ,\2 

«2 — c2   /cosO, —  cosO,' 

V 

u2 

=  «(       ■      ")- 

a-  —  b2  \            2 

r 

1    /cosO,  -h  cosO.A2 

a2—  c2  /cosO,-+-  cos(),N 

\2 

t 

"ïîV                 2                 )- 

b2  —  C2    V                  2 

) 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (23)',  il  en  résulte 
V*_  V2[a24-c2H-(a2—  c^cosôicose,,] 

H-  «2c2  4-  a  ~°   [^(cosej  4-  cos02)2  —  c2(cos61  —  cosG2)2]  =  o. 

4 

Le  terme  constant  peut  s'écrire 

«2c2-h  ^a  ~~C  '   (cos2614-cos262)+  n'~c   cosqi  coso2. 

L\  2 

La  quantité  qui  se  trouve  sous  le  radical  dans  les  valeurs  des  racines 
de  cette  équation  est  un  carré  parfait,  car  elle  se  réduit  à 

(a2—  c2)2(i  4-  cos201  cos262— cos201—  cos202)=  (a2—  c2)2  sin201  sin262. 


DOUBLE    RÉFRACTION.  5j5 

On  a  donc 

2  V2=  «2+c2+  (a2 —  c2)  cosO,  cosQ2:±  (a2  —  c2)  sinOt  sin02 
=  a2  4-  c2-h  (a2—  c2)  cos(0,  zp  02). 

Les  vitesses  V,  et  V2  relatives  à  cette  direction  donnent  alors 

\  V2—  V2  =  (a2—  c-)  sinO,  sin02, 

)   Vf  +  V2 =  a2 4-  c2+  (a2  —  c2)  cosOl  cos02. 

34-8.  Vitesses  de  propagation  suivant  les  rayons.  —  En  ap- 
pelant O'j  et  9'2  les  angles  d'un  rayon  avec  les  axes  de  réfraction 
conique  extérieure,  ouïes  axes  optiques  de  la  surface  d'onde  réci- 
proque, U  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  par  rapport  à  cette 
surface  d'onde  et  remarquant  que  U/'  =  i,  on  peut,  dans  les  valeurs 

précédentes,  remplacer  V  par  -  et  les  longueurs  a  et  c  par  leurs 
inverses  ;  il  en  résulte 

^  =  -,  +  -.+  (-,--,)  «>.(«;*•',), 

r-        a-        c-        \a-        c1  l         l 


(25) 


(—  —  —-—[-— )  sinô'  sin6' 
r\        ri        \a2       c*J 

k 


r  i         i         i        /  i         i   , 

-r  =  —2  +  —  -+-     — 2    cos6,  cos6,. 

/-,         r;        a2        c1         \a2        c2  ' 


On  retrouverait  évidemment,  comme  cas  particuliers,  les  ré- 
sultats connus  pour  les  cristaux  à  un  axe. 

En  faisant,  par  exemple,  c  =  b,  les  deux  axes  optiques  se  con- 
fondent avec  la  droite  Ox  et  l'on  a 

(24)'  V"2—  V'2^-  {a2—  b2)  sin20, 

(-)'  £  =  £+(£_.!}  .in-*. 

Si  l'on  fait,  au  contraire,  b=  a,  les  deux  axes  optiques  se  con- 
fondent avec  la  droite  O^. 

349.  Signes  des  cristaux  à  deux  axes.  —  Pour  trouver  dans 
les  milieux  à  deux  axes  quelque  phénomène  comparable  à  ceux 
qui  servent  à  distinguer  les  deux  espèces  de  cristaux  à  un  axe,  il 
faut  examiner  la  manière  dont  varie  la  vitesse  de  propagation  d'une 
onde  plane  qui  reste  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  symétrie. 
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Si  l'onde  considérée  est  d'abord  perpendiculaire  à  l'axe  moyen 
Oy  et  qu'on  l'incline  en  la  laissant  parallèle  à  0,3,  l'un  des  rayons 
est  ordinaire  et  sa  vitesse  c  est  inférieure  à  celle  du  rayon  extraor- 
dinaire ;  l'inverse  a  lieu  si  l'onde  reste  parallèle  à  Oi,  puisque  la 
vitesse  a  du  rayon  ordinaire  est  plus  grande  que  celle  du  rayon  ex- 
traordinaire. La  droite  Oy  ne  présente  donc  aucune  analogie  avec 
les  directions  particulières  des  cristaux  à  un  axe. 

Si  l'onde  est  parallèle  à  l'axe  moyen  Oy,  la  vitesse  b  du  rayon 
ordinaire  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  du  rayon  extra- 
ordinaire, suivant  les  cas,  puisque  le  cercle  et  l'ellipse  se  coupent 
dans  la  section  principale  correspondante  de  la  surface  d'onde. 

Supposons  maintenant  que  l'onde,  étant  d'abord  perpendiculaire 
à  O^,  reste  parallèle  à  0«r,  la  vitesse  a  du  rayon  ordinaire  est  tou- 
jours plus  grande  que  celle  du  rayon  extraordinaire  et  leur  diffé- 
rence va  croissant  avec  l'inclinaison  ;  la  direction  O z  est  donc  com- 
parable avec  celle  de  l'axe  dans  les  cristaux  à  un  axe  positif. 

Si  l'onde,  d'abord  perpendiculaire  à  Ox,  reste  parallèle  àO:, 
la  vitesse  c  du  rayon  ordinaire  est  cette  fois  inférieure  à  celle  du 
rayon  extraordinaire,  et  leur  différence  croît  avec  l'inclinaison; 
par  suite,  la  direction  Ox  est  comparable  à  celle  de  l'axe  dans  les 
cristaux  négatifs  à  un  axe. 

On  peut  ainsi  considérer  la  bissectrice  Oz  des  axes  optiques 
comme  positive  et  la  bissectrice  Ox  comme  négative.  On  dit  alors 
que  les  cristaux  à  deux  axes  sont  positifs  ou  négatifs  suivant  que 
la  bissectrice  de  l'angle  aigu  des  axes  optiques  est  positive  ou 

négative,  c'est-à-dire  qu'elle  coïncide  avec  l'axe  maximum  -  ou 

avec  l'axe  minimum  -  de  l'ellipsoïde  de  polarisation. 

a  l  L 

Dans  les  cristaux  positifs,  l'angle  G  des  axes  optiques  avec  la 
droite  Oz  doit  être  plus  petit  que  4^°  et  l'on  a 

a1-  b*<b2  —  c\ 

Les  cristaux  sont  donc  positifs  ou  négatifs  suivant  qu'ils  satis- 
font à  l'une  ou  l'autre  des  conditions 

c'est-à-dire 

i  +  JL<i.. 

11':        ni  >nî 
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350.  Différence  de  marche  des  ondes  planes.  —  Supposons 
qu'une  onde  plane  tombe  sur  une  lame  perpendiculaire  à  l'axe 
positif  du  cristal.  Appelons  i  l'angle  d'incidence,  <p  l'angle  du 
plan  d'incidence  avec  le  plan  zx  des  axes,  /•  l'angle  de  la  normale 
à  l'une  des  ondes  réfractées  avec  la  normale  à  la  lame,  et  posons 

.    .       sinr 
p  -=  sinj  =  — —  , 


cosr 

T"' 


d'où  il  résulte 


f2  =  «2+p2- 


Les  cosinus  directeurs  a,  j3  et  y  de  la  normale  à  l'onde  sont  alors 

a  =  sinr  cos©  =  p  V  cos©, 
(3  —  sin  r  sin  ©  —  pV  sin©, 
Y  =  cos/'  =  u  V. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (23),  après  l'avoir 
divisée  par  V4,  elle  devient 

(h2  4-  p2)[c2p2(62  cos2©  4-  «2  sin2©)  +  a2£2w2] 

=  p2(&2  cos2©  -i-  «2  sin2o)  4-  c2p24-  (a2  4-  b2)u-  —  ], 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  u  et  posant 

c'2  =  62  cos2©  4-  a2  sin2©, 
a2ô2tt4—  a»  [a1 -+-&*  —  p2(c2c'24-a262)]  -h  (i  —  p2c2)(i  — p2c'2)  —  o. 

La  quantité  qui  se  trouvera   sous   le  radical  dans  l'expression 
des  racines  est 

P2=(«2_£2)2_  2p2[(a24-&2)(cV24-  «262)  —  2«262(c2+c'2)] 
4-  p4(c2c/2 —  a2b'2)-; 

par  suite 

(20)  a2u-tr= ! 


On  pourra  ainsi  calculer  les  valeurs  u'  et  u"  des  racines  et  déter- 
iner  la  différence  de  marche  A  =  e(u' —  u")  relative  à  l'épaisseur 
M.  -  I.  3? 
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e  de  la  lame  (51).  On  a  d'ailleurs 

a?b*(u'*—  ///2)  =  P. 

Lorsque  l'angle  d'incidence  est  assez  petit  pour  que  les  ternies 
en  p4  soient  négligeables,  on  peut  écrire 

J     £Z~ C/~ O     : — • 


La  somme  u' -\-  u"  différant  très  peu  de  sa  valeur  relative  à  l'in- 

•  i                       1     '         l         a  -\-b  ,  o  7  •>  /   /        // 

cidence  normale  — \~  -  =  — ,  on  peut  remplacer  a2  b-{ii  -\-u  ) 


a        b  ab 

-X-  h\  — 

a  —  b 


in                        1    t^             7/          7\        ab(a- — b2) 
dans  1  expression  de  P  par  au  [a  -h  b)  =  — -  — ;  par  suite 


Ai         1     _    2  («*-+- b2)(c*-c'*-+- a*  b*)  —  2a2 b2(c2 -{- c'2) 
ë~~~b~a~p~~  ab{a  -i-  b)(a'2—  b2) 

Si  le  plan   d'incidence  est  parallèle  au  plan  zx  des  axes,  on  a 
sin  0  =  0,  c'-  —  b2,  et 


A 

e 

1 
—  b  ' 

1 
a 

,b(a2 
P     a  (a 

+ 

— 

1 
b 

ou 

sensibl 

ement 

A          1 

1 

1              a  h-  c   l  1         1  \ 
&c r p2 


1  '   «    2 


(27)  -  =  - c2 

7  '  e        b        a  \c       a 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  que  l'on  trouverait  directe- 
ment par  la  section  principale  de  la  surface  d'onde  dans  le  plan 
des  zx.  On  aurait,  en  effet, 

a?  cos2r  -1-  c2  sin2r         „    „,        ,  „ 


V"2 
ce  qui  donne,  pour  des  angles  d'incidence  très  petits, 


1        b 


a        ici 


(27)'  u' —  u    =  7 — p 

x    J  '  b        a         2    V  c-        a  * 
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Les  expressions  (27)  et  (27)'  sont  équivalentes  au  degré  d'ap- 
proximation adopté;  car,  si  l'on  pose 


b        1 

e2        a 

ab  —  c2 

■(î-y 

2c(a  —  c  ) 

•"Ci 

2    . 

«     -  y 

<7  —  C    \(' 

il  en  résulle 

25 


On  voit  que  cette  quantité  £  est  très  petite,  puisque  les  rapports 

-et  -  sont  l'un  plus  grand  et  l'autre  plus  petit  que  l'unité. 

Il  suffira  de  permuter  les  lettres  dans  les  expressions  (26)  et 
(27)  pour  obtenir  les  valeurs  relatives  à  une  lame  parallèle  à  l'un 
quelconque  des  plans  de  symétrie. 


VÉRIFICATIONS    EXPÉRIMENTALES. 

351.  Expériences  de  Wollaston  et  de  Malus.  —  Le  procédé 
employé  par  Wollaston  consistait  à  mesurer  les  angles  sous  les- 
quels se  produit  la  réflexion  totale  du  rayon  ordinaire  et  du  rayon 
extraordinaire  dans  le  spath  d'Islande.  En  mettant  successivement 
le  cristal  en  contact  avec  différents  liquides,  il  obtint  un  grand 
nombre  de  résultats  conformes  à  la  construction  d'Huygens. 

Quelques  années  après,  Malus  (')  eut  recours  à  des  méthodes 
plus  précises.  Le  cristal  étant  taillé  en  prismes  parallèles  à  l'axe,  il 
vérifia  d'abord  que  les  indices  de  réfraction  des  rayons,  mesurés 
par  le  minimum  de  déviation,  conservent  les  mêmes  valeurs,  quel 
que  soit  l'angle  du  prisme.  Dans  ce  cas,  les  deux  rayons  suivent 
donc  la  loi  de  Descartes. 

Une  seconde  méthode,  d'un  caractère  plus  général,  est  fondée 
sur  l'emploi  de  cristaux  à  faces  parallèles,  comme  sont  les  rhombes 
de  spath  obtenus  par  clivage. 

Sur  une  plaque   de  cuivre.   Malus   trace  un  triangle  rectangle 


(1)  Malus,  Théorie  de  la  double  réfraction.  Paris,  1810.  —  Mémoires  des  sa- 
vants étrangers,  t.  II,  p.  3o3  ;  1810. 
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ABC  {fig.  178)  dans  lequel  les  côtés  AB  et  BG  de  l'angle  droit, 
qui  sont  dans  le  rapport  de  10  à  1,  sont  divisés  en  parties  d'égale 
longueur.  Une  plaque  de  spath  d'épaisseur  e  étant  placée  sur  ce 
triangle,  on  aperçoit  au  travers  du  cristal  deux  images  abc,  a' b' c' 
du  triangle,  sur  lesquelles  un  point  M  est  commun  à  la  diagonale 
a'  c'  du  second  triangle  et  au  côté  ab  du  premier.  Les  divisions 
correspondantes  des  deux  droites  font  ainsi  connaître  les  points  M' 
et  M"  du  triangle  primitif  dont  les  rayons  M'O  et  M"0,  Tun  ordi- 
naire et  l'autre  extraordinaire,  aboutissant  au  point  O,  émergent 
suivant  la  même  direction  OS.  Un  rayon  extérieur  SO,  marchant 
en  sens  contraire,  donnerait  deux  rayons  réfractés  OM'  et  OM" 
aboutissant  aux  points  M'  et  M."  du  triangle  ABC. 

Fier.  1-8. 


Le  cristal  avec  la  plaque  de  cuivre  est  posé  sur  une  plate-forme 
horizontale,  qui  peut  tourner  autour  d'un  axe  vertical,  et  l'on  vise 
avec  une  lunette  mobile  dans  un  plan  vertical.  Deux  fils  croisés 
ou  deux  traits  sur  la  face  supérieure  permettent  de  déterminer  le 
point  O  d'incidence  et  l'on  règle  l'appareil  de  façon  que  ce  point 
soit  sur  l'axe  de  la  plate-forme,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier.  On 
peut  ainsi  marquer  le  pied  IN  de  la  normale  au  point  O  d'incidence 
et,  comme  l'un  des  rayons  est  ordinaire,  la  trace  NM7  du  plan  d'in- 
cidence passe  par  le  point  M'.  Les  trois  points  N,  M7  et  M"  déter- 
minent complètement  la  marche  des  deux  rayons. 

L'angle  i  d'incidence  extérieure  est  donné  par  l'inclinaison  de 
la  lunette  sur  la  verticale.   L'angle  de  réfraction  du  rayon  ordi- 
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naire  étant  i'  1  on  a 


si  ru 
NM'  =  etdj\zi'—e 


■» 


\l  n'1  —  sin2f 


Si  l'on  suppose  connu  l'indice  ordinaire  n',  cette  expression 
donnera  la  distance  M'N  et,  par  suite,  le  point  N-,  dans  le  cas  con- 
traire, on  a 


£i  =sin»i/iH- 


M'N 


D'autre  part,  l'angle  i{  du  rayon  extraordinaire  avec  la  normale 
est  donné  par  la  relation 

tang;t  =  ; 

son  azimut  cp,  par  rapport  au  plan  d'incidence  est  l'angle  M"NM'. 

Malus  rapportait  l'ellipsoïde  de  réfraction  extraordinaire  à  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires,  dont  l'un  était  la  normale  à 
la  lame  et  un  autre  la  projection  de  l'axe  sur  la  surface.  On  peut 
alors  traduire  algébriquement  la  construction  d'Huygens  et  cal- 
culer tous  les  éléments  qui  définissent  le  rayon. 

La  marche  suivante  conduirait  au  même  résultat.  Les  angles  <p 
et  v{>  (ol  )  qui  définissent  la  direction  de  l'axe  par  rapport  au  plan 
d'incidence  étant  donnés,  l'angle  9  du  rayon  extraordinaire  avec 
l'axe  satisfait  à  l'équation 

cosô 

-— -  =  u  cos^  -h  sin^  cosep  sin  i. 

En  représentant  par  ■=  le  second  membre  de  cette  équation,  qui 

est  déterminé  par  les  données  de  l'expérience  et  la  valeur  de  u", 
on  a  successivement 

Y"2  —  h2  cos26  =  If-  cos26  -h  ce  sin2 6, 


\"- 


Cl' 

a1  h1 


tt»H-As—  ba- 
sini" -=.  Y"  sin/. 
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En  représentant  ces  directions  sur  une  sphère  {Jig-  179)  qui  a 
pour  centre  le  point  d'incidence,  N  sera  la  normale  à  la  plaque, 
A  l'axe  du  cristal,  P  la  normale  à  l'onde  extraordinaire,  NP  le 
plan  d'incidence,  'j»  et  o  les  angles  qui  définissent  la  direction  de 
l'axe,  M"  le  rayon  extraordinaire,  cp,  son  azimut,  t,  =NM"  et 
s  =  M;/P  les  angles  qu'il  fait  avec  la  normale  à  la  plaque  et  la  nor- 
male à  l'onde. 

Fig.  179. 

A 


En  appelant  9'  l'angle  9  ~j-  s  du  rayon  avec  l'axe,  on  peut  cal- 
culer l'angle  e  soit  par  l'ellipsoïde  d'Huygens,  soit  par  l'ellipsoïde 
inverse  pour  lequel  M!f  et  P  seraient  respectivement  les  directions 
de  la  normale  à  l'onde  et  du  rayon  dans  le  phénomène  corrélatif. 
On  a  ainsi 

(a%—  //2)  tangO  _         (a2—  b2)  tango' 


tang£_   62  +  «Hang2Q 


az 


b2  tang28' 


ou 


tan  g  6' 


a- 

-  tango. 


Enfin  les  angles  iK  et  es,  seront  déterminés  par  les  relations 

cosj7/ =:  costj;  cos6  -t-sin<li  sinÔ  cosA, 
cos^  =  cos'h  cosô'  +  sin^  sinô'cosA, 
coss  =  cosii  cosi"  -h  sinij  sini"  cos^. 

On  pourra  ainsi  vérifier  si  les  valeurs  des  angles  i{  et  <p,  con- 
cordent avec  celles  qui  sont  déduites  des  observations.  Le  rayon 
vecteur  r'f  correspondant  au  point  M."  est  d'ailleurs 

COS£ 


On  choisit  de  préférence  des  cas  particuliers  dans  lesquels  l'ob- 
servation  et  le  calcul  sont  plus   faciles.   On   peut  toujours,    par 
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exemple,  faire  passer  le  plan  d'incidence  par  le  côté  AB  du  triangle. 
Si  ce  plan  est  une  section  principale,  les  points  M'  et  M"  sont  situés 
tous  deux  sur  le  même  côté  AB. 

Pour  les  autres  cristaux.  Malus  s'est  borné  à  la  mesure  des  in- 
dices principaux  par  la  première  méthode,  considérant  toujours  le 
plus  réfracté  comme  ordinaire,  de  sorte  que  l'existence  de  deux 
espèces  de  cristaux  à  un  axe  lui  a  échappé. 

3o2.  Expériences  de  Biot.  — ■  Biot  (')  reconnut  d'abord  que, 
pour  une  même  incidence,  le  rayon  qui  se  rapproche  le  plus  de 
Taxe  dans  le  quartz  est  extraordinaire  et  établit  la  distinction  des 
cristaux  attractifs  et  répulsifs.  Il  a  employé  ensuite  (2),  pour 
l'étude  du  quartz,  une  méthode  analogue  à  celle  de  Malus,  mais  eh 
utilisant  des  lames  prismatiques,  parce  que  la  double  réfraction 
est  beaucoup  plus  faible. 

Le  cristal  est  porté  par  un  support  horizontal  H  mobile  le  long 
d'une  règle  graduée  CX  {fig.  180)  en  face  de  laquelle  se  trouve 
une  seconde  règle  graduée  GY  perpendiculaire  à  la  première. 

Fig.  180. 


A 

/$ 

-^       1     i 

Si  les  deux  réfractions  ont  lieu  dans  le  plan  des  règles,  on  vise 
à  l'œil  les  divisions  M'  et  M"  dont  les  images  se  superposent.  Un 
repère  placé  en  O  sur  la  face  antérieure  du  prisme  donne  le  point 
d'incidence  des  rayons  SO  dont  les  rayons  réfractés  aboutissent 
aux  divisions  M7  et  M". 

Les  positions  des  points  M',  M"  et  du  pied  N  de  la  verticale  au 
point  O  déterminent  tous  les  éléments  du  problème. 


(')  Biot,  Mém.  de  la  première  classe  de  l'Institut,  t.  XIII,  p.  i;  1812. 
{')  Biot,  Mém.  de  l'Acad.  des  Sciences,  t.  III,  p.  177;  1819. 
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Pour  déterminer  les  deux  indices  principaux,  Biot  employait  un 
simple  prisme,  mais  la  dispersion  chromatique  ne  permet  alors 
d'utiliser  que  des  angles  très  petits.  Dans  la  plupart  des  cas,  le 
prisme  de  quartz  était  achromatisé  par  un  prisme  de  verre,  de 
manière  que  les  faces  d'entrée  et  de  sortie  des  rayons  dans  le  sys- 
tème fussent  sensiblement  parallèles;  on  peut  alors  opérer  avec 
des  angles  quelconques.  En  maintenant  toujours  la  réfraction 
ordinaire  dans  le  plan  des  règles,  il  peut  arriver  que  la  réfraction 
extraordinaire  ait  lieu  latéralement.  Biot  plaçait  alors,  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  règle  CX,  une  seconde  règle  Y;  à  laquelle 
on  donnait  une  inclinaison  convenable  pour  que  son  image  extra- 
ordinaire vînt  se  superposer  à  l'image  ordinaire  de  la  règle  Y.  Les 
expériences  ont  été  extrêmement  variées;  il  ne  paraît  pas  utile  de 
les  discuter  dans  le  détail,  parce  que  les  méthodes  actuelles  com- 
portent une  précision  beaucoup  plus  grande. 

Biot  s'est  attaché  surtout  à  mesurer  l'angle  des  deux  rayons  ré- 
fractés qui  lui  donnait  la  différence  de  leurs  vitesses,  dans  l'hypo- 
thèse de  l'émission.  Il  a  vérifié  ainsi  que  le  carré  de  la  vitesse  du 
rayon  extraordinaire  varie  comme  le  sinus  carré  de  l'angle  que 
fait  ce  rayon  avec  l'axe;  c'est  l'équation  (24)  du  n°  347  convena- 
blement interprétée. 

Enfin  Biot  a  constaté  également  que  la  réflexion  intérieure  est 
conforme  à  la  règle  d'Huygens. 

Si  l'on  veut  soumettre  le  phénomène  à  une  discussion  rigou- 
reuse, il  est  nécessaire  de  rapporter  les  mesures  à  la  lumière  ho- 
mogène, et  la  considération  des  ondes  planes  conduit  à  une  mé- 
thode de  calcul  beaucoup  plus  simple.  Nous  examinerons  ce 
problème  d'une  manière  spéciale. 

353.  Réfraction  dans  un  prisme  anisotrope.  —  Il  est-  clair 
que,  dans  les  cristaux  à  un  axe,  le  rayon  ordinaire  se  comporte 
comme  si  le  milieu  était  isotrope  et  que  la  déviation  produite  par 
un  prisme  est  indépendante  de  la  direction  de  l'arête  réfringente. 
C'est  ainsi  qu'utilisant  la  méthode  imaginée  par  Fresnel  (336), 
Brevvster  (')  a  constaté  que  dans  deux  prismes  accolés  de  même 
angle,  mais  taillés  suivant  des  directions  différentes,  les  deux  images 

(1)  Brewster,  Brit.  Ass.  Bep.,  p.  7;  1 843- 
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ordinaires  d'une  mire  parallèle  à  l'arête  sont  situées  sur  le  prolon- 
gement l'une  de  l'autre. 

Avec  la  lumière  de  l'alcool  salé  ('  ),  Swann  a  mesuré  l'indice  de 
réfraction  ordinaire  dans  des  prismes  dont  l'arête  faisait  avec  Taxe 
les  angles  o°,  45°,  6o°  ou  yo",  et  les  différences  n'atteignent  pas 
0,00002,  c'est-à-dire  une  quantité  de  même  ordre  que  les  erreurs 
d'observation. 

Pour  étudier  la  réfraction  extraordinaire,  nous  remarquerons 
d'abord  que,  si  la  lumière  incidente  est  formée  d'ondes  planes, 
parallèles  à  l'arête  d'un  prisme  homogène  de  nature  quelconque, 
les  ondes  réfractées  sont  également  planes  et  parallèles  à  cette 
arête.  On  peut  donc  appliquer  les  résultats  obtenus  précédem- 
ment (67)  pour  la  déviation  dans  un  prisme  isotrope  (2),  à  la 
condition  de  remplacer  les  rayons  dans  l'intérieur  du  prisme  par 
les  normales  aux  ondes  et  de  considérer  l'indice  n  comme  une 
fonction  de  la  direction  des  ondes  par  rapport  aux  plans  de  sy- 
métrie du  milieu  (40).  On  a  encore 


(') 

/•-+-/•'  =  A, 

00 

D  =  i  H-  i'  -  A . 

Les  équations 

(3) 

(   sini  =  n  sin/', 
1   siru'—  n  sin/-' 

donnent,  par  addition  et  soustraction, 


(4) 


.    i  -h  i'         i  —  i'            .    r  -+-  r'         r  —  r' 
sin cos =  n  sin cos 


.    i  —  i'         i  -t-  i'            .    r  —  r'         r  -+-  r 
sin  — cos =  n  sin  ■ cos 


2  2 

/ 


l  —  L 

.  k    tans:  - 

(a)  tang 


&  2  ï  +  17 

tang— — - 


Si  l'on  a  déterminé  les  angles  d'entrée  et  de  sortie  i  et  i'  ou 


(')  Swann,  Edinb.  Trans.,  t.  XVI,  p.  375;  1847. 
(2)  Stokes,  Br.  Ass.  fiep.,  Part  I,  p.  253;  1862, 
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l'un  de  ces  angles  en  même  temps  que  la  déviation  D,  les  équa- 
tions (i)  et  (5)  donnent  les  angles  r  et  /•'.  L'indice  n  sera  déter- 
miné alors,  soit  par  l'une  des  équations  (3)  ou  (4),  soit  par  la 
relation  (68), 

,„.  ,        sin*i  -4-  sin*i7-»-  2  si  ni'  sint'  cosA 

(  6  )  n-  — r— r , 

sm2A 

soit,  en  multipliant  les  équations  (4)  membre  à  membre,  par 

.    A  +  D 

ci  n 

. sin  (  i  H-  i'  )    sin  (  i  —  i'  ) 


sin 


(7) 


sin(«  —  i') 

sin(r-t-r')  sin(;- — rr)  ~  .    A       sin(r  —  iJ) 

v  v  '  sin  — 

2 


On  connaîtra  ainsi  la  vitesse  V  =  -  des  ondes  planes  dans  le 

a  L 

prisme  pour  une  direction  déterminée. 


354.  Contour  apparent  de  la  surface  d'onde.  —  La  vitesse  V 
est  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  surface  d'onde 
caractéristique  sur  le  plan  tangent  parallèle  aux  ondes  planes. 
Dans  la  section  droite  du  prisme,  la  trace  de  ce  plan  est  une  tan- 
gente T  au  contour  apparent  L  (Jig.  181)  de  la  surface  d'onde 


parallèlement  à  l'arête  du  prisme.  L'enveloppe  des  tangentes  T 
déterminerait  le  contour  apparent  L  (  '  ). 

Les  équations  (i)  et  (3)  donnent,    en   considérant  l'indice  n 
comme  variable, 

(i/  dr  -+-  dr'  =  o, 


(3)' 


cos  i  di  =  n  cos  r  dr 


sin  r  dn, 


cosi'  di'=  n  cos  r'  drf-\~  sin/-'  dn. 


(')  Cornu,  Ann.  de  l'École  Normale  sup.,  [2],  t.  I,  p.  23i;  1872. 
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Il  en  résulte 

(8)  cosicosr'  di-t-  cos/'  cosr  di'  =  sinA  dn, 

<    s  <**  1      /        •  -,  *7>\  P 

(9)  — —   =  — I  COSJ  COS /"'-+-  COS£   cos/ 


c//        sinA  \  d*/        s  in  A 

ou,  eu  remplaçant  c//  par  sa  valeur  en  fonction  de  dr  et  de  dn, 
;  /  _.  siiw\  rf/i        n/<cos/' 

(10)  COS*  —  P  -r-^         j-  =P        .       ,      • 

\  sinA/  ar  sm  Y 

Le  facteur  P,  étant  déduit  de  l'observation,  détermine  la  dérivée 
dn  2  <A 

Si  l'on  appelle  o  l'angle  que  fait  avec  la  normale  ON  le  rayon 
vecteur  OM  =  p  qui  aboutit  au  point  d'intersection  M  de  deux 
tangentes  infiniment  voisines  qui  correspondent  aux  angles  /•  et 

r  -H  <://•,  on  a 

V  =  p  cos(cp  —  r), 

d  V  =  p  sin  (  cp  —  /*)  dr  ; 
par  suite, 


v+(sy=i-Hifêy. 


1    r/V              1  r//i 
tang (  cp  —  r)  =  T  -7-  = —  • 

On  connaîtra  ainsi  la  direction  et  la  grandeur  du  ravon  vecteur 


ray< 


p  qui  aboutit  au  contact  de  la  tangente  avec  la  courbe  L,  c'est- 
à-dire  à  la  projection  du  point  de  contact  de  l'onde  plane  avec  la 
surface  d'onde  caractéristique. 

Dans  le  cas  général,  il  y  a  encore  un  minimum  de  déviation 
défini  par  la  condition 

(2)'  di-hdlr  — -o. 

Les  équations  (2)'  et  (8 )  donnent  alors 

,      ,  .,  .  ,  sin(ï-hi7)  dn  .     .  dn 

(IO)  COS  /'  COS  V  —  COS  l  COS  r  =  — — —   =  —  Sin  A  — rr  • 

n2  dr  di 

Si  les  valeurs  de  V  ou  de  n  en  fonction  de  l'angle  /'  sont  connues 
par  la  nature  du  milieu  et  l'orientation  du  prisme,  les  équations 
(1),  (2)  et  (10)  détermineront  les  angles  t,  r,  /•' et  il .  Inversement, 


588  CHAPITRE    IX. 

si  l'on  observe  le  minimum  de  déviation,  on  aura,  par  une  seule 
expérience,  les  valeurs  de  n  et  de  V  et  leurs  dérivées 

dn        dn  cl\  _  i    dn 

dl        dr  dr  n-  dr 

Une  série  d'expériences  analogues  avec  des  prismes  taillés  dans 
différentes  directions  permettrait  donc  de  déterminer  une  série  de 
contours  apparents  de  la  surface  d'onde  caractéristique  et,  par 
suite,  cette  surface  elle-même. 

355.  Forme  de  l'image.  —  Lorsque  la  source  de  lumière  est 
un  objet  situé  à  l'infini  ou  au  foyer  d'un  collimateur,  les  rayons 
émis  par  les  différents  points  forment  encore  des  ondes  planes, 
mais  qui  ne  sont  plus  parallèles  à  l'arête  du  prisme. 

Pour  un  faisceau  dont  la  direction  primitive  est  définie  par  les 
angles  h  et  x  (70),  la  direction  du  faisceau  réfracté,  dans  un 
prisme  d'angle  A=  2«,  est  déterminée  par  les  angles  h  et  x'  qui 
satisfont  aux  équations 


s\n(a-\-x)  =  m  un  {a  -f-  y), 
sin  (a  -h  x')  =  m  sin(a  — y), 


(") 

en  posant 

(12)  />*2=  "~  ~  S™*h  =  n*  4-  (m»  -  i)  tangVt. 

COS2/i 

Pour  une  direction  infiniment  voisine  de  la  première,  on  rem- 
placera h  et  x  par  h  H-  dh  et  x  -f-  dx  et  l'indice  n  par  n  -f-  dn,  la 
variation  dn  étant  une  fonction  de  dh  et  dx;  si  l'on  élimine  les 
différentielles  dm  et  dy  entre  les  équations 

(  cos(a -{- x)  dx   =       m  cos(a  -+- y)  dy  -+-  sin  (a  -+- y)  dm, 

1  cos(a  ■+■  x')  dx' =  — mcos(fl — y)  dy  -+-  sin  (a  —  y)  dm, 

(      )      \  i 

f  m  dm  =  (i+  tansf2 h)n  du  -+-  ( n-  —  i  ) V-r  dh , 

\  .  cos"2A 

on  en  déduira  pour  dx'  une  expression  de  la  forme 

dx'  =1I^  +  X^  +  N  dn . 

Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui   où  l'objet  est  une  fente 
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étroite  recti ligne,  telle  que  les  rayons  émis  par  le  milieu  de  la 
fente  soient  perpendiculaires  à  l'arête  du  prisme  ;  on  devra  pour 
cette  direction  faire  Ii=zo.  Les  angles  a  -+-  x,  a-\-y,  a — y, 
a  -h  x'  représentent  respectivement  les  angles  désignés  plus  haut 
par  /,  /•,  r'j  i!  et  l'on  a  m  =  n.  Les  équations  (j3)  se  réduisent 
aux  équations  (2)'  et  l'équation  (8)  est  encore  applicable,  avec 
cette  différence  que,  l'indice  n  étant  une  fonction  des  variables  x 
et  A,  on  doit  remplacer  dn  par  l'expression 

dn  dn   .j        dn   7.       dn   ,, 

-—  dx  -+-  —7-  ah  =  — r  ai  -+-  -r-rdli. 
ox  oh  ai  oh 

La  relation  sinh  =  n  sin/r  donne  d'ailleurs 

cos  h  dli  =  n  cos  k  dk  -+-  sin  k  dn , 

c'est-à-dire  dans  le  cas  actuel,  où  h  et  k  sont  nuls, 

dh  z=z  n  dk. 

Les  angles  apparents  6  et  <J/  de  l'arête  du  prisme  avec  la  fente 
et  son  image  sont  respectivement 

dx        di  , ,  dx1  di' 

Un^=dh=M'        tang*=   -7/7T  -dh 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (8),  on  obtient 
(i4)       (  cosi  cos/-' —  sinA  —  J  tangJ/  —  cosj7  cos/'  tang^'  =  sin  A  —  • 

Quand  la  fente  est  parallèle  à  l'arête  du  prisme,  l'inclinaison  de 
l'image,  donnée  par  l'équation 

sin  A       dn. 


tang^ 


cos  i'  cos  /•  dh 


ne  s'annule  que  si  l'axe  du  cristal  est  perpendiculaire  ou  parallèle 
à  l'arête  du  prisme. 

Dans  le  cas  du  minimum  de  déviation,  6  -f-  d/  =  o.  La  fente  et 
son  image  paraissent  également  inclinées  de  part  et  d'autre  sur 
l'arête  du  prisme. 

Lorsque  l'objet  est  limité  par  une  courbe  de  forme  quelconque, 
on  peut  appliquer  le  raisonnement  à  tous  les  rayons  vecteurs  de 
la  courbe  de  contour. 
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Comme  la  réfraction  dans  le  prisme  ne  change  pas  la  valeur  de 
h ,  les  quantités  di  et  dh,  —  di!  et  dh  représentent  les  angles  ap- 
parents £  et  71,  Ç'  et  r/  des  coordonnées  de  la  courbe  primitive  et 
de  son  image.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i4)?  on  a 


v  rr         •     a  dn  f  .        du  . 

cosr  cos/'ç  =  sin  A  —  r,  -f-     sin  A  -^  —  cos;  cosr 
dh  \  01 

Les  coordonnées  £'  et  7/  étant  des  fonctions  linéaires  des  coor- 
données £  et  7),  ce  qui  était  évident  puisque  ces  quantités  sont 
infiniment  petites,  le  contour  de  l'image  est  une  courbe  de  même 
degré  que  celui  de  l'objet.  Si  l'objet  est  un  cercle  £2  +  7j2  as  p2, 
l'image  est  une  ellipse 

v  '    •     v  ^"Y       t    •     k  dn  .  ,\V.  /on 

cosj  cosr  —  r.'sinA  —       ==     sinA—  — cos«cosr      (p-  —  r/-). 

Dans  le  cas  du  minimum  de  déviation,  celte  ellipse  se  réduit, 
d  après  l'équation  (9)',  a 

,      sin  A       d/i\2 
cosi'  cosr  dh 

356.    Contact  de  la  surface  d'onde  avec  son  plan  tangent. — 

Comme  le  coefficient  -^.  est  donné  par  la  mesure  des  angles  i  et  1 

dans  la  section  droite  du  prisme,  la  mesure  des  azimuts  6  et  <!/ 
d'une  droite  et  de  son   image  détermine,  par  l'équation  (i/\),  le 

coefficient 

dit         1   du  d\ 

~dïi~~ndk~~n  d'k 

et,  par  suite,  la  variation  de  l'indice  n  ou  de  la  vitesse  V  avec  les 
angles  r  et  k. 

On  peut  ainsi  connaître  le  point  de  contact  du  plan  tangent  avec 
la  surface  d'onde  caractéristique. 

Soient,  en  effet, 

M'  {ftg'  181)  le  point  d'intersection  du  plan  considéré  avec  deux 
plans  tangents  infiniment  voisins  correspondant  à  y  -f-  dy  et 
k  +  dk  ; 


DOUBLE    RÉFRACTION.  5g  I 

p'  Je  rayon  vecteur  OM'  ; 

cp'  l'angle  que  fait  cette  droite  avec  la  section  droite  du  prisme; 

o  l'angle  de  sa  projection  p  =  p' cosep'  avec  la  normale  N. 

En  appelant  y  l'angle  de  ce  rayon  vecteur  avec  la  normale  OR 
à  l'onde  rétractée  (fig>  3S),  on  a 

cosy  =  cosep'  sincp  cosÀ"  sin(«  -+• y) 

-+-  cosep'  cosep  cos£  cos(«  -h  f)  -h  sin  cp'  sinÂ, 
ou 

cosy  =  cosep'  cosÀ  cos[cp  —  (a  -hj)')l  -H  sincp'  sin/. , 

V  — p' cosy. 
On  en  déduit 

à\ 

— —  =  p'  cosep'  cosÂ  sin[cp  —  (a  -H/)]  =  p  cos£sin[cp  —  (a  -\-  y)], 

â\ 

-Vr  =  p'  sine»'  cosÂ"  —  p'  coso'  sin  ÀcosTcp  —  (a  -\-  y)l, 

ou,  en  faisant  À'  =  o  et  <7  +  y  =  r, 

V   =  p'  cosep'  COS(cp  —  /')  —  p  cos(cp  —  /•), 
-— =:  p'  cosep'  sin(cp  —  r)  =  p  sin(ep  —  /•), 

dV        ,   .  •  , 

-— ■  =.p    sincp'  =  p  tangep'. 


Il 

en 

résult< 

e 

?'■ 

>  

:V- 

!  ■+- 

(£) 

l*  = 

r 

H- 

1  /^y 

P' 

2 

'P2 

+ 

9 

=  P2 

H-- 

1  /^y 

n*\dh) 

tan 

g( 

?  — 

'■)  = 

1 
V 

=  " 

tan 

8T'  = 

I 

dk 

=  - 

1     an 

n  p   ôh 

On  connaît  ainsi,  par  les  données  de  l'expérience,  tous  les  élé- 
ments qui  définissent  le  point  de  contact  des  ondes  réfractées  avec 
l'onde  caractéristique,  de  manière  à  compléter  les  renseignements 
fournis  déjà  par  la  réfraction  dans  la  section   droite  du  prisme, 
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pour  arriver  à   une   détermination   expérimentale  de   la   surface 
d'onde,  point  par  point. 


357.  Expériences  sur  les  cristaux  à  un  axe.  —  En  réalité, 
l'expérience  pure  permettrait  difficilement  d'arriver  à  l'équation 
de  la  surface  d'onde,  sans  une  idée  préconçue,  et  l'on  s'est  pro- 
posé surtout  de  vérifier  l'exactitude  des  formes  indiquées  par 
d'autres  considérations  ou  par  la  théorie. 

Dans  les  cristaux  à  un  axe,  si  l'axe  fait  l'angle  Q  avec  sa  projec- 
tion OB  sur  la  section  droite  du  prisme  {fig-  182),  le  contour  ap- 


parent  L  de  l'onde  extraordinaire  est  une  ellipse  dont  l'un  des 
axes,  suivant  la  droite  OB,  est  b' =  y762  cos2B  -4-  a2  sin2Q  et  l'autre 
suivant  la  direction  perpendiculaire  est  a.  En  appelant  (3  l'angle  de 
la  projection  OB  avec  la  bissectrice  OC  de  l'angle  A  =  NON'  des 
normales  aux  faces  du  prisme,  comptées  dans  le  sens  de  la  propa- 
gation de  la  lumière,  on  aura 


V2=r£,2COS2 


I) 


a-  sin 


-p 


1 


Un  seul  prisme  permet  ainsi  d'obtenir  un  grand  nombre  de 
vérifications  entre  les  deux  limites  de  l'angle  r  qui  correspondent 
à  la  réflexion  totale. 

On  a  d'ailleurs 


2  V  -r-  z=(a-—  b  -  )  sin  2  [  r  —  a 

dr        v  '  \  '  2 


{a-—  b-)  cos2  6  sin  2  (  /■  —  j3  —  - 
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Dans  le  cas  du  minimum  de  déviation,  l'équation  (10)  devient 
cos  /•  cos  V  —  cos  i  cos  /•' 

— -  cos2  0  sin  (  «  -h-  r  )  sin  (  2  r  —  2  [3  —  A  ) . 

M.  Stokes  ('  )  a  déterminé  ainsi  les  valeurs  de  11  pour  la  raie  D 
suivant  différentes  directions  dans  le  spath  d'Islande.  Ces  valeurs 
ont  varié  entre  les  indices  ordinaire  et  extraordinaire  du  cristal 
n!  =  1 ,6585o  et  ?i"  =  1 ,48635. 

Les  angles  9  et  [3  qui  définissent  la  direction  de  l'axe  étant  dé- 
terminés par  les  angles  des  faces  du  prisme  avec  une  face  natu- 
relle du  cristal,  les  plus  grands  écarts  entre  le  calcul  et  l'observa- 
tion ne  dépassaient  pas  0,000 13;  la  surface  d'Huygens  se  trouvait 
ainsi  vérifiée  avec  une  approximation  de  73-^. 

Les  mêmes  expériences  ont  été  répétées  par  M.  Glazebrook  (2) 
sur  les  raies  brillantes  de  l'hydrogène  et  ont  montré  que  l'approxi- 
mation est  encore  plus  grande. 

Chacun  des  prismes  était  observé  dans  un  sens  et  dans  l'autre 
avec  des  angles  d'incidence  qui  variaient  de  4°  en  4°  depuis  l'inci- 
dence rasante  jusqu'au  minimum  de  déviation.  Pour  la  raie  rouge 
C,  par  exemple,  dont  les  indices  ordinaire  et  extraordinaire  ont 
été  n'=  i,65436  et  n"  =  1 ,48456,  l'écart  moyen  de  soixante  obser- 
vations était  de  , .  0'0 0 0  et  l'auteur  estime  que  l'erreur  possible  sur  la 
surface  d'onde  extraordinaire  ne  dépasse  pas  3 0 „ 0 0 . 

De  petites  variations  de  température  suffiraient  pour  expliquer 
une  partie  de  ces  différences,  en  dehors  des  erreurs  inévitables 
d'observation. 

On  doit  remarquer,  en  outre,  que  l'image  d'une  fente  ne  reste 
pas  parallèle  à  sa  direction  primitive;  il  serait  donc  nécessaire  d'y 
mettre  un  repère,  en  employant  par  exemple  une  fente  en  croix, 
et  de  s'assurer  que  le  point  visé  correspond  exactement  aux  rayons 
perpendiculaires  à  l'arête  du  prisme. 

3o8.  Cristaux  à  deux  axes.  —  Les  expériences  de  Biot  sur  la 
topaze,  par  la  méthode  indiquée  plus  haut,  ont  été  faites  seulement 


(')  Stokes,  Proc.  L.  R.  S.,  t.  XX,  p.  4^3;  1872. 
(2)  Glazebrook,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  l\2i;  1880. 

M.  —  I.  38 
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avec  des  prismes  perpendiculaires  au  plan  des  axes  optiques  du 
cristal  et,  par  conséquent,  pour  des  rayons  situés  dans  le  plan  des 
axes.  Biota  constaté  ainsi  que  l'un  des  rayons  se  propage  avec  une 
vitesse  conslante,  comme  s'il  était  ordinaire,  tandis  que  la  vitesse 
de  l'autre  varie  entre  deux  valeurs  différentes,  correspondant  aux 
cas  où  ce  rayon  est  parallèle  à  Tune  ou  l'autre  des  bissectrices  des 
axes  optiques. 

Pour  deux  directions  particulières,  les  rayons  ordinaire  et  ex- 
traordinaire ont  la  même  vitesse.  Enfin,  suivant  une  droite  quel- 
conque, le  carré  de  la  vitesse  extraordinaire  varie  comme  le  pro- 
duit des  sinus  des  angles  de  cette  droite  avec  les  directions  de 
vitesse  unique,  conformément  à  la  première  des  équations  (24) 
du  n°  347,  interprétée  dans  l'hypothèse  de  l'émission. 

La  confiance  des  physiciens  dans  l'existence  générale  d'un  rayon 
ordinaire  a  sans  doute  empêché  Biot  d'étendre  ses  mesures  à  des 
prismes  lai  liés  suivant  d'autres  directions. 

Les  valeurs  des  indices  de  réfraction  principaux  /*,,  n2  et  n3  de 
la  topaze  ou  de  leurs  inverses  a,  b  et  c,  déterminées  par  les  expé- 
riences de  Biot,  permirent  à  Fresnel  de  soumettre  son  explication 
du  déplacement  des  franges  à  un  contrôle  numérique. 

Dans  l'expérience  des  deux  topazes  A  et  B  de  même  épaisseur  e 
(fig.  168)  dont  l'une  B  est  parallèle  au  plan  des  axes  optiques  et 
l'autre  A  perpendiculaire  à  une  bissectrice  Ox  de  ces  axes,  les 
vitesses  des  rayons  qui  se  propagent  parallèlement  aux  axes  0.x 
ou  Oy  sont  respectivement  c  et  b  ou  c  et  a.  Les  premiers  sont 
polarisés  dans  les  plans  xz  ou  j:,  c'est-à-dire  parallèlement  à 
l'axe  commun  Oz  des  deux  lames  et  donnent  le  système  de  franges 
central.  Quant  aux  franges  latérales,  qui  sont  polarisées  dans  le 
plan  commun  xy  perpendiculaire  à  la  seconde  bissectrice  O3, 
elles  sont  dues  à  la  différence  des  vitesses  a  et  b  des  rayons  qui 
se  propageraient  parallèlement  à  l'axe  0.3  et  dont  les  indices  sont 
/*,  et  ?i2.  Le  retard  optique  est  donc 

A  =  (n,-nlf)„  =  (l^.l)«. 

Fresnel  a  constaté  que  le  déplacement  avait  lieu  du  côté  de  la 
lame  A,  c'est-à-dire  de  celle  qui  a  le  plus  grand  indice  pour  les 
rayons  considérés  et  que  sa  valeur  numérique  était  conforme  au 
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résultat  du  calcul.  Toutefois,  même  en  corrigeant  l'effet  dû  aux 
inégalités  d'épaisseur  et  en  rapportant  la  frange  centrale  apparente 
du  système  latéral  au  milieu  des  interférences  produites  par  une 
seule  topaze,  le  déplacement  observé  avec  des  lames  de  4mm>4i 
d'épaisseur  n'a  été  que  de  17, 3  franges  au  lieu  du  nombre  ai  dé- 
duit des  mesures  de  Biot. 

Toutes  les  topazes  n'ayant  pas  exactement  les  mêmes  propriétés 
optiques,  les  nombres  de  Biot  pouvaient  ne  pas  convenir  au 
cristal  employé  par  Fresnel.  «  En  outre,  il  serait  possible  (')  que 
la  dispersion  de  double  réfraction,  c'est-à-dire  la  différence  d'é- 
nergie de  la  double  réfraction  pour  les  rayons  des  diverses  cou- 
leurs, modifiât  tellement  la  superposition  des  franges  produites 
par  ces  divers  rayons,  qu'il  en  résultât  des  méprises  sur  la  posi- 
tion de  la  bande  centrale,  et  que  ce  fût  à  une  pareille  cause  d'er- 
reur que  tînt  en  partie  la  discordance  dont  il  s'agit  ».  On  a  vu 
plus  haut  (129)  comment  cette  interprétation  se  justifie. 

Dans  une  autre  série  d'expériences,  Fresnel  détermine  la  diffé- 
rence des  deux  indices  nK  et  n2  par  le  déplacement  des  franges 
et  utilise  ensuite  cette  valeur  pour  comparer  les  autres  résultats 
avec  la  théorie;  il  élimine  ainsi  l'erreur  d'achromatisme  et  les  véri- 
fications ont  été  beaucoup  plus  satisfaisantes. 

Rudberg  (2)  a  étudié  avec  un  soin  particulier  la  double  réfraction 
dans  l'aragonite  et  la  topaze  blanche.  Pour  chacun  des  cristaux,  il 
fît  tailler  trois  prismes  respectivement  perpendiculaires  aux  plans 
de  symétrie  et  polis  sur  leurs  trois  faces,  de  manière  à  observer  la 
déviation  des  rayons  qui  avaient  traversé  le  milieu  dans  des  direc- 
tions différentes.  Il  a  reconnu  qu'il  y  avait,  pour  chaque  prisme, 
un  rayon  à  vitesse  constante  polarisé  parallèlement  à  l'arête,  c'est- 
à-dire  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie,  confor- 
mément à  la  théorie  de  Fresnel.  Les  indices  de  réfraction  ainsi 
déterminés  sur  deux  angles  différents,  dans  le  voisinage  du  mini- 
mum de  déviation,  étaient  identiques  à  moins  d'une  unité  du  qua- 
trième chiffre  décimal,  c'est-à-dire  à  t5^00  près,  et  les  erreurs  pou- 
vaient s'expliquer  par  la  difficulté  de  réaliser  la  taille  exactement 
dans  les  directions  convenables. 


(')  Fresnel,  Œuvres,  t.  II,  p.  268. 

(s)  Rudberg,  Ann.  de  Chini.  et  de  Phys.,  [2],  t.  XLVIII,  p.  225;  i83i. 
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359.  Expériences  de  réfraction  conique.  —  L'observation  des 
phénomènes  de  réfraction  conique,  que  Lloyd  (')  entreprit  sur  la 
demande  d'Hamilton,  parut  aux  physiciens  ia  plus  éclatante  confir- 
mation des  vues  de  Fresnel. 

Lloyd  a  choisi  pour  ces  expériences  l'aragonite  parce  que  le 
grand  écart  de  l'un  des  indices  principaux  de  ce  cristal,  déterminés 
par  Rudberg,  faisait  prévoir  que  le  phénomène  y  serait  facilement 
observable. 

Sur  une  lame  e  (fi g*  l^3)  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de 

Fig.  i83. 


l'angle  aigu  des  axes  optiques,  et  dans  un  plan  d'incidence  paral- 
lèle aux  axes,  on  fait  tomber  un  rayon  de  lumière  SO,  limité  par 
deux  orifices  très  étroits  O  et  O'  dans  des  feuilles  de  métal,  l'une 
extérieure  fixe  P',  l'autre  P  collée  sur  le  cristal.  En  recevant  sur  un 
écran  E  le  faisceau  des  rayons  émergents  IPv.,  et  JR2,  qui  sont  pa- 
rallèles au  rayon  primitif  SO,  on  observe  habituellement  deux 
images  distinctes  Rt  et  R2,  l'une  ordinaire  et  l'autre  extraordi- 
naire. Mais,  si  l'on  déplace  lentement  la  lame  de  manière  à  faire 
varier  l'angle  d'incidence,  on  voit  pour  une  certaine  position  les 
deux  images  s'élargir  en  croissants,  puis  se  rejoindre  et  former 
un  anneau  continu.  Le  rayon  incident  SO,  qui  donne  ainsi  dans  le 
cristal  un  cône  circulaire  IOJ  de  rayons  réfractés  à  la  première 
surface,  est  parallèle  à  la  direction  extérieure  de  l'axe  optique.  Le 
rayon  réfléchi  au  point  O  donne  l'angle  d'incidence  R  et  le  diamètre 
de  l'image  R,  R2  l'angle  du  cône  de  réfraction  intérieure. 


(')  Lloyd,  Irish  Trans.,  t.  XVII,  p.  ift;  i833. 
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En  réalité,  l'image  R1  R2  n'est  pas  rigoureusement  circulaire. 
L'équation  du  cône  OU  (345)  montre  aisément  que,  pour  la 
courbe  elliptique  IJ,  le  rapport  des  carrés  des  axes  parallèles  à  x 
et  y  a  pour  expression 

£2    al  _  C2   ^    £2    i^ 

a2  b1  —  c2        a2  cos2C 

et  l'angle  10J  du  cône  dans  le  plan  des  xz  est  égal  à  G  —  D. 

La  section  droite  du  cylindre  IR,R2J  est  elle-même  une  ellipse 
pour  laquelle  le  rapport  des  axes  est 

b  cosC! 

Il  —  —   ys  ■> 

et  qui  diffère  extrêmement  peu  d'un  cercle. 
Le  diamètre  R(  R2  de  l'image  est 

R1R2rrzIJcosG1=:<?cosC1(tangC  —  tangD)=  e(i 5  )  cosCj  tan  g  G. 

Nous  avons  supposé  ici  que  le  cristal  est  positif.  S'il  s'agit,  au 
contraire,  d'un  cristal  négatif,  on  devra  faire  l'expérience  sur  une 
lame  perpendiculaire  à  la  bissectrice  négative  Ox.  Dans  ce  cas,  les 
génératrices  01  et  OJ  du  cône  prennent  une  position  inverse 
(fig*  i84)î  leurs  angles  A  et  R  avec  la  normale  sont 


tangA  =:cotC  =  4  /— 2 — r-> 

a2 
tangB  =  cotD  =  —  tangA. 

L'angle  B  —  A  conserve  la  même  valeur  G  —  D  et  l'angle  d'in- 
cidence A,  des  rayons  extérieurs  est 

n  sin  A,  =z  -  sin  A. 
b 

Le  rapport  des  carrés  des  axes  de  l'ellipse  IJ  est 

b*  a2  —  c2  _  b*       i 

c-   a'2 —  b2  ~  c2  cos2A 

et  le  rapport  des  axes  de  l'image  R!R2 

.  b  cosA! 

K  — • 

c    cosA 
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Enfin  le  diamètre  R,  R2  de  l'image  est 

Rt  R2  — UcosA1  =  ecosA1(tangB —  tan  g  A)  =ze(—  —  1  Jcc-sA,  tan  g  A 


L'aragonite  est  un  cristal  négatif.  D'après  les  mesures  de  Rud 
berg,  les  constantes  relatives  à  la  raie  E  du  spectre  sont 

ni  =  1 ,53'264>  a  =  0,(35247,  a-  =  0,42572, 
n2=i, 68634,  ^  —  0,59800,  62=o,35i65, 
n3=  1,69084;         0^0,59142;         c2=  0,34978. 


Fig.  184. 


Le  calcul  des  angles  donne  alors,  en  opérant  dans  l'air  (/?  =  1), 


A=9     1  .7? 
B  —  io°56',7, 


B  — A=    i°55', 

A!  —  i5°2o',6, 


B,R: 


*  =0,979; 

=  o,o332, 


La  section  du  cylindre  des  rayons  émergents  est  donc  circulaire 
à  0,02  près,  et  son  diamètre  est  3^  de  l'épaisseur  du  cristal. 

Lloyd  a  trouvé  par  expérience  A,  —  i5°4o;  et  B  —  A  =  i°5o'; 
les  petites  différences  de  -4-19'  pour  l'angle  d'incidence  et  — 5' 
pour  l'angle  du  cône  correspondent  à  des  erreurs  relatives  0,02  et 
o,o5  ;  elles  s'expliquent  facilement  par  le  défaut  de  précision  des 
observations  et  par  l'emploi  de  la  lumière  blanche. 

Au  lieu  de  recevoir  l'image  R,  R2  sur  un  écran,  on  peut  l'ob- 
server directement  avec  une  loupe  qui  vise  l'image  virtuelle  de 
l'orifice  O.  Cette  image  paraît  double  en  général  et  chacune  d'elles 
se  déforme  ensuite  pour  constituer  un  anneau  fermé  à  mesure  que 
l'on  approche  de  la  direction  convenable. 

L'emploi  d'une  loupe  permet  de  supprimer  le  premier  orifice 
O'  en  le  remplaçant  par  un  œilleton  très  étroit,  ce  qui  rend  le 
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réglage  plus  facile.  Lorsque  l'œilleton  O'  {fig.  t 85)  est  au  foyer  de 
la  loupe  /,  il  ne  pourra  être  traversé  que  par  des  rayons  IR,,  JR2 
dont  la  direction  primitive  SO  est  parallèle  à  l'axe  principal.  Si 
ces  rayons  correspondent  à  la  réfraction  conique  intérieure,  on 
verra  une  image  circulaire  de  l'ouverture  O. 

Fig.   .85. 


En  portant  le  cristal  par  une  monture  qui  permet  de  le  faire 
tourner  autour  dune  droite  passant  par  le  point  O  et  perpendi- 
culaire au  plan  des  axes  optiques,  on  déterminera  par  tâtonnements 
la  direction  qui  convient  pour  l'observation  du  phénomène. 

Si  la  longueur  focale  de  la  loupe  est  de  icm,  l'angle  apparent  de 
l'anneau  pour  une  épaisseur  de  icm  est  o,o324  ou  d'environ  2°, 
c'est-à-dire  très  facile  à  distinguer. 

Dans  l'aragonite,  l'angle  2  A  des  axes  optiques  augmente,  à  me- 


sure que  la   longueur  d'onde  diminue,  depuî 


■°58' 


pour  1; 


raie  rouge  B,  jusqu'à  i8°26/D2//  pour  la  raie  violette  H.  Si  donc 
on  fait  croître  d'une  manière  continue  l'angle  d'incidence  des 
rayons  sur  la  lame  observée,  à  partir  de  la  normale,  l'anneau  RtR2 
de  réfraction  conique  se  formera  d'abord  pour  les  rayons  rouges 
et  se  brisera  en  dernier  lieu  pour  les  rayons  violets.  En  interpo- 
sant un  verre  violet  qui  laisse  passer  la  lumière  des  deux  extré- 
mités du  spectre,  on  peut  voir  simultanément  un  anneau  rouge 
complet  avec  deux  taches  violettes  ou  un  anneau  violet  avec  deux 
taches  rouges. 

Quand  on  observe  l'image  au  travers  d'un  analyseur,  elle  paraît 
interrompue  par  une  tache  noire,  qui  parcourt  l'anneau  tout  en- 
tier pendant  que  l'analyseur  tourne  de  i8o°.  On  vérifie  ainsi  la  po- 
larisation variable  de  chacun  des  rayons  émergents. 

Pour  mettre  en  évidence  la  réfraction  conique  extérieure,  il 
faut  que  le  cristal  soit  traversé  par  un  rayon  unique  parallèle  à  la 
droite  OQ  {fig-  1 86),  qui  passe  par  l'ombilic  de  la  surface  d'onde 
et  qui  est  l'axe  optique  de  la  surface  réciproque. 
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A  l'aide  d'une  lentille  L  on  fait  convergerles  rayons  solaires  sur 
une  petite  ouverture  O  à  la  face  supérieure  de  la  lame  d'aragonite 
et  on  limite  le  faisceau  de  rayons  réfractés  par  une  autre  ouver- 
ture Q  sur  la  face  inférieure. 

Le  faisceau  émergent  donne  en  général  deux,  rayons  respective- 
ment parallèles  aux  rayons  incidents,  mais,  pour  une  certaine  di- 
rection de  la  droite  OQ,  ces  rayons  forment  un  cône  et  dessinent 
sur  un  écran  E  un  anneau  circulaire  R,R2.  Si  l'image  O  formée 
par  la  lentille  est  assez  étroite,  on  peut  supprimer  l'écran  P;  et 
régler  l'appareil  par  le  glissement  ou  l'inclinaison  du  cristal.  L'ob- 
servation à  l'aide  d'un  analyseur  montre  encore  que  l'image  RiR? 
est  interrompue  par  une  tache  noire  qui  décrit  l'anneau  tout  entier 
pendant  que  l'analyseur  tourne  de  i8o°. 

Fig.    186. 


Dans  l'observation  avec  une  loupe,  on  peut  encore  supprimer 
le  diaphragme  qui  porte  l'ouverture  Q  sur  la  face  postérieure,  à 
condition  que  l'œilleton  O'  de  la  lampe  soit  au  foyer  conjugué  d'un 
point  Q  de  la  seconde  face  du  cristal.  Cet  œilleton  ne  peut  être 
traversé  que  par  des  rayons  qui  émanent  du  point  Q.  En  éclairant 
l'appareil  par  une  lumière  quelconque,  si  l'on  fait  tourner  le  cristal 
autour  d'une  droite  passant  par  le  point  O  et  perpendiculaire  au 
plan  des  axes  optiques,  on  trouvera  une  direction  pour  laquelle 
l'image  de  ce  trou  paraît  circulaire,  et  qui  correspond  à  la  réfrac- 
tion conique  extérieure. 

L'angle  R,  QR2  est  l'écart  des  rayons  réfractés  ordinaire  et  ex- 
traordinaire qui  correspondent  au  rayon  OQ.  L'angle  C\  du  rayon 


DOUBLE    RÉFRACTION.  6oi 

ordinaire  avec  la  normale  est 

n  sin  G'.  =  -sinC'. 
1        b 

La  normale  à  l'onde  extraordinaire  est  la  droite  conjuguée  OJ' 
{fig.  174)?  e^e  ^it  avec  Taxe  des  z  l'angle  D'  et  la  vitesse  de 
propagation  correspondante  est 

v=  °Q  _     b 

COS2<p'  COS2cp' 

Comme  on  a 

,  1  arc1 

cos-2©  _ 


1  •+-  tang22cp'        b'2(a--\-c- — b2) 
il  en  résulte 

1 cos2(p'  _  ac 


V    "  b  ~    b*  yV  +  Cl  _.   bl 


L'angle  D'(  d'émergence  est 

•       TV  aC  •        T\l 

n  sin  D ,  = —     sin  D  , 

b9-\Ja%-^cî—bi 

et  l'angle  du  cône  Rj  QR2  =  D',  —  G', . 

Si  le  cristal  est  négatif,  on  doit  faire  l'observation  sur  une  lame 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  négative  Ox,  c'est-à-dire  remplacer 
les  angles  G'  et  D'  par  les  angles  complémentaires  A'  et  B'.  Les  an- 
gles d'émergence  A',  et  B',  sont  alors 

n  sin  k\  —  -  sin  A', 

n  sinb.  = sin  13  , 

&Va2-+-c2  —  & 

et  l'angle  du  cône  est  R,  QR2  =  A',  —  B\ . 
Avec  l'aragonite,  on  a,  pour  la  raie  E, 

C—  900—  A=-8o°58',3 
et  les  autres  angles  sont  donnés  par  les  relations  (345) 

tan£A'  =  cotC' .—  — cotG  —  -  tangA, 
c  c        D 

c  c 

tangB'  =  cotD'=^  -  cotG  =  —  tan  g  A. 
a  a 
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Les  nombres  relatifs  à  l'aragonite  pour  la  raie  E  du  spectre  don- 
nent, quand  on  opère  dans  l'air, 

A',  +  B', 


A'=9°56',5,         A'^iG^^e, 


B'=  8°n',3 


B'i 


5°  2,4',  G, 
3°   i\\. 


En  se  servant  de  la  lumière  blanche,  Lloyd  a  trouvé  pour  l'angle 
du  cône  les  deux  valeurs  2° 44'  et  3°i4',  dont  la  moyenne  2°  5c/  ne 
diffère  du  calcul  que  de  0,02.  L'angle  moyen  d'émergence  a  été 
de  i5°58/,  soit  une  erreur  de  33r,4  ou  de  o,o36. 

360.  Polarisation  dans  la  réfraction  conique.  —  La  polari- 
sation des  rayons  qui  ont  subi  la  réfraction  conique  est  troublée 
par  la  réfraction  oblique  sur  les  faces  de  sortie.  Si  l'on  veut  se 
mettre  à  l'abri  de  cette  cause  d'erreur,  il  faut  faire  tomber  la  lu- 
mière normalement  sur  une  lame  perpendiculaire  à  l'axe  op- 
tique (').   Le  rayon  SO   {Jig-    187)   donne   encore   un   cône  IOJ 

Fig.  187. 
s 
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par  réfraction  sur  la  première  surface,  mais  les  ondes  planes 
correspondantes  restent  toutes  parallèles  à  la  face  de  sortie  et 
émergent  sans  altération  de  manière  à  former  un  cône  cylindrique, 
IR,  et  JRo,  de  rayons  parallèles  à  la  direction  primitive.  En  né- 
gligeant la  perte  inégale  de  lumière  dans  les  réflexions,  l'image 
annulaire  IMJ  {fig.  188)  est  uniformément  éclairée.  Le  plan  de 
vibration  au  point  M  est  MI  et  le  plan  de  polarisation  MJ. 

Si  l'on  appelle  a  l'angle  MJI,  l'angle  au  centre  correspondant 
MCI  est  égal  à  2a;  pour  l'ensemble  des  rayons  qui  correspondent 
à  un  arc  MM'  =  ds  de  l'anneau  au  point  M,  l'amplitude  de  la  vi- 
bration peut  être   représentée  par  ada,  car   la  superposition   de 


(')  Béer,  Pogg.  Ann.,  t.  LXXXIII,  p.  19/j,  et  t.  LXXXV,  p.  67;  i85^ 


DOUBLE    REFRACTION. 


Go3 


vibrations    indépendantes   ainsi   distribuées  uniformément   dans 
tous  les  azimuts  reproduirait  la  lumière  primitive  naturelle. 

Si  Ton  observe  avec  un  analyseur  dont  le  plan  de  polarisation 
JP  fait  l'angle  i  avec  la  droite  JM,  l'amplitude  au  point  M  devient 
adcLCOsi.  L'intensité  est,  en  général,  proportionnelle  au  cosinus 
carré  de  la  distance  angulaire  de  la  droite  JM  avec  le  plan  JP  de 
l'analyseur;  elle  est  maximum  au  point  P  et  nulle  à  l'extrémité  N 
du  diamètre  PN  de  l'image,  sur  une  perpendiculaire  JN  au  plan 
de  l'analyseur. 


Inversement,  si  des  rayons  parallèles  isogènes,  correspondant  à 
la  même  distribution  des  intensités  sur  l'image  annulaire,  mar- 
chent en  sens  contraire  en  traversant  d'abord  le  polariseur,  la  vi- 
bration relative  à  l'arc  ds  d'anneau  au  point  M  conserve  la  même 

amplitude 

a  d%  cos  i  —  a  cos  i  di. 

Toutes  ces  vibrations,  se  propageant  dans  le  cristal  sur  la  même 
onde  plane,  n'éprouvent  pas  de  différence  de  marche,  et  il  suffira 
de  combiner  algébriquement  leurs  amplitudes  sur  le  rayon  émer- 
gent OS. 

Si  l'on  projette  ces  vibrations  sur  deux  axes,  l'un  y  parallèle  au 
plan  de  polarisation  JP  et  l'autre  x  dans  une  direction  perpendi- 
culaire, les  résultantes  parallèles  aux  axes  seront 


y 


—  al    cos  i  sim  di  =  o, 
=  #  /    cos2  idi=.  a  I     — 


di 


a; 


la  lumière  reste  polarisée  dans   le  même  plan,  et,  en  appelant  A 
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son  amplitude  primitive,  on  a 

a  =  -  A. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  de  nouveau  marcher  cette 
lumière  polarisée  dans  le  premier  sens,  suivant  la  direction  SO; 
on  retrouvera  les  mêmes  intensités  respectives  aux  différents 
points  de  l'anneau  produit  par  la  réfraction  conique  et  par  consé- 
quent la  tache  noire  au  point  N.  Les  apparences  seront  les  mêmes 
que  si  la  lumière  avait  été  d'abord  naturelle  et  observée  par  un 
analyseur. 

Enfin,  si  la  lumière  est  d'abord  polarisée  et  qu'on  l'observe  avec 
un  analyseur  JP'  qui  fait  l'angle  i'  avec  le  plan  JM,  l'amplitude  de 
vibration  sur  l'arc  ds  dans  l'analyseur  devient 

2 

a  cos  i  dl  cos  V  —  -  A  cos  i  cos  l'  cfa. 

L'intensité  étant  proportionnelle  au  produit  cos2/ cos2  i' ,  on  ob- 
servera deux  taches  noires  N  et  N'  correspondant  au  polariseur  et 
à  l'analyseur. 

Le  phénomène  est  symétrique  par  rapport  aux  angles  i  et  i' ,  de 
sorte  que  l'on  peut  permuter  les  azimuts  du  polariseur  et  de  l'ana- 
lyseur, conformément  à  la  règle  générale  (177). 

361.  Réfraction  des  ondes  planes.  —  On  doit  remarquer 
toutefois  que  l'observation  de  la  réfraction  conique  par  des  rayons 
isolés  ne  comporte  pas  une  grande  précision  et  que  l'existence 
même  des  réfractions  coniques  ne  démontre  pas  d'une  manière 
suffisante  l'exactitude  delà  surface  d'onde  de  Fresnel.  Si  l'on  sup- 
pose, en  effet,  que  la  propagation  des  ondes  parallèles  aux  trois 
plans  de  symétrie  soit  déterminée  comme  elle  l'est  par  expérience 
et  que  l'une  des  vitesses  soit  constante  toutes  les  fois  que  l'onde 
est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  symétrie,  il  en  résulte  bien 
que  les  sections  principales  de  la  surface  d'onde  ont  une  courbe 
circulaire,  que  les  autres  courbes  sont  symétriques  par  rapport  aux 
coordonnées  et  que  leurs  diamètres  maximum  et  minimum  sont 
connus,  mais  rien  ne  prouve  que  ces  courbes  soient  elliptiques; 
on  peut  concevoir  une  infinité  d'autres  formes  qui  satisferaient 
aux  mêmes  conditions. 
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Le  véritable  contrôle  de  la  surface  d'onde  consiste  donc  à  dé- 
terminer les  vitesses  de  propagation  des  ondes  planes  par  la  mé- 
thode si  précise  des  déviations  prismatiques  (355). 

Le  Mémoire  de  Rudberg  renferme  déjà  un  grand  nombre  de 
mesures  sur  les  rayons  extraordinaires  situés  dans  les  plans  de 
symétrie  qui  permettraient  d'en  calculer  l'indice  de  réfraction; 
malheureusement  ces  résultats  n'ont  pas  été  comparés  aux  valeurs 
que  l'on  pourrait  calculer  si  facilement  par  la  forme  elliptique  des 
sections  correspondantes  de  la  surface  d'onde,  en  connaissant  les 
indices  principaux  de  réfraction. 

M.  Glazebrook  (*)  a  repris  cette  étude  délicate  pour  Taragonite. 
Un  cristal  a  été  taillé  de  manière  à  donner  les  vitesses  de  propa- 
gation dans  le  voisinage  des  axes  optiques  et  dans  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  des  axes.  Sur  un  autre  cristal  les  observations 
étaient  faites  dans  un  plan  incliné  à  6o°  sur  le  plan  des  axes  et 
comprenaient  presque  un  quadrant  de  la  surface  d'onde.  L'accord 
des  expériences  avec  la  théorie  est  en  général  très  satisfaisant; 
cependant  les  différences  ont  été  jusqu'à  i.6l00  avec  le  premier 
prisme  et  même  f^oTô  avec  ^e  second,  c'est-à-dire  5  ou  9  unités 
sur  le  quatrième  chiffre  décimal  des  indices  de  réfraction,  et  ne 
paraissent  pas  devoir  être  attribuées  aux  erreurs  .d'observation, 
malgré  la  difficulté  de  déterminer  exactement  la  direction  de  la 
taille  des  prismes. 

La  surface  de  Fresnel,  si  elle  n'est  pas  absolument  rigoureuse, 
représente  donc  tes  phénomènes  avec  une  telle  approximation 
qu'il  est  difficile  de  la  supposer  en  défaut. 

APPLICATIONS. 

362.  Polariseurs  à  réflexion  totale.  —  On  peut  profiter  de 
l'inégale  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes  dans  un  prisme 
biréfringent  pour  isoler  les  deux  rayons  dans  le  voisinage  de  la 
réflexion  totale.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  le  plan  d'inci- 
dence reste  perpendiculaire  à  l'axe  dans  le  spath  d'Islande,  et  que 
les  rayons  rencontrent  obliquement  la  face  de  sortie,  qui  sépare 
le  cristal  d'un  milieu  extérieur  dont  l'indice  de  réfraction  est  /?, 

(')  Glazebrook,  Phil.  Trans.  L.  R.  S.,  p.  287;  1879. 
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les  angles  limite  d'incidence  y7  et  y"  qui  correspondent  à  la  ré- 
flexion totale  sont  déterminés  par  les  conditions 

( ï)  n  =z  n'  siny7  =z  n"  sin/'. 

Les  indices  ordinaire  et  extraordinaire  du  spath  étant,  pour  la 

raie  D, 

>*'  =  ï  ,658, 

n"— 1,486, 

les  valeurs  des  angles  y7  ety7/  pour  le  cas  où  le  milieu  extérieur  est 
de  l'air  sont 

/=z37°5/,        j"—^io'. 

Lorsque  l'angle  d'incidence  intérieur  sera  compris  entre  ces  deux 
valeurs,  c'est-à-dire  pour  un  intervalle  de  5°  i5',  le  rayon  ordinaire 
est  réfléchi  totalement,  tandis  que  le  rayon  extraordinaire  se  ré- 
fracte au  moins  en  très  grande  partie.  La  lumière  transmise  sera 
donc  complètement  polarisée  dans  le  plan  de  réfraction  et  la  lu- 
mière réfléchie  presque  complètement  polarisée  dans  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  de  réflexion. 

Le  champ  intérieur  j" — f  qui  correspond  aux  rayons  polarisés 
varie  avec  le  milieu  extérieur. 

Le  champ  extérieur  de  polarisation  est  compris  entre  la  surface 
et  le  rayon  émergent  qui  correspond  à  l'angle  y7  pour  le  rayon  ex- 

traordinaire.  Ce  champ  est f7,  la  valeur  de  tétant  donnée  par 


la  condition 

sin  i'  = 

n" 

sin/7        n" 
n              n' 

qui  donne 

j'=:6304o', 

—  i'—2Ç>°io'. 

2 

Le  champ  extérieur  est  donc  indépendant  de  la  nature  du  se- 
cond milieu;  mais,  si  ce  milieu  n'est  pas  l'air,  il  faut  se  préoccuper 
de  la  direction  finale  du  faisceau  polarisé. 

Pour  que  les  deuxrayons  dans  le  spath  soientcapables  d'éprouver 
la  réflexion  totale,  il  faut  évidemment  que  l'indice  n  soit  inférieur 
aux  deux  indices  n'  et  n".  S'il  leur  est  intermédiaire,  le  champ  in- 
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térieur  de  polarisation  -  —  /'  est 


Co- 


cos I  1 


Le  problème  est  moins  simple  quand  l'axe  du  cristal  est  situé 
dans  une  direction  quelconque:  il  est  alors  nécessaire  de  recourir 
à  la  construction  d'Huygens  ou  aux  formules  analytiques. 

On  a  imaginé  un  grand  nombre  de  combinaisons  pour  utiliser, 
dans  des  conditions  très  variées,  cette  séparation  des  deux  espèces 
de  rayons  par  la  réflexion  totale. 

363.  Prisme  de  Nicol.  —  Le  prisme  de  Nicol  (!)  est  formé 
d'un  cristal  de  spath  coupé  dans  une  direction  convenable,  et  dont 
on  réunit  les  deux  morceaux  par  du  baume  de  Canada.  Le  cristal 
est  taillé  en  prisme  par  clivage  de  manière  que  la  base  ABCD 
\fig>  189)  soit  un  losange  et  que  la  hauteur  BA'  soit  un  peu  moins 
de  quatre  fois  le  côté  AD. 

Fig.  189. 
B 


On  le  coupe  suivant  un  plan  parallèle  à  la  grande  diagonale  CD 
de  la  base  et  passant  par  les  angles  obtus  A  et  A'.  Les  deux  faces 
de  section  étant  polies,  on  les  réunit  par  une  mince  couche  de 
baume  dans  leur  position  primitive.  Un  rayon  SO  {fig-  190)  qui 
tombe  sur  la  base  dans  une  direction  voisine  de  celle  des  arêtes  du 
prisme  donne  un  rayon   extraordinaire  OPP'R,  qui  traverse   le 


(')  Nicol,  Pogg.  Ann.,  t.  XXIX,  p.  182;  i833. 
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baume  et  le  cristal,  et  un  rayon  ordinaire  OQ  plus  dévié  qui  se  ré- 
fléchit totalement  sur  le  baume  pour  être  absorbé  par  les  faces  laté- 
rales dépolies  et  noircies.  Le  rayon  émergent  R  est  donc  polarisé 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  section  principale,  c'est-à-dire 
parallèlement  à  la  grande  diagonale  CD  de  la  base. 

Pour  des  rayons  incidents  situés  dans  le  plan  de  figure,  qui  est 
la  section  principale,  la  réflexion  totale  du  rayon  ordinaire  com- 


mence à  partir  d'une  direction  8,0  et  celle  du  rayon  extraordi- 
naire à  partir  de  la  direction  S20.  Les  rayons  incidents  compris 
dans  l'angle  S,  0S2  ne  donnent  donc  qu'un  rayon  transmis  ex- 
traordinaire; cet  angle,  qui  définit  le  champ  de  polarisation,  est 
d'environ  3o°. 

Quand  on  regarde  une  surface  uniformément  éclairée  au  travers 
d'un  prisme  de  Nicol,  et  visant  à  l'infini,  on  voit  un  champ  très 
éclairé  de  lumière  qui  paraît  naturelle,  bordé  d'une  irisation 
rouge  sur  la  ligne  où  elle  se  sépare  d'un  autre  champ  de  lumière 
polarisée  dont  l'éclairement  est  moitié  moindre  et  qui  se  termine 
sur  une  région  obscure  par  une  coloration  bleue;  cette  seconde 
partie  du  champ  ne  renferme  que  des  rayons  extraordinaires. 

On  peut  remarquer,  en  outre,  que  les  bords  rouge  et  bleu  du 
champ  intermédiaire  sont  accompagnés,  du  côté  de  la  région 
éclairée,  par  une  série  de  belles  franges  d'interférence  plus  ou 
moins  larges  et  régulières.  Ce  sont  des  anneaux  de   transmission 
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analogues  aux  franges  d'Herschel  (281)  au  voisinage  de  la  réflexion 
totale;  elles  paraissent  d'autant  plus  serrées  que  la  couche  de 
baume  est  plus  épaisse. 

La  coloration  bleue  située  au  bord  du  champ  polarisé  montre 
que  la  réflexion  totale  commence  d'abord  par  les  rayons  rouges, 
à  l'inverse  de  ce  qui  a  lieu  habituellement,  parce  que  la  dispersion 
extraordinaire  du  spath  est  inférieure  à  celle  du  baume,  de  sorte 
que  l'indice  de  réfraction  relative  croît  du  violet  au  rouge. 

En  dehors  du  champ  polarisé  lumineux,  il  existe  encore  des 
rayons  transmis  de  réfrangibilités  plus  grandes,  appartenant  à 
l'ultra-violet,  et  dont  on  peut  reconnaître  l'existence  par  la  Pho- 
tographie ou  la  fluorescence.  Le  prisme  de  Nicol  fournit  ainsi  un 
moyen  d'isoler  ces  radiations  extrêmes. 

Le  prisme  de  Nicol  donne  au  rayon  transmis  un  déplacement 
latéral  qui  présente  quelques  inconvénients  dans  certaines  expé- 
riences. Il  exige,  en  outre,  un  cristal  relativement  long,  de  sorte 
que,  pour  obtenir  un  large  faisceau  polarisé,  il  faut  employer  des 
morceaux  de  spath  de  dimensions  tout  à  fait  exceptionnelles. 

Foucault  (')  a  remplacé  le  baume  de  Canada  par  une  simple 
couche  d'air.  La  longueur  du  prisme  est  réduite  au  tiers  pour  la 
même  largeur,  mais  le  champ  de  polarisation  diminue  à  peu  près 
dans  le  même  rapport,  car  il  n'est  plus  que  de  8°. 

Les  champs  sont  alors  limités  tous  deux  par  une  teinte  rouge 
auprès  de  laquelle  se  trouve  encore  un  système  de  franges  d'inter- 
férence quand  la  lame  d'air  est  très  mince. 

364.  Dimensions  des  prismes.  —  Considérons  le  cas  général 
d'un  prisme  dont  le  plan  de  symétrie  ABA'B'  contient  l'axe  et 
supposons  la  coupe  AA'  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie 
(fig.  191)-  Soient  ON  la  normale  à  la  face  d'entrée  AB  du  cristal, 
SO  le  rayon  incident,  i  l'angle  d'incidence. 

L'angle  de  réfraction  i'  des  rayons  ordinaires  est  donné  par  la 
condition  n'  sini'  =  sin/.  En  appelant  (3  l'angle  de  la  coupe  AA' 
faite  dans  le  cristal  avec  la  face  d'entrée,  l'angle  d'incidence  sur  le 
baume  est  (3 — •  i!  ;  l'angle  limite  y7  d'incidence  sur  le  baume  et 


(*)  Foucault,   Comptes  rendus  des  séances   de   l'Académie    des    Sciences, 
t.  XLV,  p.  239;  i857. 
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l'angle  i{  correspondant  d'incidence  extérieure  seront  donc  déter- 
minés par  les  conditions 


(■) 

(2) 


n'  siny'  —  sin((3 


ï), 


Pour  le  calcul  des  rayons  extraordinaires,  il  faut  préciser  la 
position  de  l'ellipsoïde.  Soient  a  l'angle  que  fait  l'axe  01  du  cristal 
avec  la  normale  ON,  i"  l'angle  de  réfraction  N';ON  relatif  à  l'onde 


extraordinaire,  6  l'angle  Nf/OI  de  la  normale  à  cette  onde  avec 
l'axe  du  cristal.  La  vitesse  V"  de  propagation  est 


V"2—  a2sin2G  +  62cos2 


sin26        cos26 

»"2          '  „'2 


(3) 


On  a  d'ailleurs  iv/=  9  —  a  et  la  loi  de  réfraction  donne 
.       .        sinV  sin2(6  —  a) 


\in 


a*sin?6-f-  62cos20 


L'angle   d'incidence    au    point    O'    sur   le    baume    est   encore 
P  —  iv=  P  +  a  —  8  et  l'angle  limite  /"  de  la  réflexion  totale  est 


(4) 
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déterminé  par  l'équation 

2  __  sin2/7'  _       sin2  (a  +  f-0) 

V//2    ~~  a2sin20-+-  ô2cos20' 
qui  donne 

[n*a*—  cos2(a-hp)]tang2e-f-sin2(a-f-p)tang6-i-/i2  62—  sin2(a  +  P)=o, 

r    »    9             o/          qm           a            sin  2  (a  -f-  S) 
[n-a-—  cos2(a-f-  (3)]  tangO— L£ 

±  Jp-n  \i»z  ~  n"2  ^(n^7iT*)  sin2  (a  -^J) . 

Cette  équation,  dont  les  racines  ne  sont  réelles  que  pour  la  con- 
dition 

sin2(a-t-8)<  , 


détermine  l'angle  0  ;  on  en  déduira  l'angle  limite  i2  par  l'équation 
(3)  ou  par  la  relation 

/gx  sin*;  _  sin*"  _       sin  (6  —  a) 

n       ~  siny"  ~  sin  (  a  4-  (3  —  6  ;  ' 

En  appelant  $  l'angle  de  la  coupe  avec  les  arêtes  AB'  du  prisme, 
le  rapport  de  la  hauteur  AB'  à  la  diagonale  AB  située  dans  le  plan 
de  symétrie  est 

AB'_  sinft 
AB  ~~  iîrTp7" 

Pour  le  spath  d'Islande,  les  angles  dièdres  égaux  AG  (Jig.  192) 
qui  forment  le  sommet  A  du  rhomboèdre  primitif  sont  de  io5°5'. 
On  en  déduit 

DAC  =  ioio55',         ^=1,26. 

La  section  principale  ABA'B'  est  un  parallélogramme  dont  les 
angles  A  et  A'  sont  de  ioc)08',2  et  les  angles  B  et  B'  de  7o°5i',8; 
enfin  l'axe  de  cristallisation  AI,  situé  dans  ce  plan,  fait  avec  l'arête 
AB'  un  angle  de  63°447, 7  et  un  angle  de  45°23',5  avec  la  face 
supérieure  ACBD. 

L'indice  de  réfraction  du  baume  dé  Canada,  pour  la  raie  D,  est 

/i  =  i,54g. 
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L'angle  limite  d'incidence  sur  le  baume,  pour  le  rayon  ordi- 
naire, déterminé  par  l'équation  (i)esty7=  6g0^'. 

Dans  le  prisme  de  Nicol,  les  faces  du  cristal  sont  celles  de  cli- 
vage ;  on  a  alors 

B  =  7o°5i',8, 

a  =  9o°—  45°23',5  =  44°36',5, 

et  l'anjrle  de  la  normale  ON  avec  l'arête  AB'  est 


Pour  que  la  bissectrice  du  cône  de  polarisation  soit  à  peu  près 
parallèle  aux  arêtes  AB'  du  prisme,  on  peut  déterminer  l'angle  de 
coupe  (3  par  la  condition  que  la  direction  limite  OS<  des  rayons 
ordinaires  soit  à  i5°  de  ces  arêtes,  ou 

;I  =  i5°-f-i9°8',2=:3408',2, 

ï,=  i9°47'i 

P=  ï  -h  f  =  88° 54', 

P'  =  A—   [3  -20°l4',2 

oc4-p  =  i3303o',5; 

et  les  équations  (4)  et  (5)  donnent 

Ô  =  48°23', 

i2=    5°  52', 

ii  —  i2—  290 1 6'. 

L'angle   moyen  d'incidence  est =  200,  de  sorte  que  la 

bissectrice  du  cône  de  polarisation  ne  fait  avec  les  arêtes  qu'un 
angle  de  52'. 
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Enfin  les  dimensions  relatives  du  prisme  sont 

■£jj-  —  2>897>  -£jj  =2,897  x  1,26=3,65. 

La  valeur  3,7  adoptée  dans  la  pratique  pour  ce  dernier  rapport 
donne  un  champ  d'environ  3o°.  On  étend  un  peu  le  champ  en 
augmentant  l'angle  (3,  mais  les  conditions  de  symétrie  sont  moins 
satisfaisantes  et  le  prisme  devient  encore  plus  long. 

Pour  économiser  la  matière,  on  diminue  souvent  l'angle  (3,  jus- 
qu'à 8o°par  exemple;  le  rapport  de  la  longueur  du  prisme  au  petit 
côté  peut  être  réduit  à  2,5,  mais  le  champ  atteint  à  peine  25°. 

Remarquons  encore  que  le  déplacement  latéral  du  rayon  ex- 
traordinaire dans  le  plan  de  symétrie  du  nicol  varie  un  peu  avec 
l'angle  d'incidence  et  avec  la  longueur  d'onde;  les  images  d'un 
objet  seront  donc  irisées  et  un  peu  déformées. 

Comme  les  rayons  incidents  dans  le  cône  utile  sont  obliques  à 
la  face  d'entrée,  ce  qui  a  pour  inconvénient  d'affaiblir  beaucoup 
la  lumière  dans  une  partie  du  champ,  on  termine  quelquefois  les 
bases  du  prisme  de  Nicol  par  une  face  perpendiculaire  aux  longues 
arêtes  AB'  :  l'angle  B  est  alors  droit.  Si  l'on  conserve  la  même 
coupe  intérieure,  on  a 

p  =  69°46', 

a  =  63°44',7> 
^=69046' -690/=  39', 
it=    i°  5'. 

Les  angles  a  -h  (3  et  9  conservent  les  mêmes  valeurs  et 

1,  =  —  24°  20', 
ix  —  it=     25°  25'. 

Le  champ  est  diminué,  mais  les  rayons  du  cône  utile  sont  situés 
de  part  et  d'autre  de  la  normale  et  l'éclairement  est  plus  uniforme; 
toutefois  l'angle  moyen  d'incidence  est  1 1°32/,  de  sorte  qu'on  doit 
viser  dans  une  direction  oblique.  Le  rapport  de  la  longueur  du 
prisme  à  l'arête  latérale  est  alors  3,3o. 

Les  faces  artificielles  dans  des  directions  autres  que  celles  du 
clivage  sont  très  altérables,  à  cause  des  lamelles  cristallines  qui 
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s'en  détachent  facilement,  et  il  est  bon  de  les  protéger  par  des  lames 
de  verre  collées  aux  extrémités  du  prisme. 

En  modifiant  L'indice  de  la  couche  intermédiaire,  on  peut  encore 
améliorer  le  champ  dans  des  limites  très  étroites,  mais  il  y  a  sur- 
tout intérêt  à  diminuer  la  longueur  du  prisme  aux  dépens  de  l'é- 
tendue du  champ. 

Quand  on  remplace  le  baume  par  une  couche  d'air,  l'angle  de 

réflexion  totale  y7  pour  le  rayon  ordinaire  est  3y°5'. 

AB' 
Avec  le  rapport  -r-p-  =  i,25  indiqué  par  Foucault,  on  a 

AB  '  _  i^25 
AB  "  77^6 

ou  sensiblement  l'unité.  Les  angles  [3  et  p'  sont  alors  égaux  entre 

.    I0Q°8'         r/n~    ,  .      . 

eux  et  a  — ^—  —  54  02  ,  on  trouve  ainsi 


«1=29°  49', 

ît.z=z  21°  II1. 

Le  champ  est  de  8°38',  l'incidence  moyenne  25°3o'  et  l'angle 

du  rayon  moyen  avec  les  arêtes  6°  2  2'. 

AB' 
En  prenant  -r—  =1,1 5,  on  obtient 

i1=23°8', 
4=  15048'; 

le  champ  est  réduit  à  7°2o';  mais  l'angle  du  rayon  moyen  avec  les 
arêtes  n'est  plus  que  de  20'  et  l'incidence  moyenne  ic)028'. 

365.  Différentes  formes  du  prisme  de  NicoL  —  On  a  proposé 
plusieurs  autres  dispositions  pour  les  prismes  polariseurs,  mais 
elles  présentent  le  double  inconvénient  de  donner  lieu  à  des  déchets 
importants  de  matière  et  de  terminer  les  prismes  par  des  faces 
différentes  du  clivage  naturel. 

Dans  les  prismes  de  MM.  Hartnack  et  Prazmovvski  (1),  la  coupe 


(')  Hartnack  et  Prazmowski,  Ami.  de  Chim.  et  de  Phys.,  [4],  t.  VII,  p.  181; 

[866. 
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MM'  (Jîg.  193)  est  perpendiculaire  à  Taxe  du  cristal.  Les  faces 
d'entrée  et  de  sortie,  MN  et  M'W,  sont  perpendiculaires  à  la  lon- 
gueur MN;  et  l'angle  (3  qu'elles  font  avec  la  coupe  est  variable  avec 
la  nature  du  collage,  d'après  le  tableau   suivant,  dans  lequel  la 


Fi) 


xi' 


longueur  du  prisme  est  exprimée  en  fonction  de  l'arête  latérale  : 

Collage.  Indice.  3-  Champ.       Longueur. 

o  o 

Baume  de  Canada J,549  79,°  33  5,2 

Baume  de  copahu .  1,507  ?6,5  35  3,7 

Huile  de  lin 1 ,485  73,5  35  3,4 

Huile  de  pavot i,465  7ï,o  28  3,o 

Si  la  coupe  et  la  face  d'entrée  sont  parallèles  à  l'axe,  les  deux 
rayons  suivent  la  loi  de  Descartes  dans  le  plan  de  symétrie,  qui 
est  perpendiculaire  à  l'axe  ('). 

Avec  le  baume  de  Canada,  le  rayon  extraordinaire  n'éprouve 
jamais  la  réflexion  totale  et  l'angle  limite  i{  d'incidence  des  rayons 
ordinaires  est  donné  encore  par  la  condition 

sin  «1=  n'  sini7  =  n'  sin(£J  —  6ç)°j'  ). 

La  valeur  maximum  de  l'angle  i'  relatif  aux  rayons  extraordi- 
naires est  42° 20'.  Il  peut  alors  se  présenter  deux  cas. 

Si  l'angle  (3  est  supérieur  à  go° —  /\i0rio!  ou  47°4o/>  les  rayons 
extraordinaires  rencontrent  le  baume  jusqu'à  la  direction  rasante  ; 


(')  S. -P.  Thompson,  Séances  de  la  Société  de  Physique,  p.  ioo  ;  il 
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l'angle  d'incidence  limite  i2  est  alors 

sin/a  =  n"  cos(3 

et  l'ouverture  du  champ  i,  -h  i2. 

Pour   [3  =  90°  par   exemple,    on   aurait  ^  =  36°  17',    i2  =  o  et 

l'incidence   moyenne  serait  i8°8',5.  En  admettant  que  le  rayon 

moyen  fasse  un  angle  de  20  avec  les  arêtes  du  prisme,  il  en  résulte 

p'=20°8'et 

AB'  1 

ÂB    =sTr7F==2'9°' 

La  longueur  de  l'appareil  est  de  même  ordre  que  celle  du  nicol. 

Si  l'angle  (3  est  inférieur  à  ^r0^^^  l'incidence  des  rayons  ex- 
traordinaires peut  être  rasante  ou  i2  =  go°\  l'angle  iK  est  négatif 
pourvu  que  la  différence  6g°y'  —  (3  soit  inférieure  à  3j°&. 

Les  prismes  ainsi  construits,  en  faisant  [3  =  ig°,  paraissent  pré- 
senter quelques  avantages  :  le  champ  de  polarisation  est  étendu, 
très  régulier  et  le  déplacement  latéral  des  images  est  très  faible; 
mais,  par  contre,  ils  entraînent  une  trop  grande  perte  de  matière. 
M.  S.  Thompson  indique  différents  autres  modes  de  taille  dans 
lesquels  on  s'est  proposé  surtout  d'économiser  la  matière  et  d'uti- 
liser les  morceaux  résultant  des  différentes  coupes  5  la  multiplica- 
tion des  surfaces  artificielles  ne  peut  que  nuire  à  la  perfection  finale 
de  la  lumière  polarisée. 

Pour  certaines  applications,  telles  que  l'observation  des  cristaux 
au  microscope,  on  attache  plus  d'importance  à  l'étendue  du 
champ  qu'à  la  pureté  de  la  lumière  polarisée.  M.  E.  Bertrand  (1) 
coupe  un  prisme  de  flint,  de  même  indice  que  l'ordinaire  du 
spath,  par  une  face  faisant  l'angle  de  76°43/  avec  les  bases  et  in- 
tercale entre  les  deux  fragments  une  lamelle  de  spath  clivé  conve- 
nablement orientée,  par  un  collage  dont  l'indice  est  égal  ou  supé- 
rieur à  celui  du  flint.  Par  suite  de  la  réflexion  totale  du  rayon 
extraordinaire  sous  certaines  incidences,  on  obtient  un  polariseur 
dont  le  champ  est  voisin  de  45°. 

Cette  construction  permet  un  autre  perfectionnement.  Si  l'angle 
de  coupe  d'un  premier  prisme  est  de  63°  26',  on  peut  le  couper  de 


(1)  E.  Bertrand,   Comptes  tendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XCIX,  p.  538;   1884. 
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nouveau  dans  une  direction  symétrique  de  la  première  et  rap- 
procher les  morceaux  après  introduction  d'un  nouveau  clivage 
de  spath.  On  obtient  ainsi  un  polariseur  moitié  moins  long  que 
le  prisme  de  Nicol  et  dont  le  champ  atteint  98°4i'. 

On  peut  enfin  intercaler  une  lame  de  nitre  ou  d'azotate  de  soude 
suivant  une  coupe  convenable  dans  un  morceau  de  spath  et  répéter 
la  même  opération  dans  une  coupe  symétrique,  de  manière  à 
obtenir  des  champs  de  polarisation  qui  dépassent  1200. 

366.  Analyseurs  à  pénombre.  —  L'emploi  des  analyseurs  à 
extinction  complète  pour  déterminer  l'azimut  de  polarisation  pré- 
sente quelques  inconvénients,  surtout  quand  l'intensité  des  rayons 
sur  lesquels  on  opère  n'est  pas  très  grande,  car  l'intensité  observée 
est  proportionnelle  au  sinus  carré  de  l'angle  de  l'analyseur  avec  la 
direction  qui  produit  l'extinction  absolue.  La  lumière  reste  alors 
insensible  pendant  un  déplacement  notable  de  l'analyseur  et  il  est 
nécessaire  de  prendre  la  moyenne  des  directions  pour  lesquelles 
la  lumière  reparaît  d'une  manière  appréciable  par  une  rotation 
dans  les  deux  sens.  La  difficulté  augmente  encore  si  l'analyseur 
est  imparfait  ou  la  polarisation  primitive  incomplète,  car  on  ne 
peut  plus  observer  qu'une  intensité  minimum  mal  définie. 

La  précision  des  mesures  devient  plus  grande  lorsqu'il  est  pos- 
sible de  remplacer  l'appréciation  d'un  minimum  d'éclat  par  celle 
de  Légalité  de  deux  teintes  voisines. 

Quand  on  fait  tomber  un  faisceau  de  lumière  d'intensité  I, 
polarisée  dans  la  direction  OP  (fig.  194),  sur  une  lame  cristalline 
dont  la  section  principale  OA  est  dans  l'azimut  a,  les  intensités  de 
l'image  ordinaire  et  de  l'image  extraordinaire  sont  respectivement 
Icos2a  et  Isin2a.  En  recevant  cette  lumière  sur  un  analyseur 
dont  le  plan  de|polarisation  OQ  est  dans  l'azimut  (3  par  rapport 
au  plan  primitif,  si  la  lame  est  assez  épaisse  pour  qu'il  n'y  ait  pas 
à  tenir  compte  de  l'interférence  des  faisceaux  qui  sont  ramenés  à 
la  même  polarisation,  l'intensité  totale  est 

J  =  I[cos2acos2(a  —  (B)  -+-  sin2a  sin2(a  —  (B)] 

=  I    cos2  p  —  -  sin  2 a  sin 2  ( a  —  p)    . 

Supposons   que,   pour   une  seconde  lame   identique,   placée  à 


6H 


CHAPITRE    IX, 


côté  de  la  première,  l'azimut  de  la  section  principale  OA'  soit  a'; 
l'intensité  dans  l'analyseur  des  rayons  qui  ont  traversé  cette 
lame  est 

J'=l[cos2P  —  -sin 2 a' sin 2 (a'  —  (3)  |. 

Les  deux  images  auront  le  même  éclat  pour  la  condition 

sin  2  a  sin  2  (  a  —  (3  )  —  sin  2  a'  sin  2  (  a'  —  (3  ) , 

qui  détermine  deux  directions  rectangulaires  pour  chacun  des 
éléments  OQ,  OA  et  OA'  en  fonction  des  deux  autres. 

Fi  g.  19',. 


Lorsque  l'analyseur  est  parallèle  ou  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice  des  sections  principales  des   deux  lames,  c'est-à-dire  pour 

2Ji  =  a  +  a'-h  /m, 

sin  2  (a  —  P)  = —  sin  2  (a'—  (3), 

l'égalité  des  images  exige  que  l'on  ait  aussi 

sin  2  a  =  —  sin  2  a', 

c'est-à-dire  que  le  plan  primitif  de  polarisation  est  aussi  parallèle 
ou  perpendiculaire  à  la  bissectrice  des  sections  principales. 

Pour  ces  orientations  particulières,  en  appelant  to  l'angle  a! —  a 
des  sections  principales  des  deux  lames,  les  intensités  des  images 
peuvent  s'écrire 


J=l 


cos2[S  h —  sin 


(2  ^  —  w  —  ht.)  sin(< 


rnz)\ 


J'  =  I    cos2(3 sin  (2  p  h-  tu  —  nr.)  sin  (10  —  ?itz)    . 
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Le  rapport  de  la  différence  des  intensités  des  deux  images  à  leur 
valeur  moyenne  est 

J  —  J'  2  cosw  sin(2  B  —  mz)  sin((o  —  n-) 

(6)       2 


J  4-  J'        2  cos2(3  —  sinw  cos(2  p  —  /m)  sin(w  —  n%) 

Si  Ton  fait  n  =  o,  le  plan  de  polarisation  de  l'analyseur  est 
bissecteur  des  sections  principales,  et,  l'angle  co  étant  supposé 
petit,  les  images  égales  ont  le  moindre  éclat,  sons  forme  de  pé- 
nombres, quand  l'analyseur  et  le  polariseur  sont  croisés. 

En  posant  (3  = §,  l'équation  (6)  devient  alors 

J  —  J'  sin2wsin2  3  sin2tosin2o 

2 


J-f-J7        2  sin2o -t- sin2to  cos2û         i  —  cos2wcos2o 

Lorsque  l'angle  o,  qui  représente  l'erreur  de  réglage,  est  très 
petit,  on  a  sensiblement 

(n)  ~J— ''=      4S      =  ^ 

KJ}  J  +  J'        tangw         o) 

La  variation  relative  d'éclat  est  donc  proportionnelle  à  l'angle 
d'écart  et  en  raison  inverse  de  l'angle  des  sections  principales. 

Pour  que  le  second  membre  atteigne  ^  par  exemple,  avec  une 
déviation  o  d'une  minute,  il  faut  que  l'angle  to  ne  soit  pas  supé- 
rieur à  4°« 

On  ne  peut  pas  diminuer  ce  dernier  angle  au  delà  d'une  certaine 
limite  sans  affaiblir  outre  mesure  les  deux  images  à  comparer;  mais 
on  voit  aisément  qu'un  appareil  formé  par  l'ensemble  de  deux 
lames  cristallines  et  d'un  analyseur  permettra  de  déterminer 
d'une  manière  beaucoup  plus  exacte  la  direction  du  plan  de  pola- 
risation totale  ou  partielle  d'un  faisceau  lumineux. 

Cette  combinaison  a  été  imaginée  par  M.  Jellett  ( i  ),  qui  a  réalisé 
d'abord  l'appareil  à  l'aide  d'un  prisme  droit  de  spath  d'Islande 
présentant  deux  faces  perpendiculaires  aux  arêtes  de  clivage.  Le 
prisme  étant  coupé  suivant  la  section  principale  des  bases,  on  use 
en  biseau  les  surfaces  de  section  et  on  les  rapproche  ensuite  par 
un  collage. 


(')  Jellett,  Br.  Ass.  Hep.,  IIe  Partie,  p.  i3;  1860. 


620  CHAPITRE    IX. 

Il  est  plus  simple  encore  d'utiliser  pour  le  même  objet  des 
lames  de  quartz  parallèles  à  l'axe  de  quelques  millimètres  d'épais- 
seur ou  même  des  lames  de  gypse  obtenues  par  clivage. 

M.  Cornu  (*)  arrive  au  même  résultat  en  coupant  un  prisme  de 
Nicol  suivant  les  petites  diagonales  des  bases  et  rapprochant  en- 
suite par  collage  les  deux  parties  symétriques  après  avoir  enlevé  sur 
chacune  d'elles  un  biseau  d'environ  2°,  5;  l'angle  w  des  plans  de 
polarisation  des  deux  moitiés  du  champ  est  alors  de  5°. 

Si  l'on  reçoit  sur  cet  analyseur  un  faisceau  polarisé  I  dans  l'azimut 

o  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  w,  les  intensités  des 

deux  images  sont 

J  =  I  sin2(w  —  o), 

J'=  I  sin-(to  4-  ô), 
ce  qui  donne 

J — J'  sin  2  a)  sin  2  8  sin2wsin2  0 


J  H- J'        sin2w  cos28 -h  cos2to  sin2o        sin2o -h  sin2io  cos2ô 

Pour  des  valeurs  très  petites  de  l'angle  o,  ce  rapport  se  réduit 
à  la  même  expression  (7)  que  précédemment. 

Le  prisme  de  M.  Cornu  fournit  directement  deux  faisceaux  en 
contact  polarisés  dans  des  plans  très  voisins  l'un  de  l'autre  et 
l'appareil  de  M.  Jellett  traversé  par  la  lumière  en  sens  opposé  au 
précédent  donne  très  sensiblement  le  même  résultat.  Dans  les 
expériences  où  le  plan  de  polarisation  éprouve  une  rotation  indé- 
pendante de  sa  direction  primitive,  on  pourra  donc  se  servir  avec 
avantage  de  ces  instruments  comme  polariseurs  et  recevoir  la  lu- 
mière finale  sur  un  analyseur  ordinaire.  L'azimut  de  l'analyseur 
qui  produit  l'égalité  des  teintes  au  voisinage  de  l'extinction  per- 
mettra de  déterminer  la  rotation  du  plan  de  polarisation  avec  une 
grande  exactitude. 

367.  Prismes  à  double  image.  —  On  a  souvent  mis  à  profit 
l'écartement  angulaire  des  deux  images  produites  par  un  prisme 
anisotrope  pour  mesurer  des  angles  très  petits. 

Dans  ce  cas,  le  quartz  convient  mieux,  parce  que  la  double  ré- 

(')  Cornu,  Bulletin  de  la  Société  chimique,  t.  XIV,  p.  i/jo;  1870. 
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fraction  est  beaucoup  plus  faible  et  que  la  matière  risque  moins 
de  subir  des  altérations. 

Le  prisme  de  Rochon  (')  est  formé  de  deux  prismes  de  quartz 
égaux  dont  la  base  est  un  triangle  rectangle  et  qui  sont  collés  par 
les  faces  opposées  à  l'angle  droit  de  manière  à  constituer  un  parallé- 
lépipède rectangle.  Dans  l'un  de  ces  prismes  ABC  A'WC  (fig.  ig5), 
l'axe  du  cristal  est  parallèle  au  côté  AG  ;  dans  l'autre  prisme 
BCDB'C'D'  l'axe  est  parallèle  aux  arêtes  DD'. 

Fig.  195. 


Si  l'on  considère  une  section  perpendiculaire  aux  arêtes  des 
prismes,  un  rayon  incident  SO  {fig.  196)  normal  à  la  face  d'entrée 
se  propage  dans  le  premier  cristal  avec  une  vitesse  constante, 
puisqu'il  est  parallèle  à  l'axe. 

Fig.  196. 
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Au  point  K,  sur  la  surface  de  séparation  des  deux  prismes, 
l'un  des  rayons  reste  ordinaire  et  continue  sa  marche  sans  dévia- 
tion, l'autre  est  réfracté,  mais  en  suivant  la  loi  de  Descartes,  et 
devient  extraordinaire. 

Appelant  (3  l'angle  ABC  des  prismes,  /'  l'angle  de  réfraction  au 


(')  Rochon,  Journal  de  Physique,  t.  LUI,  p.  192;  1801. 
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point  K  du  rayon  extraordinaire  el  i  l'angle  d'émergence  du  rayon 

O'R',  on  aura 

n'  sinp  =  n"  sin  r, 

n"  sin  0  —  /•)  r=  sin  i; 
il  en  résulte 

•     a,     il  /  Q^  sinP   /    n  rC0SP 

sin  i  =  sin  K  (  /i"  cos  /*  —  n  cos  p  )  = n  —  n 


Comme  la  double  réfraction  du  quartz  est  très  faible,  l'angle 
[i  —  r  est  très  petit;  on  peut  remplacer  cosr  par  cos  [3,  ce  qui 
donne  sensiblement 

sin«  =  (n" —  n')  tang(3, 
(8)  i—  (n"—ri)  tangp. 

L'angle  ?',  qui  mesure  la  distance  angulaire  des  rayons  émer- 
gents K  et  R',  est  à  peu  près  indépendant  de  la  couleur  et  ne  varie 
pas  d'une  manière  appréciable  quand  la  direction  de  la  lumière 
primitive  s'écarte  de  petites  quantités  à  droite  ou  à  gauche  de  la 
normale  SO  à  la  face  d'entrée. 

La  vision  d'un  objet  au  travers  du  prisme  fournira  donc  deux 
images  très  voisines  et  à  peu  près  achromatiques. 

Le  prisme  de  Wollaston  ne  diffère  du  précédent  que  par  le 
sens  de  propagation  de  la  lumière. 

Les  rayons  tombent  sur  la  face  AG  (Jig*  197)  parallèle  à  l'axe 
et  pour  laquelle  l'axe  est  perpendiculaire  aux  arêtes  du  prisme. 
Un  rayon  incident  normal  SO  ne  donne  encore  qu'un  rayon  ré- 
fracté OK  dans  le  premier  prisme,  mais  qui  correspond  à  deux 
espèces  d'ondes  se  propageant  avec  des  vitesses  différentes. 

Sur  les  surfaces  de  séparation  CB,  les  ondes  ordinaires  qui  sont 
polarisées  dans  le  plan  d'incidence  deviennent  extraordinaires,  et 
réciproquement.  En  appelant  v  l'angle  BCA,  i'  et  i"  les  angles  de 
réfraction  des  ondes  ordinaire  et  extraordinaire  qui  suivent  encore 
la  loi  de  Descartes,  on  a 

n'  sin  y  — -  n"  sini". 
n"  sin  y  —  n'  sin  i' . 

Les  angles  des  normales  KO,  et  K02  aux  ondes  ordinaire  et 
extraordinaire  avec  la  normale  à  la  face  de  sortie  BD  sont  respec- 
tivement i'  —  y  et  y  —  f.  Les  angles  correspondants  iK  et  i2  d'é- 


mergence  sont  donc 
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sin  ix  =  il'  sin  (  i'  —  y  ) , 
sin  u_  =  n"  sin  (  y  —  i"  ) . 


6<i3 


La  même    transformation    que   précédemment   donne    encore, 
d'une  manière  approximative, 

4  =  ix  =  (  n"  —  n'  )  tan  g  y. 
Enfin  la  déviation  angulaire  des  rayons  R,  et  R2 
(9)  ï,  -h  ï2  ==  2  (/iA'  —  /i')  tangT 

est  à  peu  près  indépendante  de  la  direction  des  rayons  incidents, 
pourvu  qu'ils  s'écartent  très  peu  de  la  normale. 


Pour  une  même  valeur  de  l'angle  du  prisme,  la  déviation  est 
donc  doublée  dans  le  prisme  de  Wollaston,  mais  les  deux  images 
sont  légèrement  colorées  d'une  manière  symétrique. 

Si  l'on  fait  marcher  les  rayons  en  sens  contraire  dans  les  prismes 
de  Rochon  ou  de  Wollaston,  l'écartement  des  faisceaux  émer- 
gents reste  sensiblement  le  même,  mais  le  calcul  des  réfractions 
devient  plus  complexe. 

368.  Prisme  de  Senarmont.  —  Pour  obtenir  avec  un  prisme 
de  spath  d'Islande  deux  faisceaux  polarisés  à  angle  droit  et  de 
directions  différentes,  dont  l'un  peut  être  éliminé  dans  les  expé- 
riences, on  complète  habituellement  l'appareil  par  un  prisme  de 
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crown  (322)  qui  achromatise  le  rayon  extraordinaire  en  le  rame- 
nant à  peu  près  dans  la  direction  primitive.  On  peut  achromatiser 
au  contraire  le  rayon  ordinaire  par  un  second  prisme  de  même 
angle  que  le  premier  et  disposé  en  sens  contraire. 

Considérons,  par  exemple,  un  appareil  comme  celui   de   Ro- 
chon, les  axes  BG  et  CD  (fig.  198)  des  prismes  étant  situés  dans 


Fig. 

198. 

S 

B 

0                             A 

\<X 

a>^^ 

^^1 

Î 

0' 

c 

/ 

D 

R"/ 

II' 

le  plan  d'incidence  sur  la  surface  de  jonction.  Un  rayon  normal 
à  la  face  d'entrée  est  ordinaire  dans  le  premier  prisme;  le  rayon 
ordinaire  qu'il  donne  dans  le  second  prisme  n'est  pas  dévié  et 
émerge  normalement  à  la  sortie,  en  0'R/;  le  rayon  extraordinaire 
éprouve  une  déviation  au  point  K  et  une  seconde  déviation  à  la 
sortie.  Si  a  est  l'angle  BAC  du  prisme,  r  l'angle  de  réfraction  du 
rayon  extraordinaire  en  K,  l'angle  de  la  normale  aux  ondes,  avec 

l'axe  du  cristal  dans  le  second  prisme,  est  -  —  r  +  a  et  la  vitesse 

2 

de  propagation  \"  est 

r//2 sin2(r  —  a)         cos2(r  —  a) 

"  ~        iï*         '  V^~ 

En  appelant  i  l'angle  d'émergence,  les  équations 


n  sina 


y//    > 


sin«  =  ==y  sm(/*  —  a)  z=.  sinal  n  cosa ^~ 

déterminent  la  déviation  du  rayon  extraordinaire. 
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Cette  disposition  est  réalisée  au  moins  d'une  manière  très  ap- 
proximative dans  le  prisme  imaginé  par  de  Senarmont  ('). 

L'axe  du  spath  d'Islande  (364)  fait  un  angle  8  de  45° 23', 5  ou 
sensiblement  de  45°  avec  les  facesnaturelles.  Soit  ABA'B' (//£■.  199) 


la  section  principale  d'un  morceau  de  spath  obtenu  par  clivage, 
A  A' la  direction  de  l'axe.  Coupant  le  cristal  par  un  plan  passant 
par  l'axe  et  perpendiculaire  à  la  section  principale,  on  replace  le 
morceau  inférieur  AB'A',  après  l'avoir  fait  tourner  de  1800  autour 
d'une  perpendiculaire  à  la  base  A'B',  sur  la  face  supérieure  AB,  de 
manière  que  le  point  A'  vienne  en  A  et  le  point  B7  en  B  ;  les  deux 
pièces  ABA'  et  ABA,  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  AB, 
leurs  axes  A  A'  et  AA<  étant  sensiblement  rectangulaires  (c)o047/). 
Il  suffit  alors  de  couper  l'une  d'elles  par  un  plan  BC  parallèle  à 
la  coupe  primitive  AA'  de  l'autre  pour  obtenir  un  appareil  qui 
donne  au  travers  des  faces  parallèles  BC  et  AA'  un  faisceau  ordi- 
naire parfaitement  achromatique  sans  déviation  et  un  rayon  extra- 
ordinaire fortement  coloré  dont  la  déviation  est  de  90  à  io°.  La 
construction  présente  encore  l'inconvénient  que  les  faces  utilisées 
n'appartiennent  pas  au  clivage  et  s'altèrent  facilement. 

La  face  normale  à  l'axe  doit  être  tournée  vers  le  rayon  incident 
quand  l'appareil  fonctionne  comme  polariseur;  on  la  tourne  vers 
l'œil  quand  il  sert  d'analyseur. 

369.  Lunette  de  Rochon .  — ■  Si  l'on  interpose  un  prisme  à  double 
image  entre  l'objectif  et  le  foyer  d'une  lunette   astronomique,    on 


(')  De  Senarmont,  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  [3],  t.  L,  p.  480;  1857. 
M.  -  I.  40 
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obtient  deux  images  de  l'objet  observé  et,  en  modifiant  la  distance 
du  prisme  à  l'objectif,  on  peut  faire  en  sorte  que  ces  deux  images 
soient  en  contact  par  leurs  bords  opposés. 

En  appelant  F  la  longueur  focale  de  l'objectif,  /et/'  les  dis- 
tances de  l'objet  I  et  de  son  image  1'  aux  plans  principaux  corres- 
pondants (87)  ou  sensiblement  au  centre  optique,  l'angle  appa- 
rent a  de  l'objet,  abstraction  faite  du  renversement  de  l'image  et 
quand  il  s'agit  d'angles  très  petits,  est 

i     r 

do)  *=rr 

Si  ù  est  l'angle  de  séparation  du  prisme  et  /  la  distance  à  laquelle 
on  doit  le  placer  du  plan  focal  pour  amener  les  images  en  contact, 
la  relation  I'  =  /S  donne 

,1        ,1  (        F 

lu)  ar=07":0Fv""7 

Les  objets  sont  généralement  assez  éloignés  pour  que  le  rapport 
-  soit  négligeable,  c'est-à-dire  que  les  images  se  forment  sensible- 
ment au  foyer  principal;  l'équation  (i  i)  montre  que  la  valeur  de  a 
est  proportionnelle  à  /. 

Comme  le  calcul  suppose  l'épaisseur  des  prismes  très  petite  et 
que  la  mesure  directe  delà  distance  l  serait  très  difficile,  on  estime 
le  déplacement  du  prisme  par  une  échelle  divisée  dont  le  zéro 
correspond  à  la  position  qui  laisse  l'image  simple  et  l'on  déter- 
mine l'une  des  divisions  par  l'observation  d'un  objet  d'angle  ap- 
parent connu. 

Si  l'on  connaît  au  contraire  la  grandeur  ï  de  l'objet,  la  valeur 
de  l'angle  apparent  a  déterminera  sa  distance/ 

Le  grossissement  par  l'oculaire  a  pour  effet  d'augmenter  la  co- 
loration apparente  de  l'une  des  images  fournies  par  le  prisme  et 
rend  plus  difficile  l'appréciation  de  leur  contact,  et  il  est  toujours 
fâcheux  d'introduire  dans  une  lunette  une  pièce  qui  altère  la  pu- 
reté des  images.  Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  Arago  (  ■  )  plaça 


(•  )  Arago,  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XXIV, 
p.  4oo;  1847. 
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le  prisme  entre  l'œil  et  l'oculaire  et  fit  d'abord  varier  le  grossisse- 
ment de  la  lunette  en  modifiant  la  distance  des  verres  de  l'oculaire 
composé  pour  obtenir  le  contact  des  images.  Il  trouva  ensuite 
préférable  de  laisser  l'oculaire  invariable  et  d'employer  une  série 
de  prismes  dont  les  déviations  varient  de  3o"  ou  même  seulement 
de  i5".  L'angle  apparent  de  l'image  dans  la  lunette  étant  égal  au 
produit  du  grossissement  G  par  l'angle  apparent  a  de  l'objet,  il 
suffit  de  chercher  quel  est  le  prisme  qui  établit  le  contact  et  l'on  a 

<\ 
0 

Cette  méthode  exige  que  l'on  ait  à  sa  disposition  une  série  con- 
tinue de  prismes  à  double  image,  mais  elle  convient  beaucoup 
mieux  pour  les  observations  astronomiques. 

On  pourrait,  sans  doute,  remplacer  les  prismes  biréfringents 
par  un  simple  prisme  ordinaire  d'angle  très  petit  recevant  la  moitié 
du  faisceau  de  lumière,  ou  par  un  biprisme  analogue  à  celui  de 
Fresnel.  En  plaçant  cet  appareil  dans  l'intérieur  de  la  lunette  à 
une  distance  convenable  où  décroit  l'oculaire,  on  pourrait  encore 
mettre  en  contact  les  deux  images  qui  seraient  vues  séparément 
par  les  deux  moitiés  de  la  pupille;  mais  l'une  des  images  au 
moins  serait  encore  colorée  et  l'ajustement  de  l'œil  pour  les  dis- 
tinguera la  fois  serait  plus  délicat. 
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